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EXISTENCE ET REGULARITE DES SOLUTIONS DE

SYSTEMES DIFFERENTIELS SURDETERMINES

par H.-M. Maire, Rennes les 11, 18 et 25 juin 1981

Dans cette suite d'exposés, nous présentons les résultats
obtehus dans Treves[ﬁ6] , Maire [j1) ,[}2] et Baouendi-Treves

[2] , Principalement pour les systémes du type

Ly = 1(D, +id;(£,0)) , § =1,...,p, t€RP, xeR?,
J
et mentionnons au passage les problémes ouverts et les liens

avec les travaux d'Helffer-Nourrigat [7] ’[81.

1. Le cadre général.

Les systémes étudiés seront du type

J
(1.1) Ly = 5§j

- bj(u,DX) , 3 =1,...,D, tc—ﬂt, erX
ol th RP et .QXC)Rn sont ouverts, bj sont des fonctions
réelles , c%Pen t, positivement homogénes de degré 1 en g et
de plus,

(1.2) [Lj,Lk] = 0 , pour tous j, ke[t, pl.

Cette dernidre prooriété permet de supposer que localement
(b1,...,bp) est un gradient, i. e.
(1.3) bj(t,f) = B/ atj(t,*g'), i=1,...,0,
o0

avec B réelle, en t, positivement homogens de degré 1 en E .
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Le systéme (1.1) s'écrit aussi:

=2 4ib(t, 2 =3 - D))
Ly = 3%, + lbj(u, 55) = l(Dtj+ 1bj(t,Dx), ;

en abrégé:
{1.4) L= (Lj) =d, - b(t,DX) = i(Dt + ib(t,DX))-

Si "*" désigne la transformation de Fourier en x, il vient:

(1.5) L=a, - b(t,8) = o5 F)g, o B(ES)

D'aprés (1.2), si Lju = fj et u e E'G?ttx,fl#) par exemple,
on doit avoir:
(*) kaj = Ljfk , Js k=1,...,p;
ce sont les conditions de compatibilité.

D
EXEMPLE. Le systéme (1.1) pour B(t,§) =Z_ tj%-j + g(t)§p+1
1

et n = p+1, n'est autre que l'opérateur de Cauchy-Riemann induit

= p+1
9 sur l'hypersurface Re z = g(Re Zy,...,Re Zu) dans €7 ',

cf. Boutet de Monvel [5] .

2. Questions diverses.

Nous présentons ci-dessous unz liste de questions pour le
systéme (1.1); les réponses escomptdées sont bienklr des propridtiés
de la fonction B.

(1) Caractériser la résolubilité locale (RL) de L:

74 wyrw, ouvert de QtXﬂx’ V= (fj) = (Cg3 (thﬂx))p satigfai-

sant (*),-1l existe ué%i)'(fitx«flv) telle gqu2 Lu = f}bu&x W

v PS

(2) ¢

o]

racticiser 1'hyroellinticisd (H) ds I:

PR

7 wixw, ouveet de thﬂx, Vueld '(O.EXQV), Lue(C¥ (w xw_))P

P v La

= uec® (wtxw_{).
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(3) Caractériser la sous-ellinticité (SZ) de L:

S
V“thu’x ouvert de thﬂx ,Yuesd (cotxwx), Lue(HS(wtx wx))P

s+1-9,

=2 ueH (w xwx) avec 0 d<1.

%
(4) Quand la condition de Hormander (cf. [8] ) qui devient
ici:

v n , oK
(cH) .. Vtoeﬂt,‘v’goem N0, daei?, ldlgr tel que dB(%,,5,) # 0,

est satisfaite, caractériser l'hypoellipticité maximale (HM) de L:

Vwyxwy ouvert deﬂthx, VueH°(thQx), Iue (Ho(wtxwx))P
ro
=  d.u et b(t,DX)ue:i (""t"""x)'

(5) Caractériser l'hyvoellipticité analvtique (HA) de L quand

B est analytique réelle en %:

¥ wikw, ouvert de thﬂx, v ue-oD'(L;)txwx), Iue (MU(w xwx))P

t

= ueCL(uotx bUX).

(6) Mémes guestions pour l'opérateur L*L =Z_ LJ.*L,. =
3

D2 + |amaa 3(5,0)[% + A3(s,1,).

(7) Généroliser & des systimes "ouelconques" de la forme

Lj = Xj +in , avec Xj’ Yj champs de vecteurs réels.

3. Quelques réponses.

Lorsque p = 1, i. e. il n'y a qu'une équation, "tout" est connu.
Nous renvoyons a Nirenberg-Treves [13] et BOrmander [9] .
Citons pour mémoire:

(IR) en (% ;0,50) = tr———-—>B(t,“§o) sans minimum local en t_.

0’ %o °
(K) en (to,xo;O,go) R t»————rB(t,\g—o) 3ans maximum local en +

ni constant dans un voisinegs de ‘to.

(=) en (to,xo;o, O)@ T(to’}o) # 0 pour un k et > 0 si le plus
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NB. Les notions rappelées ici ont leurs correspondantes
microlocales que nous employons dans la suite sans les détailler

(cf. Hormander [9] ).

En particulier, lorsgque b(t,¥) est analytique réelle en %,

les propriéiés (H), (HA), (SE), (HM) sont toutes équivalentes.

Revenons au cas général p>1. La réponse & (5) a été donnde
par Baouendi-Treves [2] :
THEOREME (3.1). Le systéme L = D, + i(dB)(t,Dx) est

analytique-hypoelliptique en (%_,x ;0,5 ) si et seulement si

t— B(%,%) n'a pas de maximum local en % .

On sait, cf. Rothschild-Siein [! 4]‘ ou Camus-Bolley-Nourrigzt

rivées.

[0S

L{:_J que (HM) => (SE) avec parte de § =1-(1/) a

-+

[resp. (HA)] .

L*L satisfait (H) [resp. (HA)] —= 1L satisfait (

+
~——

La réciproque n'est pas connue pour (H) 2t es®t fausse pour (fa),
d'apres l'exzemple de Baouendi-Goulaouic Dl . Par contre, le

résultat sulvant est valable, cf. liaire E2] :

THEOREME (3.2). Le systéme L =(X. + in) est & -sous-ellivntique
systeme j es!

en (z_,5 ) si et seulement si l'opdrateur L*L est hypoelliptigus

avec perte de 28-dérivées en (xo,fo).

Pour répondre aux questions (1) et (2), on utilise des biais

v wtCC—O' , VEe(c® (L), ;8% satisfaisant (*), i1 existe
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et enfin de sous-ellipticité semi-globale (SESG):

@ .S @ .Sy P w . s+1-9.
th CQ“C’ V ueC (wt’HX) ’ LU.&(C (‘JJt,Hx)) = ueC (wt,Hx )

( 0g&<1 ).

On peut aussi définir une notion d'hypoellipticité analvtiaue

semi-globale (HASG) comme Treves [16] , définition III.2.3.

PROPOSITION.(3.3). Les implications suivantes pour le systdime
L =D, + ib(t,Dx) ont lieu:
a) (RSG) => (RL);
b) (SE) = (SBESG) => (H) = (HSG);
c) (HA) < (HASG).

Démonstration. a) est immédiat; la premiére implication de b)

. Y ’ a . o0 .vS + (@) . S
aussi. La deuxi®me découle de ueC (wt’dloc) et Lue(C (wt’Hloc))

. o)
= O(uecoo(wt;Hs) et L(xu) = (Ix)u +XLu el (th;HS) pour K&
Cgo(an). La dernidre implication de b) sera montrée & la proposition
s -y

\2.0) . Pinnlement c) provient du thdordme (3.1) ci~-dessus et du

corollaire 19 de Maire [11]

Dans 1'état actuel, on sait caractériser (2SG) par la condition
(¥) de Treves L16] , ¢f. le théordme (5.1) et (HSG) var la condition
(R) de Maire [11] , cf. 1la définition (5.6). Des conditions néces-
saires et des conditions suffisantes sont données pour (SESG)
dans [11] . L'introduction des notions semi-globzles est
justifiée par le fait qu'elles coincident généralement avec les
notions ordinaires de résolubilité et régularité et qu'elles sont

plus faciles i manier. (¥)

(oo

/B, I1 n'y a pas, pour l'instant de contre-sxemples aux fleches

non mentionnZes dans la proposition ci-dessus.
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4. Des exemples instructifs.

a) t p—> B(t,§o) n'a pas de point critique en toeﬂt. Dans
ce cas, b(to,go) # 0 et le systime est elliptique en (to,zo;o,‘go).
Seuls les covecteurs (0,5 ) sont intéressants puisque le systéme

est toujours elliptique quand &4 0.

b) t —> Btt,go) n'a pas de point critique dégénéré en toe.-flt.
D'aprds le lemme de Morse avec paramdtres, cf. [1 6] p. 300, on
sait qu'il existe un difféomorphisme t = é(t‘) défini au voisinage
de to tel que:

B(P(£),%) = B(t,,8) + als'-t).[5]

ol Q est une forme quadratique non dégénérée. On peut ainsi supposer

(4+1) B(t,%) = (t12+...+t,,2—t),+12—...—t 2).)‘%} ,» T = 0.

Pour résoudre l'équation Lu = £, dans un ouvert w,, il suffit 4

4V}

prendre
(4.2) a(s,k) = B(:5)-2(,3) (5,508
so,t
ol s, est un point de .O. Nw, et 34 un chenmin reliant S, a
t e wt Mais, comme on désire que U soit une transformée de Fourier,
il faudra s'arranger pour gque a'ls t C {s E;Qt, B(s, §)>B(t,§)}
I) est facile de voir que, d'apreg (4.1) ceci est possible si et

gseulenent si

£.3) Vrer, is (:Q-; B(s,‘g))r} est connsxa.

—~

(@]

cpme dans Treves [H:] , P- 299, on montre que (4.3) est équ.if,'alerlt

o
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PROPOSITION (4.4). Supposons que B(.,¥) n'a pas de point
critique dégénéré dans Q‘t’ Y 5eR™N\0; alors L est (RSG) dans
ﬂt si et seulement si 1'indice de chaque point critique de 3(.,¥)

est £ 1.

c) Cas instable. Pour p = n = 2, on considdre la famille
d'exemples suivants:
(4.5)  B(t,%) = §(6M,-06,%+¢,7) , 121, %= 3(cosh,sind).
Ici {1, = R®. Les courbes de niveau de B(.,¥), pour 8>0 petit

se présentent ainsi: a T

1<3 1=3 1>3

On verra par la suite que:
(RSG) &= 1<3
(BSG) &= (H) & 1<73
(SESG) <= 1<K3
(HIV{) = 1<£2
(HA) pour tout 1.

5. Condition (¥) de Treves.

Dans la suite, on pose (2 = ﬂt' Pour relR, w ouvert ds

), 1a notation suivante es%t utile: w(¥;z) = {tew; B(t,%) > r}.

THEOREME (5.1) (Treves [ 6] )..Les conditions suivantes son®

écuivalentes:
(i) (RsG) dans (2 ;
(i1) () dans 0, i. e. VWCCQ, il existe wicec £ sel

que Vgelf{n\O, VreR, \7‘1:1, tgew(f,r), on peut relie

H

t1 2,

<t

n
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La nécgssité de ()“) se démontre en niant une inégalité. Sa
suffisance est obtenue, aprés transformation de Fourier, par

ntégration de Btv = g le long de chemins convenables.

Remarque. Une condition du méme type, portant sur l'homologie
des sur-niveaux de B(.,}) existe pour caractériser la résolubilité
semi~globale de L agissant dans l'espace des formes & coefficients
c® (Q;E5):

0 —»> /\_Ocoo (Q;Héoo) — /\_1CC° (Q;Htoo) _?AZCQD (Q;Hioo)

6. Hypoellipticité semi-globale et condition (R).

Dés maintenant, on suppose, pour simplifier que B(t,;:)
analytique (réelle) en t. Pour w ouvert c £2, on introduit encore

la noition d'hypoellipticitd globzala:

(83) ueC®(w;H®), Iue(@®(w,i8)? = uvec® (w;E®).

La caractérisation de (HSG) qui va suivre provient d'une

Pa

.. . n - . ,
caractérisation de (H3) pour wxR ™. Introduisons d=2s normes:

pour K compact < w , m entier 20, EGIRn\O et veCm(w), soit
— tal o
vl (5) = 2 I5[™" sy [35300:8) )] .
K,m = t :
[afg m tek
PROPOSITION (6.1). L est (HG) dans wxzIR" si et ssulement s

V & compact Cw, 1l eviste K' compnct CW, me¥N et CDO tels qua:

(5.2) vl x (%) < < ”dtVHK. REIN T

» g s I y

Ce résultat vrovient du thiorims du

[333)
I~
f©

V=
o

v
[R))
(6]
4
i3
v
o
o
(o
()

~
1'expression (1.5) ds L.
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Remargque. Dans le méme ordre d'idées, l'inégalité

(6.3)  Ivllg -89 € ol Nagwll g o8 + fvll 0 o(8)
avec les mémes quantificateurs est une condition nécessaire et

suffisante pour (SESG).

La formulation de la condition (R) nécessite quelques notations.
Pour K compa_ct cw, tek, §t”=$n"1 et reR , on pose:

K(t,5;r) = {_s eX; B(s,§) > B(t,%) - r}

K(t,8) = K(%,5;0),

Ko(t,§;r) = composante connexe de t dans K(t,%;r),
Fg(t,%:7) = sup {B(s,5)-B(¢,5); s ek (t,5:0) ],
Fp(t,8) = Fr(t,5;0)

Géométriquement, Fy( t,§) est l'accroissement maximal de B(.,%¥)
le long de chemins issus de t, entisrement contenus dans XK. On

s 'intéresse a F (t,€) > O puisque

( - { ( -
eB(t’g)v(t) = j B t g) B S, §') \q’;)dV(S) + eBkty\s-:) B(SO’E).QB(SO’E)
by v(s,),
ol P est un chemin de s & t.
© Comme B(.,}) est analytique, le "curve selecting lemma", ¢

\:3] donne:

LEMME (6.4). Pour “goeIRn\o, la fonction B(.,\§O) n'a pas

de maximum local en t €W sl et seulement s'il existe un voisinage

compact K de t_  tel que F- Eo) > 0.

NB. Ce lemme est faux pour Bec® (QLxm™).

I1 est facile de donner une condition suffisante pour (H

PROPOSITION (6.5). Si, pour tout compact Kcw, il exisis

E'cw et conten~at X tel que inf FK' > 0, alors L est (iG)
— - 1Ty N .

AX

dans w xR avec perte d'au plus une dérivée, i. e. m = 1 dans (£.2).
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La preuve de ce résultat se fait en intégrant sur une courbe
de Ko(t,§) qui relie t & un point ol B(.,%) est maximum. Comme le

montre 1'exemple (4.5), 1 = 3, la condition

inf F (5,5 > 0
@ e W

n'est pas nécessaire pour (HG). Toutefois, nous ferons la ccnjecture
suivante:

CONJECTURE. (S) est nécessaire et suffisante pour (SESG).

Un raffinement de la preuve de la proposition (6.5) permet en
effet de montrer qu'on a une perte de moins de 1 dérivée quand (S)
est satisfaite puisque B est analytique. La nécessité de (S) est

moins claire.

Introduisons encore, pour /«4,;0, je N, tekc et §esn"1;

o B W(6,3) = T, w53
*-\' P . :‘"1 L
By w(t,3) = FK,}*('“?’/‘*“%,F(“’B))

(t,%) = sup By (¢,5).

x /s ] #

DEFINITION (6.6). On dira cue B gatisfait (R) dans w, si, pour

tout compact KX Cw, il existe X' compact Ccw, contenant X et /&*Q) 0
tels que
inf Egs ,(t,§) > 0
— b4
(+,%) € Kxs™" /-
THEOREME (6.7). L est (HG) dans w gi et seulement si B

satisfzit (R) dans w.

¥B. La condition (R) avec)k' permet de monirer gue L perd au

(o]
bod
&
&}
—~
4
_—
~—
I
{2
(D~
H
'—l
<
[\
4]
[0)]
.
g
O
[
H
<|
(x
H
o]
)
.
D
3]
[
6]
o
[ON
(¢}

2531té, on verra gu'on

emploie)&' = 16én, avec l'entier = de (6.2).



v - 11

Le lemme suivant sera utile.

LEMME (6.8). Soient XK', K" deux compacts de w, K'C int X"

et me N. Alors il existe A> 0O (qui ne dépend gue des compacts, des

dérivées de B et de m) tels gue, pour tous &E>0 et teK', il existe

ve CP (w) satisfaisant:

(1) 0<v <1, suppv C K" (%,5;8);

(ii) pour s €K' Nsupp dv, B(s,§) < B(t,5) - €/4 et Z I_atv(s) l <
qiKm
A/ER.

Esquissons maintenant la preuve de la nécessité de la condition
(R) dans le théoreme (6.7).
On suppose gque

“V“K’1 \< c ( “dv"K',m' + ”V”KI’O ); VVECw(bU).

Si (R) n'est pas satisfaite pour K, alors pour tous M, a>0 et K"

n-1

il existe (t,%) € Kx$ tel que O <ZE, (t,¥)<=a. On en déduit, pour

P

j convenablc, que:
+1
" t ?) E"]rn t,g) < 2
£ K", .

Dans le lemmo (6. 8), on choisit esnsuite &—/& o /&(t,g) et X" un

O<J_4

voisinage compact de K'. I1 vient:

m'
gegB(t’g) < € ( sup eS3(8:5) | A5 SRS
sek" (t,%;¢) m' s €K'Nsupp dv
o} &
ou
3 %€
3 \< C( egFKn(tygaé) + A(f/g)m'e 3 /4'), Vg .
_ - i .
Avec /LL- 16m' et &—f&EK",/u,(t’E)’ on obtient:
5371 (4 %) o' L —49Ed,  (%,%)
§ <o (S ul®8 4 16z yles)eF o080
ce gui conduit & une contradiction.
EXEAPLE (6.9). B(£,5) = t,76,5, +4,7%, - 35,5, ne satisfait

ras (R). Le systdme L correspondant n'est donc pas (HSG), donc pas
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(H) d'aprés la proposition (6.8). Mais il est (HA) d'aprds le

théoreme (3.1).

REMARQUE. Quand n = 1, i. e. une seule variable d'espace, on a:
(456) <> (SESG) <> (H) <= (HA).
En effet, de (HSG), on déduit que B ne peut avoir de maximum local;
puisque B(%,%) = B(t) %] est analytique, 1'inégalité de Zojasiewicz
suivante: _ '

[eraa 3(0)] > [3(9)]® , avec 0g O <1,
pour t voisin de to et B(to) = 0, montre (SESG) par ihtégration le
long des courbes intégrales de grad B, car elle entrailne
B(bk(l*)) - B({(G‘)) > cf t- 0’)1/1—6 si )t désigne une courbe intégrale
paramétrée par la longueur d'arc. Les autres implications ont lieu

en général.

PROPOSITION (6.8). La condiktion (R) est nécesszire pour que

) . . . . n
L soit hyvoelliptigue dans LIxIR™.

Démonstration. D'aprds (H), oa 2, pour tous compacts XxI c wWxIR

et meN l'existence de K'XL'Cw:cmn, m'eN et C>0 tels que:

suplu] + sup Z_ lDngLu]),
1 ! voos

. ' < .
(6.9) swp 3 [0ipu| < cloupful + zup .
xL K'xL'  elgm

(
KxL altiggm =~ ° X

a

On choisit u(t,x) = elX§+B(t’E)v(t), veC® (w). Comme Lu(t,x) =
. e + .
el‘§+B(t’§)dt‘7 , Df;v = § u(t,x) et [at, eB( ’E)] est majoré par

lg).eB(t'f), 1'inégalité (6.9) entrainz (6.2).
7. Hypoellipticité analytique.

DIE ST R . N + B = . 3,7 A P
Le but de ce paragraphe ecst de donner une dimonstration

. r N - n . . . . ’ 5
thdordme (3.1). Zlle est direcisment insopirde *3[91 .
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Démonstration du théoréme (3.1).
On se place en (to,xo) = 0 et on suppose B linéaire en¥, i.e.

B(t,%) = B(t).E , avec B:Ql—s R" et B(0)

0.
Soit h une solution de classe C1 de Ih = 0 définie au voisinage
de 0; on veut montrer gue si te+—7B(t).§o n'a pas de maximum en O,
alors (O,E%) & SS,h, , ol ho(x) = h(0,x). On peut supposer que h
est définie dans {(%,x); [tl, (x| <2r}. Soit gecT (") telle que
g(x) =1 silx|gr, g(x) = 0 si |x]>2r.
D'apreés le "curve selecting lemma" il existe une courbe analy-
tique aktelle que:
) =0,
BMD).E > 0 sio<bgly,
BN C 272 st ogb g b=,
- Considérons
i(x-y+iB(t)).¥ -x(x-y+13(t))2$§l
(7.1)  I(x,%) = e Lig(y)n(t,y))
me atdy,
2 o 2 :
ol z =sz , Lf(t,x)at =i Ljf(t,z)dtj~ et K>0.
1 ,
Aprds intégration par parties en t et y dans (7.1), il vient:

I(x,5) = I*(x,8) - I_(x,5) ol

e imiax il ey 2
I*(x,%) = ~f‘el(h—y+lB(t )).5 = X(x-y+iB(t*))<I§] g(y)h(t*,y)dy,

RE
: 32
I(x,%) = je1<x‘3>-§‘ R I8l pon (mayy o0 = o).
0 e

D'apr®s Sjdstrand [15] , pour obtenir (O,EB) & 83,h, il

suffit de moatrer gque :
. T s -IEIC - - - __kg_ )
[1.(,5)] & ce coour fel<z,, [ -5 <5,



(7.2) |xl <z,
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|| <2z, léi"(%}<50 =

F(t,%,7,%) > B(). 5 +K( [v] 2 [3(+)] %)~ [2(%)] lm ¥ |-axz(z]

2 B(¥).5 +L(|y|2 [B(+) 2) +4Kr ).

BEn choisissant K = -;B(t*).go/[B(t* lg et 5 r, assez petits,

on obtient:

F(t*’xiyig) 2

c >0 pour x, y, § comme dans (7.2).

D'autre part, si ly[ >r, alors les propriétés de g\ donnent:

F(t,z,y, ) ) IB t)l2) - r(fo +4Kz )
p- (3/4)&1‘ - r(% + 4Kr ) 2 ep0 , sit o =)4b).

De ces deux derniéres minorations, on déduit:

IIO(X’E)’

[

< |z(x,§)] - II*(:(,’S')l < ¢ e—lglc , si[x]<x,, !I-—";-gokf:

L'implication suivante est donc démontrée:

ec’

-
)

Le théoreénme de
Pour passer au
\ 1

heC , Lh

on résoud Lg =

y Lh = 0 = h, analytique.

Holmgren permet maintenant d'obtenir h analytique.

cas

X

fe Ol = he CL,

d'apres Canchy-Kowalevska; d'ol ge UL si bien que

L(h-g) = 0. Pour passer & hedD', on appelle PL 1'inverse de A_%;

X b

il est immédiat que LK = XL et g —J’QhEC1 pour q grand. Donc
Ih =0 = L(Xh) =0 =>KheOl=>hell.

A N r oy , B - .
ar H porend 3 P 9 Y v
On nart de L Low 1L o, ] =0, By O, s £, sont
J J Hd T
- ~ X : C()
dzs ecnamps de vecteurs riels dz classe C  aziisfizont 1a eoniiticn
d> H3vrmander d'o r Dive gue I ant 6 ....... ~7 - ’
> H8rrander rire r., Dirs que L 3% O-szons-ellintiaue <
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signifie gque:

u, LjueHS en (xo,%) pour 1 jgp => westt-

en (xo,§o).
De maniére équivalente, il existe des opérateurs pseudodifférentiels
?}(X,D) homogenes de degré O, non caractérisitiques en (XO,EB) tels
que:

(8.1) ¥y xoruly_s < oglial + Jull ), wecd (@),

ou K est un voisinage compact de X, Pour l'hypoellipticité maximale,
on a une caractérisation analogue. D'aprés Rothschild-Stein E4J
on a: '
1

(EM) en (x,¥) => (1-2)-(SE) en (x,,%.).

EMARQUE. Si L, est g—sous-elliptique en (Xo’gb)’ alors L
esv 5;sous-elliptique en (xo,B%). Ceci permet de montrer que le
systeme

_ v 2. 2 iy

L, = ax1—y1(‘-1 "'31 )at + -*-(O --1<X +J1 a )

(8.2) 7

1 - ’ 2_'.1'7 2\ - s f 2 - 2
Ly = O, ~vp(x, 5,70y l\a3r2+"2(xz~ T )5t)‘

2

est (3/4)-sous-21liptique partout.

Pour la preuve du théorzme (3.2), on utilise le lemme suivant

LEMME (8.3). (Kohn[10] ). Soit Q un opératsur pseudodifférentiel

d'ordre q tel gue Q-Q* est d'ordre ( g-1. Alors:

(Lov,IQv) = Re (L*Lv,Q*Qv) +O(”v”q2), vec®.
Preuve du théoregme (3.2).
Pour simplifier, nous ne localisons pas. Si nous SupPPOSOLS

une L est g—sous—elli tique, nous obitencons:
q

IA228aP < o (eA=%l? - A% )
< o il il e+ [ulZ g

\ 0

é ‘%“u“g_gg + C! II_L,* u” ” ” & éCo R .
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ol la premidre inégalité provient de (8.1) et la deuxidme du
lemme (8.3). D'autre part,
Mzl = (Trou,u) ot full < foemal? + ful®
permet de majorer le terme uuuf_s-de 1'inégalité précédente. Il en
résulte
lul, s < ¢ C Mzemal + ufi® ),
qui entralne facilement que L*L est hypoelliptique avec perte de
28-dérivées.
Pour la réciprogue, on part de
5o < Cllmxal® + Jul® ) < 2¢? [ (mrzen)uf?
qui s'éerit aussi
(A2"28)2 ¢ 22 (1ape1)2,
En prenant la racine, cf. [6] , on en dédui
lall’_ ¢ < Eedliul® + fulf®),

c'est-a-dire la sous-ellivpticité de L.

DU inl 3 & { 4‘ 4 Ly
SYEMPLE (8.4). Soit 8\21,22) =[zd +[zj‘. Alors le systime
d'opérateurs []b induit par le laplacien sur {ﬁe z, = j§(z1,22}}

est hypoelliptique avec perte de (3/2)-dérivées sur les (0,1)-
formes. Un calcul facile (cf. []2] ) monire en effet gque I:]b.est
dizgonal et que chacune de ses composantes se d2duit du systdéne

(8.2); il suffit alors d'appliquer le théordme (3.2).

REMARQUE. Pour toutes les questions d'hypoellipticité maximale,

nous renvoyons i l'étude de J. Nourrigat dans ce mfre sdminaire.
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