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HYPOELLIPTICITE MAXIMALE 

POUR LE SYSTEME DE CAUCHY-RIEMANN INDUIT 

par J. NOURRIGAT 

Cet exposé résume, dans le cas particulier du système de 

Cauchy-Riemann sur certaines sous-variétés de C n, une série d'arti

cles à paraître ([ fl ] et [ £> ]) sur l'hypoellipticité maximale. Dans 

le cas particulier auquel nous nous limitons ici, les démonstrations 

seront plus simples que dans cette série d'articles, et seront "self-

containedff,sauf celles du paragraphe III. 

Les sous-variétés M de C n auxquelles nous nous intéres

serons seiront : 

1) soit des variétés tubulaires, 

2) soit des hypersurfaces, 

3) soit des variétés d'un type qui sera décrit au §1. 

Dans tous les cas, on se place au voisinage d'un point de 

type r dans M. (La définition de cette notion est rappelée au §1). 

Dans les cas 1) et 3), on donne des conditions explicites, qui sont 

nécessaires et suffissantes pour que le système de Cauchy-Riemann 

induit 8- (agissant sur les fonctions) vérifie l'implication sui

vante, pour tout ouvert oo C M et pout tout réel s : 

u e ^ ( M ) 7 s p 
7 •* 3„ u S H? ( u ) ) P 

- _ ,Ds , N Np \ M loc 
3M U E (Hloc ( u > ) } J 

Comme on l'expliquera au §1, cette propriété implique 

l'hypoellipcité du système 3^, avec perte de 1 - ̂  dérivée. Daî s la 

série d'articles à paraître, on donnera une variante microlocale de 

ce résultat. Dans le cas d'une hypersurface, on donne une condition 
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necessaire. Nous espérons démontrer dans un article ultérieur qu'elle 

est aussi suffisante. 

Dans le cas d'un point de type 2, la condition nécessaire 

et suffisante pour que (0,1) soit vérifiée est connue depuis Hormander 

Mû] (cf. aussi le livre de Folland-Kohn [ 5 ] ) * Ces travaux donnaient 

aussi des résultats de régularité pour des problèmes voisins (3-Neu-

mann, agissant sur les formes différentielles). Pour ces problèmes, 

l'extension au cas d'un point de type r a été faite dans le cas où 

M est le bord d'un ouvert faiblement pseudo-convexe (travaux de Kohn 

H5 ] et Derridj [ 3 ])• Pour le problème qui nous intéresse ici, du 

8^ agissant sur les fonctions, la pro priété (0,1) n'est jamais 

vérifiée si M est le bord d'un ouvert pseudo-convexe, au voisinage 

d'un point de type r. 

De plus, la condition nécessaire e. t suffisante pour 

l'implication (0,1) n'a aucun rapport avec la condition donnée par 

Kohn [A5 ] pour la régularité du problème 3-Neumann. Cette condition 

est, par contre, assez voisine de celle qui caractérise la régulari

té analytique pour le système 3 quand M est une variété tubulaire 

(travail de Baouendi - Trêves [d ]). 

La démonstration utilise des arguments inspirés des divers 

travaux de Hormander sur les inégalités sous-elliptiques ([^0 ] ,[^2.] ,H3] ) • 

Au §1, nous formulons de manière précise le problème, et 

rappelons des résultats antérieurs. Au §11, on énonce les résultats 

principaux (dans les cas 1 et 3) et on démontre la nécessité des 

conditions géométriques énoncées. 

Au §111, on étudie, sans démonstration, une classe d'opé

rateurs à coefficients polynomiaux sur R 2 p. Les propositions énon-
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cées dans ce § ne sont que la traduction explicite, dans le cas étudié 

ici, de résultats plus généraux sur les représentations irréductibles 

de certains groupes de Lie nilpotents, et notamment, des résultats de 

Moukadem M ? ] et de [ ] . 

Au §5, on finit de démontrer que les conditions géométri

ques énoncées sont suffisantes pour la propriété 0Am 

Au §V, nous énonçons la condition nécessaire pour que (0,1) 

soit vérifiée si M est une hypersurface (pas forcément tubulaire) et 

nous donnons quelques indications Sur ^ a preuve de la nécessité de 

cette condition. 

Enfin, au §VI, on examine le cas d'un système quelconque de 

champs de vecteurs complexes , dont les parties réelles et imagi

naires vérifient la condition de Hormander [M ] • Dans ce cas, il ne 

semble guère possible d'énoncer une condition explicite pour que la 

propriété analogue à (0.1) soit vérifiée, sauf dans le cas des systè

mes étudiés par H.M. Maire Hé]• Qn donne seulement une condition 

nécessaire abstraite, dont la nécessité sera démontrée dans [B ] . 

Cette condition fait intervenir, selon les idées de Grushin [?• ] et 

Roakland , des systèmes d'opérateurs différentiels à coefficients 

k r k 

polynomiaux sur R qui doivent être injectifs dansj'(R ). Si l'écri

ture explicite de ces opérateurs est en général très compliquée, leur 

définition est très simple à l'aide de la théorie des représentations 

de groupe de Lie nilpotents. 

Cette condition est suffisante dans bien des cas particu

liers (voir au §VI) et l'on peut conjecturer que c'est la condition 

nécessaire et suffisante pour 1'hypoellipticité maximale d'un système 
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de champs de vecteurs complexes. 

Nous remercions vivement H.M. Maire pour les discussions que 

nous avons eu avec lui. 

Les démonstrations des résultats utilisés dans le §111, 

t 

ainsi que les démonstraions analogues à celles du §IV, dans des si

tuations plus générales, paraîtront dans : 

[A] HELFFER - NOURRIGAT - Hypoellipticité maximale pour 

des opérateurs polynômes de champs de vecteurs - Articles n° I, III et 

IV. 

Le théorème 6-1,(dont les § II et V ne sont que la démons

tration dans des cas particuliers), sera démontré dans : 

[ B] NOURRIGAT - Hypoellipticité maximale pour des opé

rateurs polynômes de champs de vecteurs - Article n° II. 
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§1 - DEFINITIONS ET RAPPELS -

Les sous-variétés de C n étudiées 

On va considérer trois sortes de sous variétés de C n. 

1) - Les variétés tubulaires -

On appelle ainsi une variété M de la forme M = T + i R n

5 

où r est une sous-variété de R n. Soient q la codimension de M, et 

p = n - q. On peut toujours trouver localement un système de coordon

nées où M soit définie de la manière suivante, en désignant par (z,zf) 

la variable de C n (z*= C P, z T^C q) et en posant ẑ  = x̂  + iy\, 

z f. = x T. + it.. 
3 3 3 

(1.1) M = {(z,zf) e C n | x1.. = f (x) j - l,....q} 

oo p 

où les fj sont des fonctions C • dans un ouvert de R (on les supposera 

définies globalement). On pourra identifier M et R^ x R^ en choisis

sant comme coordonnées les x., y. et t.. 
J J 3 

2) Un exemple un peu plus général de sous-variété de C n 

sera défini par des équations de la forme suivante, avec les mêmes 

notations : 

(1.2) M = {(z,zf) € C n | x f = fj(x,y), j - 1,-^.q} 
oo 2 P 

où les f. sont cette fois des fonctions C sur R . 
J 

3) On étudiera aussi des hypersurfaces (de codimension q = 1). 

On peut toujours écrire localement une hypersurface M sous la forme 

suivante : 

(1.3) M - {(z,zf) e C P x C | x f = f(x,y,t)} (zf = x f + it)j 

où f est une fonction C sur R r x R x R. 
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Le système de Cauchy-Riemann induit -

Dans les 3 cas ci-dessus, on identifiera M avec R ^ x R̂ . 

Rappelons que : 

(1.4) - Z T - - (— + I — ) j - 1 — P 
9z-. 2 3x. du. 
J 2 dJ 

On désignera par L̂ . (j = 1 p) un système de champs de vecteurs 

complexes sur M, de la forme suivante : 

(1.5) L - -i- + ? a ,(Z,t) — j = 1.--P 

où les a. sont déterminées par le système d'équations : 
J k 

( 1 - 6 ) Lj hk = ° J < P ^ q 

où l'on a posé : 

(1.7) hk(x,y,t) = fk(x,y,t) + itfc k - l m . m q 

Le système (L^#*. -L̂ ) est le système de Cauchy-Riemann induit. On le 

notera 3^ On désignera par Xj (resp. Y ) la partie réelle (resp. 

imaginaire) de L̂ . 

(1.8) L. - X. + i Y. 
3 . 3 J 

On peut expliciter les champs X̂  et Y^ dans les 3 cas ci-dessus. 

Dans le cas (1.1), on a : 

3 3 3f (x) 3 
(1.9) X. = Y. - + Z — 

3 3x. 3 3y. k 3x. 3 t. 
J J • J k 

Dans le cas (1.2), on a : 

• 3 3f. 3 3 3f, 3 
(1.10) X. Z — Y.. : +Z — 

J 3x. k 3y. 3t, J 3y. k 3x. 3t, 
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Dans le cas (1.3) d'une hypersurface, on a : 

(î.ii) x - - 2 - - s.(z,t) 2- Y » _ L . ( Z f t ) i_ 
J 9x. J 3t -1 3y. J 3t 

3 3 

avec : Jl J± 3f A ,3f, 3f_ 
»x. " W 3 y. 3 y.

+ W 3-x. 
(1.12) a. = —J 1_ = — 3 1_ 

J 3-f 2 J 3f 2 

ou encore : 

a . " ) L. » + i (L: f ) — 
J 3-2-. J 3t 

3 

Remarquons que,dans tous les cas, les champs (j<p) commutent. 

La condition de Hormander -

Dans toute la suite, on se place au voisinage d'un point 

(z , t ) de M (z £ t £ R^) où les champs X.et Y. sont supposes 
o o o o 3 3 

vérifier la condition de Hormander ou r est un entier ̂  2. 

(CH.) Les champs X. et Y et tous leurs commutateurs de 

longueur^ r, engendrent, par leur restriction en (Zq, t Q ) , le plan 

tangent à M en ce point. 

Suivant la terminologie classique, on dit que (Zq, t ) est 

un point de type r. Graham et Bloom [Z/] ont démontré que la condi

tion (CH.)^ peut se formuler ainsi de manière équivalente : 

(C.H.)r II n'existe pas de sous-variété complexe de C
n, de codimen-

sion (complexe) 1, admettant au point (Zq, t ) un contact d'ordre 

r + 1 avec M. 
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Rappelons le résultat suivant , de Rothschild-Stein \ZQ] : 

si (Zq, t ) est un point de type r, il existe un voisinage £î de 

(z Q, t ) est une constante C > 0 tels que l'on ait : 

( 1 . 1 4 ) » u \ \ \ < C (E + |T u | f + | | u f ) 

' r j J J O 

Ici || \\±/v désigne la norme dans l'espace de Sobolev 

H l y^ r(R 2 p + q), et || || désignera dans toute la suite de l'exposé la norme 

dans L 2 ( R 2 p + q ) , comme ici, ou la norme dans L 2(R 2 p). On démontrera dans 

la suite d'articles à paraître [ A ] , que la condition (C.H.)r est 

nécessaire pour qu'on ait (1.14). 

L'hypoellipticité maximale : 

On dira que le système 9^ est hypoelliptique maximal en 

(z , t ) s'il existe un voisinage Q de (z , t ) et une constante o o o o 

C > 0 tels que : 

( 1 . 1 5 ) éx.uf + l l Y j u l f ] * C(Z | | L . u j f + | u j | 2 ) 

pour tout u € C q (Q) . Il est classique (cf Hormander [io]) que les 

'inégalités (1.14) et (1.15) entraînent 1'hypoellipticité du système 

3^ avec perte de 1 - ̂  dérivées, c'est-à-dire que l'on a, pour tout 

réel s et pour tout ouvert o) C ft, l'implication : 

u e*'(n) 7 + i 
(1.16) s > u <E H r (u)) 

J L.u e ( c o ) loc 
j loc J 

Résultats de Hormander [JO ] et Folland-Kohn [ Ç] -

Le but de cet exposé est de donner des conditions nécessaires 

et suffisantes, explicites, pour que l'inégalité (1.15) soit vérifiée 

pour des variétés du type (1.1) ou (1.2). Le cas d'une hypersurface 
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sera abordé au §V. 

Si le point (z Q, t Q) est de type 2, ce problème est résolu 

dans les 3 cas (Homander flo ] ) • Il existe des fonctions ajyLfS
z9 

(j,k < p, 1 4 q) telles que : 

Dans le cas (1.1) et (1.2) on a a., * (Z, t) = 2 — . Dans le cas 
3 z.3z k 

d'une hypersurface (q » 1), il n'y a pas d'indice * |et la matrice 

hermitienne a., , appelée matrice de Lévi, est donnée par : 
J £ 

(LIS) a j k = ( L . L k + L k L . ) f 

On peut énoncer le : 

Théorème 1 - 1 

Si (CH.)£ e s t vérifiée, il y a équivalence entre : 

i) Le système 3 est hypoelliptique maximal en (z , t )• 
M o o 

ii) Pour tout t € \{0}, la matrice hermitienne 

(1.19) q 

admet au moins une valeur propre strictement positive. 

La condition .(CH.)2 revient à dire que, pour tout 

T £ r5 \{0} , la matrice ci-dessus est non nulle. 

Le résultat de Baouendi-Trèves (On ne suppose pas (CH)P vérifiée) 

Théorème 1 - 2 

Dans le cas tubulaire (M définie en (1.1)), si les fonc

tions f sont analytiques réelles, il y a équivalence entre les deux 

J 
propriétés suivantes : 
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i) Pout toute distribution u dans un voisinage OJ de 

(z Q, t Q) telles que les L^ u sont analytiques dans OJ (j ̂  p) , la 

fonction u est elle-même analytique dans un voisinage ajf de (Zq, t Q) , 

éventuellement plus petit. 

ii) Pout tout T G R*.\ {o}, le point XQn
fest pas un maxi

mum local de la fonction 

tl-l0) * - J x \ I f t W - ï 3 ^ ( » 0 ) ( « j - xj0)l 

Nous avons rappelé ce résultat à cause de la ressemblance 

entre la condition ii) et celles qui seront énoncées au paragraphe 

suivant. 
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§11 - ENONCE DES THEOREMES -

CONDITION* NECESSAIRES -

On cherche des conditions pour que l'inégalité (1.15) 

soit vérifiée. Puisque cette inégalité implique 1'hypoellipticité 

du 9^ commençons par énoncer des conditions nécessaires d'hypoel-

lipticité, qui expliqueront les conditions qui vont suivre. 

§11 - 1 - Conditions nécessaires d'hypoellipticitë (cf. [ 1 ] , ML61) 

Proposition 2-1 : Soient M définie en (1.1), et (xQ, y , t ) <= M. 

S'il existe x € R q \ { 0}tel que la fonction (1.20) admette un maxi

mum local en x^, alors le système 9^ n'est hypoelliptique dans aucun 

voisinage de (x. , y Q, t Q) . 

Proposition 2-2 : Soient M définie en (1.2) et (z , t ) € M. 

S'il existe t £ R q \ {Q} et une fonction holomorphe g sur C^ tels que 

la fonction : 

q 
(2.1) z + Z Tp fp (z) + Re g(z) 

e-i K 

admette un maximum local au point Zq, alors le système 3^ n'est hypoel

liptique dans aucun voisinage de (z , t Q). 

La proposition 2-1 n'étant qu'un cas particulier de la 

proposition 2-2, il nous suffit de démontrer celle-ci. 

Démonstration de la proposition 2-2 : On raisonne par l'absurde. 

Supposons qu'il existe un voisinage V de Z q dans C
P, un point 

T G R q \ {0} et une fonction holomorphe g sur C P tels que : 

q 
(2.2) Z T p (fç(z) - f (z )) + Re (g(z) - g(z ))< 0 Vz S V 
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Supposons qu'il existe un voisinage W de t^ dans R q tel que le sys

tème soit hypoelliptique dans V x W. Il existerait alors C > 0 

tel que l'inégalité 

q g 
(2.3) Z | (z . t ï | < c sup |u (z, t)| 

( z , t > e v x w 

00 
soit vérifiée pour tout u £C (V x W) tel que L_.u = o (j » p) . 

Les fonctions (z,t) -> g(z) et (z,t) + f^( 2) + i t :

f c 

vérifient ce système, et, par conséquent, la fonction 

q 
(2.4) <Kz,t) + ( z , t ) « Z T£ (fk(z) + itk) + g(z) 

k=l 

en est aussi solution, ainsi que la fonction (z,t) e $(z>t) ̂  

pour tout X > 0. En reportant dans ( 2 . 3 ) , on obtient : 

(2.5) X Z |TJJ expĵ Re ^(Zq) < c sup expĴ Re <f>(z) 

(z,t) € V x W 

= c expylRe <KZQ) 

d'après ( 2 . 2 ) . En faisant tendre X vers on obtient une contradic

tion. 

On conviendra désormais de noter par f le système de 

fonctions f = (f^._._f^) et de poser : 

(2.6) T. f (z) = Z f . ( z ) T L *z € R z p ? T ê R
q 

k=l k ^ 

§11 - 2 - Enoncés des résultats principaux -

Le cas tubulaire : Si M est définie par (1.1), on pose, 

pour tout x € R p, l E R p et x E R q

 : 

(2.7) *(X,Ç,T) - x. [f(x + Ç) - f(x) - S | f - (x) U 
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d'après la proposition 2-1, si le système 3^ est hypoelliptique au 

voisinage de (x o,y o,t Q), il existe un voisinage V de X q tel que, 

pour tout x £ V et T S R^, on ait, si d > o est assez petit et T ï 0 

(2.8) Sup $ (X,5,T) > o 

|Ç| ̂  d 

D'après la formule de Taylor, il existe > o tel qu'on ait ; 

(2.9) sup #(x,ç,r) < C Z |3af(x).x| d l a î 

U U d x 

si x ̂  V, X £ R^5 et si d > o est assez petit. En effet, le reste 

d'ordre r + 1 du développement taylorien de Ç •> $(X,Ç,T) à l'origine 

r 1 

est majoré dans la boule |ç| < d par |T|d , et d'après la 

condition de Hormander, il existe > o tel que 

(2.10) Z |3af(X).T.| >y CJT| 
2<|<*|<r x 

En effet, on voit que les commutateurs de longueur comprise entre 2 

et r des champs X. et Y. ont des symboles de la forme 9 f(x),.T, et, 
J J x • 

comme ils forment un système elliptique, on a bien (2.10). Le reste 

d'ordre r + 1 du développement taylorien de ç $(X,Ç,T) est bien 

majoré par le membre de droite de (2.9). 

Nous pouvons maintenant énoncer la caractërisation géomé

trique de 1'hypoellipticitë maximale du 9 quand M est tubulaire. 
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Théorème 2-3 : 

Si M est définie par ( 1 - 1 ) , si (x ,y ,t ) est un point de 

type r ^ 2 , il y a équivalence entre : 

i) Le système 9^ est hypo elliptique maximal en ̂ q^Vq^q) 

ii) xi existe un voisinage V de.Xq et deux constantes 

C > o et d > o telles que l'on ait 
o o n 

sup *(X,C,T) >y C 1 . |9^f(x).T| d'*' 

k\<à 

pout tous x € V, x ̂  R q et d < d Q . 

Enoncé du théorème pour une variété du type (1*2) -

On désignera l'ensemble des polynômes sur C , à 

coefficients complexes, de degré -S r, nuls à l'origine. La variable 

de C P sera notée z = x + iy, ou bien ç = £ + in. 

Pour tous g € £ĵ , z € C P, ç G C P et x € R q, posons, cette 

fois : 

(2.12) * (Z,C,T) - T . [f(z + ç) - f(z)] + Reg(ç) 
O 

D'après la proposition 2-2, si le système 3 ^ est hypoelliptique dans 

un voisinage de (zQ,tQ) € M, il existe un voisinage V de Z q tel que 

l'on ait, si z G V, g E < ^ . , T € R q ^si d > o est assez petit z^O 

(2.13) sup * G (Z,Ç,T) > o 

| ç |«d 

Par un raisonnement analogue à celui du cas tubulaire, on voit qu'il 

existe > o tel que : 

(2.14) sup * (Z.Ç.T) « C Z | d V $ (Z,0,T) | d | a + B | 

|ç|<d g l^|a+B|<r Ç ç ° 
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si z € V, r ̂  RQ, g e ( ^ T et d > o assez petit. On a utilise cette 

fois la conséquence suivante de la condition de Hormander. 

(2.15) Z laVJv f(z).x | V c | T | 
|a+6|<r 2 z 

| et | , 

Voici la caractérisâtion de lfhypoellipticitë maximale du 3^ si M 

est définie en (1.2). 

Théorème 2-4 -

Si M est définie par (1.2) et si (zQ,tQ) est un point 

de type r de M, il y a équivalence entre : 

i) Le système 3^ est hypoelliptique maximal en ( z

0>
t

0)« 

ii) Il existe un voisinage V de Zq, et deux constantes 

C > o. d > o tels qu'on ait : 
o ' o n 

(2.16) sup * (Z,Ç,T) >/ C Z |3^3^ * (Z,O,T)| d | a + B | 

|ck<d g l a + 6 ' « r ç 

pour tous z G V, T S R q si d 4, d Q et pour tout g 

Remarque 1 : On va montrer au §111 que, si M est définie par 

(1.1), les conditions ii) des théorèmes 2-3 et 2-4 sont équivalentes, 

bien que leurs énoncés soient en apparence différents. Il nous suf

fira donc de démontrer le théorème 2-4, dont le précédent n'est 

qu'un cas particulier. 

Remarque 2 : Si r = 2, on retrouve le résultat de Horman

der (pour les variétés tubulaires ou les variétés de type (1-2)). 
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§11 - 3 - DEMONSTRATION DE LA NECESSITE 

DANS LE THEOREME 2 4 -

On raisonne par l'absurde pour démontrer l'implication 

i) ii) . On suppose donc que i) est vérifiée et que ii) ne l'est pas. 

Puisque i) est vérifiée, il existe un voisinage Œ de 

(z ,t ) et une constante C > o tels que : 
o o n 

(2.17) Z(|X u|l 2 + J Y u|| 2 ) ̂  C (Z [ M 2

 + ||u|| 2) ¥u € C~ (Q) 

Puisque ii) n'est pas vérifiée, il existe des suites 

z € C P, d > 0, T € R q, è > 0 et g € ^ telles que 
n ' n n n ôn * r n 

(2.18) z + z , d + 0 , e + 0 
n o 5 n ' n 

et de plus : 

(2.19) sup * g ( V o V « S » Î < | 4 R | < I'?- V V ° ' ^ l d u | a + B | 

I l < d l<|a+B|«r 5 ç s

n 

n 

On définit un réel p > o en posant : 
n 

(2.20) p"1 = z | a A 3 6 $ ( 2 ,o,T )| d l a + e l 

i CT"̂" 8 ET 8 
Puisque les suites p d 1 ' 3 3 $ (z , 0, T ) sont bornées 

n n ç - g n n' n 

(l^|a+g|^r), on peut supposer, quitte à extraire des sous-suites, 

qu'elles admettent des limites 2 n 

(2.21) p d | a + 6 l daZQ_ * (Z.O.T) - I . (l< | a + e k r ) 
u n r - g n n Otp 

^ ç n • 
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On a évidemment 

<2-22> %*• ~Q " L l ^ek r ' 1 

On définit donc un polynôme réel sur R 2^ en posant 

ça ^ 
(2.23) P (Ç,n) = E P -

l^|a+g|<r a p a ! 8! 

(avec les notations évidentes ç = Ç + i n , ç = Ç - in). 

On va démontrer que la suite de fonctions 

(2.24) ç - p n ^ ( z n , d n Ç , x n ) M p n (O 

tend, uniformément sur tout compact de R^P, vers le polynôme P. 

En effet, le développement taylorien d'ordre r à l'origine de P^ 

tend vers P d'après (2.21), et la différence entre ?n

et: son dévelop

pement taylorien d'ordre r est majorée,uniformément sur tout compact, 

par C d r + 1 jx |p . 

n 1 n' n 

La condition de Hormander équivaut à l'existence d'une 

constante C > 0 telle que 

(2.25) E | 9 ^ S $ (z,0,t) | > C | T | Vz e Q9 Vg G J
3 , VT e R q 

|a+g|<r C ? S 

|a|*l,|B|»l 

Les relations (2.21) et (2.25) impliquent donc que la suite | | 

est bornée. Par conséquent, la différence entre P^ et son développe

ment d'ordre r tend bien vers 0, uniformément sur tout compact. On a 

bien montré que P -> P uniformément sur tout compact. Il en est de 
n 

même des dérivées. 
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On en déduit que 

(2.26) sup P(Ç) = 11m sup Pn(Ç) -11m e n - 0 = P(o) 

|ç\<1 n •+ 0 0 fç |<1 n •> » 

Autrement dit, P présente un maximum local à l'origine . 

Pour tout A G R, on définit des opérateurs différentiels sur R^, 

en posant : 

(2.27) *YXP<k(V - ~ M ~ 

(2.28) , a p ) ( Y . ) = 

(2.29) * ( x ? ) < t y = * ( A P )
( V + 1 , P ( X P ) ( V . -

On va utiliser le lemme suivant : 

\ Lemme 2-5 -

Si l'inégalité (2,17) est vérifiée , alors on a, avec la 

même constante C, 

(2.30) J L (R ) 

00 2o 
pour tout ¥ € C Q (R r) et pour tout À £ R. 

Admettons un instant ce lemme et faisons une transforma

tion de Fourier partielle inverse par rapport À la variable A, en posant : 

(2.3D ; ( x j ; (Y.) = - — + — 

j j 

et 7T (L.) = 7r (X.) + i 7T (Y.). Il s'agit d'opérateurs différentiels dans 
V 3 V 3 V 3 

R 2P + 1. 
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On déduit de-(2.30) que : 

(2.32) Z ) Û ( X . ) ¥ | | 2

+ | K ( Y . ) F | | 2 <
 C | ll'p^j)*!»' 

j P j P J 2r 

V* € G" ( R 2 p + 1 ) 

o 

Dire que les champs de vecteurs <X.) et (Y.) vérifient la condi-

tion de Hormander à l'origine de R^** revient à dire que 

(2.33) Z IE -F ̂  0 
|a+8|<r a S 

|a|>l, |s|>L 

On va distinguer 2 cas : 

1er cas : si (2.33) est vérifiée, l'inégalité (2.32) entraîne que le 

sytème d'opérateurs ir 35 l....p) est hypoelliptique. Ce système 

peut être considéré comme le système de Cauchy-Riemann 3^ de la sous-

^ p+1 
variété M de Q définie par : 

(2.34) M - {(z',z) € C x C P , Re z' - P(z)} 

La proposition 2-2 montre que le polynôme P ne peut admettre de 

maximum local à l'origine, ce qui est en contradiction avec (2.26). 

2ème cas : Si (2.33) n'est pas vérifiée , le polynôme P est la partie 

réelle d'une fonction holomorphe non constante d'après (2.22). D'après 

le principe du maximum, la fonction P ne peut admettre de maximum local. 

Démonstration du lemme 2-5 : 

On peut supposer que l'ouvert Q est de la forme U x V, 

où U est un voisinage de z dans R^P et V un voisinage de t dans 
p ° o 

R q. 
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Choisissons une fonctionne t e l l e <lue IIXll L 2(R q) = 

On désigne par X.(x), Y.(x) e t T - j . ^ ) les images des opérateurs X., Y.<a£L? 

par la transformation de Kourier partielle par rapport à la variable 

t e R q. 

(2.35) X.(T)=| it. Y.(T) = | — + it . -p-

Si on applique l'inégalité (2.17) à des fonctions de la 

forme u(z,t) = <Kz)eitT^£(t) , avec T £ R q et <i> € C°° (U^on en ¿Utu.Lt c^^cn 
cuy our̂ x. ÇOL même Co^sta^e. C c ^ue darvs a aï) 

(2.36) z Hx(T)<D|i2 + ]|Y(TH|| | 2 « 
j J L^(R^P) 1 L/(R Z p) 

« C Q I ||L (TH | | 2 + CU I I 2 

j 

pour tous T 6 R 1' et iji £ C Q ( U ) . La constante dépend dejfmais non 

de <(, et T. 

Pour tous z 1 G R
2 p

s d > o et h
 e on définit une transfor-

2 2 
mat ion unitaire U, , , N de L (R ) en posant : 

(x^djh) 

(2.37) U ( h ) ¥(«)" = d"? * ( - ^ ) e i I m h ( z " Z l } 

Nous utiliserons le lemme suivant : 

Lemme 2-6 : 

Soit P un polynôme réel sur R ^, de degré < r. On suppose 

qu'il existe des suites z € R 2 p, d > 0 et T € R q telles que : 
n n n 

(2.38)Aft ' 3?_f(* N).T - 3 V p ( o ) si |a + Bkr , |a|»l , | B | » 1 . 
i z z 

http://�Utu.Lt
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(2.39) z ->- t. , d ->• o , |T I ->•+<» 
n o ' n ' 1 n 1 

Alors, il existe une suite h n dans telle que les opéra

teurs X^ n ) et ïf n ) définis par 

3 3 

(2.40) X^ n ) = d L 1 . , , X,(T ) 0, . , . 
J n ^ n ' W J n (z ,d h ) n n n n n n 

Y Î N ) = d U T 1 . . . X.(T ) U, . . . 1 n (z ,d ,h ) j n 7 (z ,d ,h ) J n' n* n J n' n' n' 

soient de la forme suivante : 

(2.41) X<n> = - ii><n)<Çtn> = 1 ^ - + ia< n ) (ç.n) 

où les suites de fonctions (resp tendent, uniformément sur 

2p 9p , 9p 
tout compact de R r, vers la fonction -g— (resp "g -"). 

nj n j 

Démonstration du lemme 2-6 : 

Les relations (2.38) et (2.39) impliquent qu'il existe une 

suite h dansd telle que les suites de fonctions 
n r ^ 

( Ç>^ ^ V a77<zn + d n ^ + a1T <*n*> 
J J 

ôp 
tendent, uniformément sur tout compact,vers la fonction y — , et de même 

j 

pour les dérivées par rapport aux variables, y. La vérification du 

lemme est alors triviale en utilisant les équations de Cauchy-Riemann 

pour h^. 

Fin de la démonstration du lemme 2-5 : 

oo 2D 

Soient ^ C q (R O et À € |R. On applique l'inégalité 

(2.36) avec T = x' = ÀP nr et é - <j> - U. . « , V. 
n \n un * % ( z

n>
d

n>V 
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Quand n est assez grand, le support d e e s t inclus dans U et l'on 

2 

peut appliquer ( 2 . 3 6 ) . En multipliant par d̂  et en utilisant le ca

ractère unitaire de la transformation U, , i N, on obtient : 
( V d n V 

" ( 2 . 4 2 ) E / | x î n \ | | 2 + \ \ Y ( n \ \ \ 2 £ C Q E j | L < N \ | / 2 + C l d 2 J| ¥ || 2 

Si l'on fait tendre n vers +00, l'inégalité ( 2 . 3 0 ) résulte immédiate

ment du lemme 2-6 , que l'on applique avec P remplacé par X?et T 
n 

par t T• 
r n 
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§111 - UNE GLASSE D'OPERATEURS A 

COEFFICIENTS POLYNOMIAUX SUR R 2 p -

§111 - 1 - Définitions -

Soit E^ l'ensemble des polynômes sur R^P, à coefficients 

réels, de degré < r, nuls à l'origine. La variable de R 2 p sera noté, 

soit (x,y) avec x £ R P et y £ R P, soit z » x + iy, en identifiant 

R 2 p et C P. On rappelle que 3^ désigne l'ensemble des polynômes à 

coefficients complexes sur C P, de degré ^ r , nuls à l'origine. 

A tout polynôme P £ E , on fait correspondre un système 

de 2p opérateurs différentiels ir (X.) et (Y.) (j = l,--.«p) dans 
P J P J 

R 2 p en posant : 

( 3 . 1 ) rr (X.) = | — - TT (Y.) - | — + i|£-

On posera aussi TT (L.) = TT (X.) + i TT (Y.). 
VI V 3 V 3 

On a vu au §11 que l'inégalité (1.15) pour le 3^ impliquait 

des inégalités de la forme suivante : 

( 3 . 2 ) Z U y x . n l l 2
 + | t » p ( Y , ) V | | 2 < C Î \ \ « f y ) v \ \ 2 

W € C°°(R2p) 
o 

jpour certains polynômes P décrivant un sous-ensemble de E que nous 

allons maintenant décrire, quand M est définie par (1.2). 

Définition 3-1 : 

Pour tout z £ C P on désigne par I4 l'ensemble des o z o 

polynômes P € E^ tels qu'il existe des suites z^ dans C P, d^ > o, 
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T 6 et g € telles que : 
n &n r 

( 3 . 3 ) z + z d + o |T I -

n o n n 

et, pour tout multi-indice (a,S) tel que^|a+g|<r 

(3.4) d l a + 3 ' 9 > * (z ,0,t ) + 9 a3 S P(0) 
n * > % gn n n 2 7 

On a utilisé la notation (2.12). D'après le lemme 2-6, il 

est suffisant qu'il existe des suites z ,d et x vérifiant (3.3) et ^ n n n 

( 3 . 5 ) d'0^6' 3 a 3 6 £(z ). T - 3 a 9 6 P(o) si |a|>l, |g|>l 
n z — n n z 

z z 
et |a+8|<r 

On reconnaît dans les membres de gauche de (3.5), les symboles des 

commutateurs des champs Xj et . Cette remarque conduira aux géné

ralisations des §V et VI. 

L'étape essentielle dans la démonstration de la nécessité 

de la condition (2.16), c'est-à-dire le lemme 2-5, peut s'énoncer 

ainsi : 

Proposition 3-2 : 

Si l'inégalité (1.15) est vérifiée dans un voisinage de 

(z ,t ) (z € R 2 p t € R q) alors l'inégalité (3.2) est vérifiée 
o o o o 

pour tout ¥ £ C (R F) et pour tout polynôme P € u# .La constante 
o 

C est indépendante du polynôme P. 

Ensuite, nous avons montré que cela impliquait qu'aucun 

polynôme P e ^ Q > sauf 0, ne pouvait avoir de maximum local à l'ori

gine, ce qui entraînait la condition ii) du théorème 2-4. En vue de 
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démontrer le caractère suffisant de cette condition, énonçons la 

proposition suivante, dont la vérification est |acĈ e. • 

Proposition 3-3 : 

Si M est définie par (1.2), la condition ii) du théorème 

2-4 est vérifiée SL; et seulement si, aucun polynôme ? E T4 non nul, 
0 

n'admet de maximum local à l'origine. 

Examinons maintenant le cas d'une variété tubulaire (dé

finie par (1.1)). Par analogie avec le raisonnement précédent, on est 

conduit à définir ici un sous ensemble "Çf . pour tout x £ RP. 
x r o 
o 

Définition 3-4 : 

Si M est définie par (1.1), pour tout x E R P

5 on désigne 

par IHX l'ensemble des polynômes P £ E^, de dépendant que de la varia

ble x E R p tels qu'il existe des suites x E RP d > 0 et x € RQ 

* n * n n 

telles que : 

(3.3) f x + x , d -* 0 , |x I + *> n o ' n 1 n 1 

et, pour tout multi-indice a tel que l<|a|<r, on ait : 

(3.5)' d'a'aa f (x ) . x + d a P(0) si la|>2 
n x n n X 1 1 

àa P(0) - 0 si Iot 1 — 1 

La condition ii) du théorème 2-3 est vérifiée si, et 

seulement si. aucun polynôme non nul dans l'ensemble n'admet 
o 

de maximum local à l'origine. Pour démontrer que le théorème 2-3 

n'est qu'un cas particulier du théorème 2-4, il suffit de vérifier la 
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Proposition 3-5 : 

Si M est définie par (1.1) et si (xQ,y ,tQ) » ̂
z

Qy
t

0^
 G M> 

il y a équivalence entre : 

i) Aucun polynôme non nul dans l'ensemble "L̂  n'admet de 
o 

maximum local à l'origine. 

ii)Aucun polynôme non nul dans l'ensemble L< n'admet de 
o 

maximum local à l'origine. 

Démonstration: 

Les relations (3.5) et (3.5)' montrent que £j est inclus 
x 
o 

dans T-i , puisque f ne dépend que de x. Par conséquent, si ii) n'est 
Zo 

pas vérifiée, i) ne l'est pas non plus. Supposons maintenant que i) 
ne soit pas vérifiée, donc qu'il existe un polynôme P € n o n n u ± 9 

zo 

admettant un maximum local à l'origine. Soient k l'ordre d'annulation 

à l'origine du polynôme P, et P^ la hessienne d'ordre k de P, qui 

admet aussi un maximum à l'origine. 

On démontrera plus tard (après la proposition 3-6), que 

l^est aussi dans l'ensemble L, . Posons alors : 
o 

Q(c) - ? aaa£ f (o) 

I(x+01-k Z z a!6! 

|a|>l,|B|fcl 

g ( Ç ) - z a° p(O) £ 
|o|-k 

d'après (3.5) (appliquée à la hessienne Pfc € L, ) } i e polynôme Q est 
o 

dans l'ensemble I-, , ne dépend que de la variable Ç et l'on a, pour 

tout ç = (Ç,n) e R P: 

(3.6) Pk(Ç,n) = Q(g) + 2 Reg (Ç> < 0. 
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Par définition d'une hessienne, le polynôme Q + 2Reg est 

non nul. Si Q était nul, l'inégalité (3.6) serait en contradiction 

avec le principe du maximum. On voit facilement que, si les polynô

mes Q et g sont homogènes, l'inégalité (3.6) implique que Q admet 

un maximum à l'origine. On a montré l'existence d'un polynôme non 

nul Q dans "L^ admettant un maximum à l'origine, donc ii) n'est 
o 

pas vérifiée. L'équivalence de i) et ii) est donc démontrée. 

Le théorème 2-3 n'est donc qu'un cas particulier du thé

orème 2-4, et il nous suffit de démontrer ce dernier. 

§111 - 2 - Estimations à priori pour les opérateurs ^(L^) . 

Nous allons maintenant montrer que, si la condition ii) 

du théorème 3-4 est vérifiée, il existe C > 0 tel que l'inégalité 

(3.2) soit vérifiée pour tout P . Pour cela, examinons quelques 
o 

propriétés de cet ensemble U 
o 

Proposition 3-6 : 

L'ensemble Lj a les propriétés suivantes : 
~o 

i) Si P G \ z et X > 0, le polynôme Q défini par 
o 

(3.7) Q(x,y) = P(Ax,Ay) ?(x,y) e * 2 p 

est dans T-4 

z 
o 
ii) Si' P £ et (a,b) £ R p, le polynôme Q défini par 

o 
Q(x,y) = P(x + a, y + b) - î(a,b) 

est dans 
o 
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iii) Si P €*L^ et g £ le polynôme Q » P + Re^ est 

dans 
o 

iv) L'ensemble est fermé dans E r, muni de sa topo-

logie naturelle. 

v) Si P ^1, et X ̂  Ht, le polynôme AP est dans . z z o o 

Toutes ces vérifications sont immédiates. On en déduit 

facilement la propriété utilisée dans la démonstration de la propo

sition 3.5 : si P € Lj s'annule à l'ordre k à l'origine, alors sa 
o 

hessienne d'ordre k, P , est aussi dans T-, . En effet, choisissons 
k zo 

une suite > 0 tendant vers 0, et définissons une suite p^n^ d e 

polynômes par P^(x,y) = e ̂  P(e^x, e^y) pour tout (x,y) £ R^P. 

D'après les propriétés i) et v), les polynômes p^n^ sont dans T-» 
o 

et, d'après iv), l<t hessienne P , qui est#évidemment leur limite, 

est aussi dans "L^ 
o 

Pour démontrer l'inégalité (3.2), nous utiliseront deux 

sortes de propositions : 

- Les propositions 3.7, 3.9 et 3.10 ne sont que la tra

duction explicite, dans le cas étudié ici, de théorèmes plus géné

raux sur les représentations unitaires irréductibles de certains 

groupes de Lie nilpotents. Leur démonstration sera publiée dans un 

article à paraître ] (proposition 3.7 et 3.9) ou dans [\̂ ] (pro

position 3.11). 

- La proposition 3.8, qui sera démontrée ici, a pour 

but d'expliciter la condition dfinjectivitê qui apparaît dans la 
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proposition 3.7. Elle est particulière à la situation étudiée ici, et, 

en particulier, ne pourrait s'appliquer à des opérateurs d'ordre > 1. 

Etant donnés deux polynômes P et Q dans E f on écrira 

P̂ Q si, seulement s'il existe un point (a,b) de R 2 p et un polynôme 

g £ ̂  tels que : 

(3.9) Q(x,y) = P(x ±-a, У * b) - P(a,b) + Re g(x + iy) 

V (x,y) e R2P 

(Cette relation d'équivalence traduit la notion d'orbite de la re

présentation coadjointe d'un groupe). L'intérêt de cette notion vient 

du fait que, si l'inégalité (3.2) est vérifiée, la même inégalité 

est vérifiée si l'on remplace P par Q (où Q ̂  P) . 

Pour tout polynôme P £ E^, désignons par L.(P)(resp. "U(-P)) 

le plus petit sous-ensemble de E^ contenant P et vérifiant les pro

priétés i) à iv) (resp. i) à.v)) de la proposition 3.6. On vérifie 

facilement. 

(3.10) R e L,(Q) et Q e "U(P) =* R^1 H(P) 

(3.11) P^L, e t Q S U P ) Q € 4 
Zo Zo 

Etant donné P-S E , on voit que, si l'inégalité (3.2) est 

vérifiée, cette inégalité est aussi vérifiée, avec la même constan- -

te, si l'on remplace P par n'importe quel polynôme Q ̂ 1,'(P) , ce qui 

implique que;, pour tout Q S I_c(P) , le système d'opérateurs ^q ^ j ) 

(j = 1,..**P) est injectif dans Jp(R 2 p). 

La réciproque n'est pas vraie. On trouvera dgn$ [Ç\ ] un 

énoncé faisant intervenir des ensembles de représentations unitaires 

irréductibles vérifiant des conditions qui correspondent aux i^^^.iv) 
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ci-dessus. Nous nous contenterons ici de l'énoncé suivant : 

Proposition 3-7 : 

Soit P £ E . On suppose que, pour tout Q € Li(P) ne véri

fiant pas Q ̂  0, le système d'équations ^q^j ) * = ° (J = P) 

n'a aucune solution ¥ € C (R ) dont le module |¥| admette un maxi

mum non nul atteint en un point. Alors, il existe C(P) > 0 tel qu'on 

ait 

(3.12) E ||* (X )<F|J 2 + j|rr (Y 2 < C(P) Z 1 1 * (L )y|\ 2 

j P J P J j P J 

pour tout ¥ € c£ ( R 2 p ) . 

On va maintenant chercher à quelle conditon explicite 

l'hypothèse d'injectivité de la proposition 3.7 est vérifiée. 

Proposition 3.8 : 

Soit P £ E , ne vérifiant pas P ^ 0. On suppose qu'au

cun élément Q € (P), non nul, n'admet de maximum local à l'origine. 

Alors le système d'équations 

(3.13) 7T (L1#) V = 0 j - l,-...p 
*P J 

0 0 2D 

n'admet aucune solution ¥ £ G (R ) dont le module admette un maxi

mum non nul atteint en un point. 
Démonstration : 

Supposons qu'il existe une fonction ¥ € C°°(R2p) , non iden

tiquement nulle, qui vérifie (3.13), et dont le module atteint un 

maximum en un point z € R 2 p 

o 

(3.14) |¥.(z)| < | n z o ) | V z e R2P 



VI - 31 

On voit qu'on peut écrire toute solution des équations (ЗЛЗ) sous 

la forme Y (z) = e ^ X * ^ ф(г), où » о (j «1, p) . Autrement 
977 J 

dit, la fonction ф est holomorphe si l'on identifie et 

Puisque Ф(2О) Ф 0, il existe un voisinage V de Z q et une 

fonction g holomorphe dans V telle que 

ф(2) = e
g ( z ) V z e V 

L'inégalité (3.14) entraîne donc 

(3.15) P(x,y) + Re g(z) ^ f (X Q ,^J + Re g(zQ) Vz * (x,y) € V 

' On définit un polynôme Q et une fonction h, holomorphe au voisinage 

de l'origine, en posant : 

Q(x,^) = P(xQ + x,yQ + £ ) - P(xQ,yo) 

h(z) = g(zQ + z) - g(z ) 

D'après la propriété ii) de 1'ensemble L(P), le polynôme Q est dans* 

L»(P) et l'on a, dans un voisinage de l'origine : 

(3.16) Q(x,y) + Re h(z) ^ 0 V z = (x,^) G 4l 

Désignons par к (к >• 1) l'ordre d'annulation à lforigine 

de la fonction Q + Re h. Si l'entier к était ^ r+ 1 (ou s'il était 

infini), le polynôme Q vérifierait Q ̂  0, contrairement à l'hypothè

se. On a donc 1 < к < r. Désignons par Ф la hessienne d'ordre к de 

la fonction Q + Re h. Par définition, ce polynôme est non nul. Mon

trons qu'il est dans T-<(Q) . 

Si l'on désigne par h r le développement taylorien d'ordre r à l'ori

gine de la fonction h, le polynôme Q + Re est dans Lj(Q) d'après 
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la propriété iii), donc sa hessienne d'ordre к, Ф, est aussi dans 

(Q) comme on l'a vu, donc dans tîf(p) . On déduit de l'inégalité (3.16) 

que 

(3.17) Ф(х,у) < Ф(о,о) = 0 V (x,y) e R 2 p 

Il existerait donc, contrairement à l'hypothèse, un polynôme Ф £^f(P) 

non nul, admettant un maximum à l'origine. 

D'après les propositions 3.3, 3.7 et 3.8, on voit que, 

si l'hypothèse ii) du théorème 2-4 est vérifiée, alors, pour tout 

P y il existe une constante C(P) > 0 telle que l'inégalité 
о 

(3-2) soit vérifiée. Le théorème suivant nous affirme que cette cons

tante C(P) peut en fait être choisie indépendante de P. 

Proposition 3-9 : 

Soit t- un sous-ensemble de vérifiant les propriétés i). 

à iv) de la proposition 3-4. On suppose que, pour tout P € L, , il 

existe une constante G(P) > 0 telle que l'inégalité (3.12) soit 

vérifiée. Alors la constante C(P) peut être choisie indépendante 

de P e U 

D'après les propositions 3-3, 3-7, 3-8 et 3-9, si l'hypo

thèse ii) du théorème 2-4 est vérifiée, il existe С > 0 tel que 

l'inégalité (3-2) soit vérifiée pour tout P € L. . 
о 

En combinant les propositions 3-7, 3-8 et 3-9 et les 

raisonnements du §11, on obtient la 

Proposition 3-10 : 

Pour tout P £ E^, il y a équivalence entre les de.u.X 

propriétés suivantes : 
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i) Il existe C(P) > 0 tel que l'on ait, pout tout X € R 
et pour tout ¥ € C~ (R 2 p) 

(зле) j i * f t P ) < V + '|7r(j\p)(Yj} ^ c ( p ) J " V V 

iii) Aucun polynôme Q dans ̂ (P), non nul, n'admet de 

maximum local à l'origine. 

De plus, siT-, vérifie les propriétés i) à v) de la pro

position 3-6, et si aucun polynôme non nul Q €"L, n'admet de maximum 

local à l'origine, alors 1. inégalité (3.18) EST . véri

fiée avec une constante indépendante de P €=T-*. 

La condition iii) exclut que le polynôme P soit 

plurisousharmonique. 

Le théorème de plongement de Moukadem -

A tout polynôme P £ E^, on va associer la fonction R^ 

suivante., définie sur R2^, à valeurs dans R + (en posant ç - Ç + in) : 
2r! -I 1 

(3.20) R ( Ç , n ) = b |Э«Э6 P ( Ç , n ) | | a + B | 2 r î 

V L |a+B|< r Ç 7 J 

I et J ̂  1, I S 

La proposition suivante est une conséquence du théorème 

d'interpolation de Moukadem [4f ] : 
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Proposition 3-11 : 

Il existe k > 0 tel que l'on ait, pour tout polynôme 

P e E r - {o}, et pour tout ¥ € C~ (R
2 p) : 

(3.21) I lyXj) ^ (J 2 + H y Y ^ *|f 2 > k j ^ 2 p R p(ç)
2 |?(0|2dÇdn 
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§IV - DEMONSTRATION POUR LA CONDITION SUFFISANTE -

Soit (z ,t ), un point de type r dans M « R 2 p x R q. On 
o o 

suppose vérifiée là condition ii) du théorème 2-4. Dfaprès les pro

positions 3-3 et 3-7 à 3-11, on en déduit qu'il existe C > 0 tel 
o 

que l'on ait, pour tout P £ TLf et pour tout ¥ € C°° (R 2 p) 
o 0 

(4-1) E flyXj) f|| 2 + \ \ « ^ ( Y . ) ¥|| 2

 + (iRp f II 2 4 C o Z |l»p0-j>,'ll 2 

3 J 

Pour finir de démontrer le théorème 2-4, il nous suffit 

de démontrer la proposition suivante : 

Proposition 4-1 : 

Avec les notations ci-dessus, si l'inégalité (4-1) est 

vérifiée pour tout P £ L, et pour tout ¥ € C°°(R2p) , alors il existe 
o 0 

un voisinage V de z et deux constantes C, > 0 et i > 0 tels qu'on 
o 1 o ^ 

ait : 

(4-2) S J|X (x)u|( 2 + H Y (x)u|| 2 í C L Z ||L (x)u|f 2 

j J j J 

pour tout u £ CQ( v) et T ̂  R q tel que |T| > T Q . 

Les opérateurs X^(x), ^j(T) BTL^.(x) sont définis en 

(2.35). L'inégalité (1.15), donc le théorème 2-4, se déduisent immé

diatement de (4.2) par transformation de Fourier partielle. 

Pour simplifier lés notations, on conviendra d'écrire J|xu|J 2 

au lieu de zQ|X.u|| 2 + ||Y.u|| ^, et \ \ U i f au lieu de E ||L u|| 2, et 

de mime pour tous les opérateurs transformés des précédents, notam

ment les X.(x) et TT (X.). 

file:////Uif
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La fonction M de Egorov -

Désignons par {XT} le système des commutateurs de 
2<|lkr 

longueur comprise entre 2 et r des champs de vecteurs Xj et Y^, et 

par |l| la longueur du crochet correspondant. Si 2 ̂  |l| < r, le 

symbole de l'opérateur X^ est une fonction de z S R2** et T S R^, 

notée évidemment X^(z,x). Selon Egorov [ 4" 1 > on pose, pour tous 

z € R 2P et T € R q

 : 

2r! _ 1 

(4.3) M(Z,T) = f Z |XT(z,T)| + 1 2 r ! 

_24|lkr J 

Dans le cas qui nous intéresse ici, on a aussi : 
2r! 1 

(4.4) M(Z,T) - F ï |3 a a ^ f(z).t|"^ + l l 2 r ! 

L|o+ 8 k r Z z J 

| a|>l , | B | ^ 

oo 2 TD G 

La fonction M est dans C (R p x R H) . D'après la condition de Hormander, 

il existe un voisinage K de z dans R2^, et une constante C > 0, 
o 

tels que : 

(4.5) C^Cl + |x|) r < M (z,x) < C(l + |T|) 2 

¥(z,x) € K x R q 

On utilisera la remarque suivante, dont la vérification est immédiate : 

Remarque 4-2 : 

Il existe un voisinage K de Zq dans R
2 p, et une constante 

C K > 0, tels que : 

(4.6) |gradz M(Z,T)I $ C K M(Z,T)
2 ¥ ( z , x ) £ K x R q 
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On va maintenant démontrer la proposition 4-1 en 2 étapes : 

1) On démontre (4,2) pour des fonctions u dans certains 
00 2D 

sous-ensembles E, x de C (R
 p) , que l'on va définir pour tous 

(z,x,a) oK • * 

z e R2? et t e R Q

# 

2) On recolle les inégalités obtenues, grâce à une par

tition de l'unité convenable. 

Définition d'un sous-ensemble E, N de C°°(R
2P) -

yz,T,a; o 

Définition 4-3 : 

Pour tous z £ R 2 P, T £ RQ et a > 1, on désignera par 

E, v l'ensemble des ¥ e C°° (R2P) tels que : 
(z,x,a) o 

1) Le support de ¥ est inclus dans la boule de centre 

z et de rayon . 

2) On a, pour tout z* dans le support de ¥ : 

(4.7) - M(Z,T) < M (Z\T) aM(z,T). 
a 

Voici la première étape dans la démonstration de la pro

position 4-1. 

Lemme 4-3 : 

Sous l'hypothèse de la proposition 4-1, pour tout a > 1, 

il existe un voisinage V de z et une constante x (a) > 0 tels 
a o o 

que l'on ait : 

(4.8) ||x(x)u||2 + J~M(Z,T)2 |U(Z)|2 dxdy 2 C Q || L(T)U||
 2 

si u <= C°° (V ), x € RQ, 1 x 1 > T (a), et s'il existe z, S R 2 P tel que 
o a o i 

u € E, . 
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Démonstration : 

On raisonne par l'absurde, en supposant qu'il existe 

a > 1, et des suites e n > 0, x^ € R q , u n € c~ (R 2 p) et e R 2 p 

telles que : 

(4.9) £ n — • 0 , |xn| —+ + « , supp u n C"B (z6,e Q ) 

n (zn,rn,a) u n * 0 

(4.11) ||î(Tn) u n |[
2 + |M(z,x n)

2 |un(z)j
2 dxdy >2C Q I M t^uJf 2 

Soit d = M(z , x On a d • 0 d'après (4.5) et (4.9), et, 

n n n n 

d'après (4.9) et (4.10), la suite z^ tend vers Zq. D'après la défi

nition de la fonction M, les suites d^ a + 6^ 3j)^ f(z ) .x sont bornées 

n 2 — n n 

z 

si |a+B| < 1, |et| ^ 1 et |8| > 1. Quitte à extraire une sous-suite, 

on peut supposer qu'elles admettent des limites . 

(4.12) . d n

a + 6 l ? V f(z n). x n — £ a g , |a+6| ̂  r , | a | >A, | g | > 1 . 
Z 

On a évidemment l \Z A 4 0. Posons : 

(4.13) P(ç) = E P 
|a+6|<r w a!g! 

|a|»l,|6|»l 

D'après (4.12) et (3.5), ce polynôme est dans l'ensemble . D'après 

o 

le lemme 2-6, dont on reprend les notations, ii existe une suite g^ 

dans telle que les opérateurs x j n ^ et définis en (2.40) aient 

les propriétés énoncées dans ce lemme. Soit 

v » • "<«.•*.•«.>^ 
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2 
On déduit de (4.11), après multiplication par d^, en utilisant le 

caractère unitaire de U, , N et la définition des X^que : 

(4.U) | | x ( n V n | J 2 + J V M(z n + d n ç,T n)
2 | ^ ( ç ) | 2 dçdn i z e J ^ Î T J 2 

Puisque P est dans L f on a, d'après l'hypothèse de la proposition 4-1 
o 

(4.15) ]l* p(x)£4lf 2 +jRp(Ç) 2 | i r(ç). l 2dçdn ^ C Q ||^<L)trn|/
 2 

On peut évidemment supposer que | | ^ jT |/ = 1. On va démontrer alors 

que la différence entre chaque membre de (4.14) et le membre corres

pondant de (4.15) tend vers 0. 

Par définition de l'ensemble E, ., le support de 
\Z , x , 3.) n n 

u est inclus dans la boule B(z , a/M(z ,x )) = B (z ,a d ). D'après 
n \n n' n/ n n 

la forme (2.37) de la transformation U, , N , , ar-
^ zn , dn , 8n^ support de V n 

est inclus dans B(o,a), donc dans un compact fixe. 

D'après la forme (2.41) des opérateurs ^ j net d'après le 

lemme 2-6, on a : 

(4.16) l l y v r n - x ^ l f « H , , | b ! n ) ( 5 ' n ) ~%r{ ¡ N 1 ^ ° 

On va vérifier aussi que : 

(4.17) d M(z+d ç, x ) ~ + R (ç) 

n n n n p 

uniformément sur tout compact. D'après les définitions de ces fonc

tions, il suffit de vérifier que : 
(4.18) d ' a + S | 3 a 9 S f ( 3 + d ç) . x — * 3 a 3 6

 P (ç ) 
n z — n n n ç — 

2 #

 S Ç 
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uniformément sur tout compact, si |a+g|<r, |a|>l et |g| >X. Cela ré

sulte immédiatement de (4.12), de la formule de Taylor, et du fait 

que la suite dr|x lest bornée d'après (4.5). 
^ n' n' 

On a bien montré que la différence entre chaque membre de 

(4.14) et le membre correspondant de (4.15) tend vers 0. Pour établir 

la contradiction entre (4.14) et (4.15), il suffit de s'assurer que 

l'un des quatre membres de ces inégalités ne tend pas vers 0. En effet, 

d'après la définition de E. v , on a, pour tout ç dans le support 
\z , x ,a; 
n n 

de V : 
n 

(4.19) d̂  M(z+d ç, T ) >Y \ 
n n n n ' a 

de sorte que le membre de gauche de (4.14) est • ̂ a contradic-
a 

tion entre (4.14) et (4.15) étant établie, le lemme 4-4 est démontré. 

Fin de la démonstration de la proposition 4-1- : 

On va utiliser le lemme suivant pour "recoller" les iné

galités obtenues d'après le lemme 4-4. 

Lemme 4-5 : 

Pour tout 6 € ]o,l] et pour tout x £ R q, il existe une 

suite (j)_.g (.,T)(j'€ (N) de fonctions dans C* (R 2 p), réelles, et une 

suite (j G N) de points de R 2 p, telles que : 

(4.20) 1) Z 4 > . C ( Z , T ) 2 = 1 V z e R 2 p V T <E R q 

j e N 2 

2) Pour tous u e C°°(R2p), x € R q, j G N et S € ]0,1] , la 

fonction z + ( j > . £ (Z,T) U (Z) est dans l'ensemble E, / P N N , 
J* (ZjFI,T,a(5)) ' 
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où a(S) est une fonction de 6 telle que a(ô) > 1. 

3) Il existe un voisinage compact K de z , et une cons-
o 

tante C > 0 (indépendante de ô), tels que 

(4.21) Z |grad^ * (Z,T)|2 * C Ô 2 M(Z,T)2 

j € N 2 3° 

pour tous z € K, t € R q et S € ] 0,1] . 

Admettons un instant ce lemme, et montrons que la pro

position 4-1 s1en déduit. D'après le lemme 4-4, pour tout 6 S ]0,1], 

pour tout u £ C

0 ^ V ( a ( ô ) y *̂ pour tout T € R q tel que |T|»TQ(a(5)^, 

et pour tout j ̂  N, on a : 

(4.22) fx(T)* fiu||
 2 M(z,T)%J5 (z,x)2|u(z)|2 dxdy 

< 2 C Q )MT)$ j 6 u||
 2 

Ajoutant toutes ces inégalités (quand j décrit N), on obtient : 

(4.23) ||X(T)U|( 2 + JM(Z,T)2|U(Z) I 2 dxdy <: 2C Q \[C(T)U|\ 2+ 

ti 2 
+ Cl Z II grad ( j ) > f i u|( 

j e N J 

où Cj > 0 est indépendant de <5. D'après (4.21), on en déduit, si 

u e C~ (K H V(a(6))̂ ) et |T | > Tq (a(5)) : 

(4.24) ||X(T)U|| 2 +JM(Z,T)2|U(Z) | 2 dxdy < 2 CQ||tl(T)u|{
 2 + 

t C x 6
2 ̂ M(z,x) 2fu(z)| 2 dxdy 

En choisissant 6 assez petit, on en déduit bien l'inégalité (4.2). 

Démonstration du lemme 4-5 : 

La suite de fonctions à construire sera en fait, indexée 

par deux indices j et k, et notée ^j^g- On sait qu'il existe une suite 

co — k. 

y (j E N) dans C q (R*) et une constante C > 0 telles que : 
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(4.25) Z ̂ ( t ) 2 - 1 ' V t € R-r 

(4.26) supp. V C +2] V j e N 

(4.27) E |<|J (t) | 2 ^ C V t > 0 
A 

De même, il existe une suite 0, (k € N) dans C°° (R 2 p) telle que : 
le o 

(4.28) Z 6 (z) 2 =1 V z € R 2 p 

k * 

(4.29) Le support de 0̂  est de diamètre inférieur ou égal à 1. 

(4.30) Z |grad 0FC (z)| 2 < C ¥ z e R 2 p 

On pose alors, pour tous J N, k N et ô £ ]0,1] , z £ R 2 p et T € R^. 

(4.31) * J k S ( 2 , T ) = *j ( Ô L ° g H ( z ' t ) ) 9k ( ô e J / ( 5 z ) 

On désigne par zj^§ u n point quelconque du support de 

cette fonction. (Ce point peut aussi dépendre de T) . 

La vérification du point 1) est triviale. On voit faci

lement que, pour tout z dans le support de 4>j^ e t pour tout x £ R^, 

on a , _ 
211 

( 4 . 3 2 ) e j / Ô < M(Z.T) < e ô 

et 

1 . 1 / ô 

(4.33) |Z-Z.lc I « — H T < X Ze 7 

Par conséquent, pour tout x € R^, la fonction z -* *-{^^ z» T^ est bien 
J i l / ô 

dans l'ensemble E. , . . si l'on pose a ( ô ) = —R- .La vêri-

fication de l'inégalité (4.21) est immédiate en utilisant (4.27), 

(4.30), (4.32) et la remarque 4-2. Le lemme 4-5 est donc démontré. 
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§V - LE CAS D'UNE HYPERSURFACE' -

On considère maintenant une sous-variété M de C P +^ définie 

par 

(1.3) M = {z,z') € CPxC , x f = f(z,t)} 

où f S C°°(R2î)xR) . on a posé z 1 « x f + it. La variété M sera identifiée 

à R 2 p x R. On se place au voisinage d'un point (zQ,tQ) de type r. 

La condition d'hypoellipticité maximale va encore faire 

intervenir une fonction qui ne devra pas admettre de maximum local. 

Nous allons définir maintenant cette fonction. 

On désignera par g : M = R p y R « • R la projection, 

définie par 

(5.1) g(z,t) = t V (z,t) € M 

Rappelons que : 

(5.2) ti. (f + ig) - 0 j - 1,....P 

Pour tout (ç = Ç + in) dans R 2 p

? on considère le champ de vecteur 

P i P _ 
(5.3) A(ç) = E (Ç X, + n.Y.) - j Z (çL + ç.L ) 

j = 1 J J 3 3 1 j = i 3 3 3 3 

Il existe un voisinage Qde (zQ,to) et un réel d̂  > 0 

tels que l'exponentielle du champ A (ç), notée exp A (ç), soit bien 

définie dans Q, à valeurs dans M, si |ç| < d^. On lui associe l'opé

rateur 

(5.4) exp A (Ç) : C°°(M) * C°°(ft) 

Pour toute fonction h £ on définit une fonction ^ 

dans Q x B, (où B est la boule de centre 0 et de rayon d̂  dans C p), 
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en posant : 

(5.5) * (z,t,ç) - (exp A(ç)f)(z,t) - | f(z,t) (exp A(ç)g)(z,t) 

+ Re h (ç) 

pour tous (2,t) 6 8 et í 6 B. 

On va démontrer dans ce § que, si le système <T est hy-

poelliptique maximal au voisinage d'un point (z,t) de type r, et si 

alors la fonction ç • $, (z,t,ç) n'admet pas de maximum 
r n 

local à l'origine. 

Cette condition n'est pas suffisante. On va aussi démon

trer le : 

Théorème 5-1 : 

Si le système 9^ est hypoelliptique maximal au voisinage 

d'un point (z ,t ) de type r, il existe un voisinage V de (z ,t ) et r o o j c j O o o 

deux constantes C > 0 et d > 0 telles que l'on ait : 
o o n 

(5.6) sup *. (z,t,ç) - *.(z,t,o) > C Z | a V Mz,t,o) |d' a + 6' 
U N d h h ° l<|a 8|<r 5 ç h 

pour tous (z, t) € V et h € J si 0 < d d . 

Bien entendu, le même raisonnement prouve qu'on doit 

avoir aussi l'inégalité analogue, où f est remplacée par -f, c'est-

à-dire : 

(5.6)' sup * (z,t,0) - «.(z.t.ç) > C E |9j96 * (z, t ,0) | d '
0 6 + 6 1 

|ç|<d n 0 LN<|a+B|<r ç ç n 

Nous espérons démontrer dans un article ultérieur que 

les inégalités (5.6) et (5.6)' sont suffisantes pour l'hypoellipti-

cité maximale du 9 . 
M 
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1ère étape : traduction de la condition de Hormander : 

Rappelons que la matrice de Lévi a., est définie par : 

(1.18) a.k = (L.L- + LkL.)f 

et que l'on a : 

(1.17) (LyZj « - i a ^ 

Suivant KoKft M 5 ] , on considère, pour tout q > 2 , un 

idéal I dans C°°(M) . 
q 

Définition 5-2 : 

Pour tout q > 2 , on désigne par I l'idéal dans l'algèbre 

ions C sur M, à valeurs complexes, engendré par les fonc

tions de la forme Vĵ  ^n ajk^° ̂  m ^ q~ 2> 1 j r k p) , où les 

V- V sont des champs de vecteurs sur M, chacun d'eux étant égal, 
1 m 

soit à l'un des L , soit à l'un des (1 ̂  s ><p) . On conviendra 
s s 

que I = £0>. 

On voit que si Y est un commutateur, de longueur q com

prise entre 2 et r, des champs X.. et Y^, on peut écrire 

(5.7) Y = 

où <j> est dans lfidéal I . Par conséquent, si (z^t^) est de type r, 

on : 

(5.8) 3 * G I r * ( zo' to ) * 0 

2ème étape : développement taylorien de la fonction ç • * (z,t,ç) 

Posons, pour tous multi-indices a et S dans N p tels que 

|ctj > 1 et|6| 
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(5,9) a

a g C
z ^ ) Œ d ç 3 - V 2 ' * ' ^ ( ' a | * l f ' 6 i * U 

pour tous h dans 5*r et (z,t) dans M, (La fonction a^est évidemment 

indépendante de h). 

Proposition 5-3 : 

Avec las notations ci-dessus : 

i) La fonction â g est dans l'idéal I | a + g | ( k l W et |S| >y l) 

ii) On a, si |-ot| > 1 et [8| > 1 : 

< 5' 1 0> aa3 = 2 - l a + 6 l [ ( L X 6 f) - ( | f)(L% 8 g)] mod. I | A + J J | _ 1 

iii) En désignant par (j) le multi-indice (0,—.0^1,0—-¿0) , 

où le 1 est à la jmeplace, on a, pour tous a et 6 dans N P, j et k 

dans {1, p} : 

(5.11) a ... „ / , . = 2 - | a + e l - 3 f l + ( f f ) 2 / L ° t B A.. mod. I. + . 

ot+(j),6+(k> L ot J jk |a+B| + 1 

La proposition 5-3 est une conséquence du lemme technique 

suivant, qui figure partiellement dans Kohn H5] . 

Lemme 5-4 -

On a, pour tout entier q ^ 2 , les propriétés suivantes : 

i) Soient V_ V des champs de vecteurs sur M, chacun 
1 q 

d'eux étant, soit l'un des L»., soit l'un des , et la suite V. V 
y J' 1 q 

contenant au moins l'un des L. et l'un des L,. . Alors les fonctions 
J J 

V- .V f et V. V g sont dans l'idéal I . 
1 q i q q 

ii) Si W. • W est une autre suite, formée des mêmes 
• 1 q 

champs , „ „-V placés dans un autre ordre, la fonction 
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(5.12) (Vl.... V q f) - (|f)(Vr.. V q g) - (W r -.W < ? fjK||)(W 1...W c i g) 

est dans l'idéal I 

q-i 

iii) Avec la notations ci-dessus, la fonction 

(5.13) (V r...V q a.k) - (WL W q 8 j k ) 1 < J.k< p 

esc dans 1'idéal I ,. 
q+1 

iv) Pour cous a et 8 dans N*3, j et k dans (1, p}, on a 

(5.14) ^ ^ j S t f ) " ^ S) = 

fl . (FV? Ï X \ . mod. I, „. , 
2 L n ' J kj |a+8| + 1 

Démonstration du lemme 5-4 : 

On commence par démontrer les points i) et ii) par ré

currence sur l'entier q > 2. Si q - 2, les points i) et ii) résultent 

de 

(5.15) G.L k f - I a y Cl * ± | f> q.L k g - f 

(5.16) j f - { a k j (1 - i |{) g - - f 

et de 

(5.57) [ t : r L k ] f - i a k j § f - ± |4 [ H j ^ g . 

Soit maintenant q > 3 . On suppose la propriété i) vérifiée 

pour tout suite de champs de longueur < q - 1 • Soit V^„.^V une suite 

ayant les propriétés énoncées. Deux cas peuvent se présenter : 

1) Si la suite V^-.^-V contient au moins l'un des V . et 

l'un dest-., l'hypothèse de récurrence nous dit que V 2 V^gsont 

dans I , . Comme V, : I , • I , la propriété i) est bien vérifiée. 
q-1 1 q""1 S 
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Supposons maintenant la propriété ii) vérifiée pour toute 

suite de champs de longueur ̂  q - 1. Soient V^....V et W^....W^ 

deux suites ayant les propriétés énoncées. Quitte à effectuer un pro

duit de permutations, on peut supposer qufon est dans un cas 2 cas 

suivants : 

1) Ou bien V x - w x et les suites V 2....V et W 2 W q 

se déduisent l'une de l'autre par permutation. 

2) ou bien V x - W 2 , V 2 - et Vj - W si j » 3. 

Dans le cas ̂ on conclut en appliquant l'hypothèse 

de récurrence aux suites V 0. # #.V et W0....W , et en utilisant le 

fait que V^* *q_2 * ̂ q-1 e t P r oP rîété i) • Dans le deuxième 

cas, on voit que la fonction définie en (5.12) est dans I^* 

Propriété iii) - Si q < 2, cette propriété est évidente. Ensuite, la 

récurrence est identique à celle du point ii). 

Propriété iv) - On déduit immédiatement de (5.15) que : 

(5.18) (C.Lk f) - (||) (L.Lk g ) = I [ i + ( |1) 2 ] a k j • 

La propriété iv) s'en déduit en appliquant l'opérateur L ° L 6 aux deux 

membres de (5.18), et en utilisant la propriété i). Le lemme 5-4 est 

donc démontré. 

Démonstration de la proposition 5-3 : 

D'après (5.3) et (5.5), la fonction a Q (a!g!) est le 
OTP 

coefficient de ç ç dans le développement de la fonction suivante, 

°ù l'on pose q = |a+B| : 
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Le point i) du lemme 5-5 nous dit que â g est bien dans 

l'idéal Ij a +g| si l a l 1 e t 1̂1 >!• Le point ii) nous dit que, en 

calculant comme si les champs L. et L. commutaient, on fait dans le 

3 3 

calcul de aagune erreur qui est dans l'idéal I|a+g| _ i (toujours 

si | et | > 1 et |g| ̂  1) . On en déduit (5.10). On en déduit aussi que 

l'on a, module *| a +g| + i 

( 5 ' 1 8 ) V O ) , ^ " ^ ' ^ ' ^ ^ L , f - <§f> L ^ t . L k g) 

d?où l'on déduit (5.11), en utilisant (5.14), La proposition 5-3 est 

donc démontrée. 

On déduit facilement de (5.11) et du lemme 5-4 la remar

que suivante : 

Remarque 5-5 : 

Pour tout q ^ 2, l'idéal Î est engendré par les fonctions 

aag telles que | a + S | < q, Ja} ̂ 1 et j6l > 1 • 

3ème étape : étude des opérateurs dans une carte locale adaptée : 

Il existe un voisinage U de z^ dans R 2 p et un voisinage 

V de (0,tQ) dans R
2 p x R tels que, pour tout z ^ U , l'application : 

(5.19) (ç,v) 62(ç,v) - exp A(ç).(z,v) 

00 

soit C dans V à valeurs dans M, et soit un difféomorphisme de V sur 

son image(qui est un voisinage de (ZQ^Q))* E*1 effet, l'application 

$ z est de la forme suivante : 

(5.20) 9z(ç,v) - (z + ç , H?(z,vfç)) 

où ¥ est une fonction C°° sur Q, x B (avec les notations du début de 

ce §), telle que ¥(z,v,o) = v. 
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Désignons par „, et Cl. les champs de vecteurs 
J *z 3 ,z j ,z 

sur V, images de X., Y. et L. par le difféomorphisme 8 2. 

D'après (5,20), on peut écrire ces champs sous la forme suivante : 

( 5 - 2 1 ) * j ; Z = 4 t - Y 2 ' v > Ç ) ^ 

(5.22) 3 3 
3 .« = 3 ^ J + U j ( z ' v ' Ç ) 37 

(5.23) ^ . . - ^ . i W j C . v . o k 

00 

oû les fonctions U. et V. sont C sur U x V\ à valeurs réelles. 
J J z (ç,v)' ' 

et où W, = U + iV.. 
J j J 

On va maintenant calculer le développement limité de la 

fonction ç • Wj (z,t,ç). 

Pour tout q > L, désignons par (z,t,ç) la partie homo

gène de degré q de ce développement taylorien, et par U? (resp V q) la 

partie réelle (resp. imaginaire) de W^. 

Proposition 5-6 : 0 n eu V\A (z., t 0 J - O ; pccuP tbu£ q^i, 
ET—6 ç 

J |a+8|-q-l (q+l)2Q J * 

1 <k $ p 

est un polynôme homogène en ç et en ç, à coefficients dans l'idéal I • 

Démonstration : 

On vérifie facilement que 

(5.25) U (z, t, ç) = Ir^exp A(ç). exp (sY. ) .exp^-A(ç) -sY ) .g) (z , t) 
J a s \ J J7 / S=0 

et que : 

(5.26) Y z > t , ç ) •- ~(exp A ( ç ) - e x p ( s X j ) # exp(-A(ç)-sX ).g^(z,t) 
s—0 
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Rappelons que, si X et Y sont des champs de vecteurs sur une variété 

M, si g £ C°°(M) et a £ M, le développement limité par rapport à la 

variable t ̂  R de la fonction : 

(5.27) t • h(t) = | j (exp(tX).exp(sY).exp(-tX -sY).g)(a) 
s=0 

est donné par 

(5.28) h(t) ̂  Z -T^HT ((ad X)qY)g (a) 

q̂ o 4 

L'égalité (5.28) s'obtient en combinant les formules 

démontrées dans le livre de Goodman [6 ] , page 40. Si on applique cette 

égalité en remplaçant X par A(ç) et Y par Xj, on voit que Uj(z,t,o)=0 

et, pour tout q > 1 9 on obtient : 

(5.29) Uj(2,t,ç) = T q + î r r [ ( a d A(ç))q.Yj]g (z,t) 

et, de même 

(5.30) Vj(z,t.ç) = - [ (ad A(«) q.X j]g (z,t) 

On peut réécrire ces égalités 

•(5.31) Wq(z,t,ç) = \ ( q ^ 1 } ! [ (ad A(0)
q>L j]g (z,t) 

On sait que 

(5.32) ad A(ç) .Lj - \ E ^[C^ , U ] - A Z ç k a j k |^ 

On voit facilement, par récurrence sur q > 1, qu'on peut écrire : 

i 3 3 

(5.33) (ad A(ç))q~ . ( a j k ^> m * 7t 

où (j) est une fonction C°° sur M, telle que <j> - A(ç) q 1 a^k soit un 

polynôme en ç et ç, à coefficients dans l'idéal I . On a donc, modulo 

un tel polynôme : 

( 5 . 3 4 ) w J ( z f t f C ) H | T i f î y T J ^ ^ ^ ' " S k ) 
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Le lemme 5-4 nous dit que, en développant A(ç) q ̂ ajk c o m ~ 

me si les champs L̂ . et L 4 commutaient, on fait une erreur qui est un 

polynôme en ç et ç, à coefficients dans l'idéal 1^. La proposition 

5-6 s'en déduit facilement. 

En combinant les propositions 5-4 et 5-6, on obtient le 

Corollaire 5-7 : 

Pour tout entier q ^ 1, on a, pour tout h 

L a et—g 
(5.35) Wj(ztt,ç) - Z 9*9B9 9 N

 g S Ck , 
J 1-C|f)2 | a + B | - q - l Çk V Z ^ ' o ) ( q + l ) a!0! + 

1 « k < p 

+ Rj ( q ) (z,t,ç) 

où R^(z,t,ç) est un polynôme en ç et ç, à coefficients dans l'idéal I . 
J 1̂ 

4ème étape de la démonstration du théorème 5-1 : 

On suppose que l'inégalité (1.15) est vérifiée, et que 

l'inégalité (5,6) ne l'est pas, et on va en déduire des conséquences 

contradictoires. 

A) - Si l'inégalité (5.6) n'est pas vérifiée, il existe 

des suites (z ,t ) dans M, d'> 0, h ^cP^ et e„ > 0 telles que n n 7 n 7 n r n ^ 

(5.36) (zn,tn) *(« 0.t 0) d n - 0 en - 0 

(5.37) sup $ ' , $ . -1 
\rl<A h (z ,t ,ç) - h (z ,t ,0) « e p 

' ' n n n n n 

ou l'on a posé : 

(5.38) p"1 = Z |3«36 » (Z , t ,0)|dl
a+6l 

l « | a + B | « r Ç T hn n n n 



VI - 53 

Puisque les suites p ' 3^3 $ (z ,t 0) sont bornées, ^ n n £ n n n 
£ n 

on peut supposer, quitte à extraire des sous-suites, qu'elles admettent 

des limites 2>ag 

( 5 . 3 9 ) P n

d i a + S | \ ( z n ' V ° > " £ a8 <* l«+ekr ) 

On a ëvidemmant : 

p p L$|ct+g|<r a p 

On définit donc un polynôme P, réel, non nul, en posant : 

( 5 ' 4 1 ) P ( Ç ) = 1 , , t a 8 ^ 

D'après ( 5 . 8 ) , et d'après la remarque ( 5 . 5 ) , il existe C > 0 tel que 

( 5 . 4 2 ) Z I V v ' n ^ 2 

| a+6 |̂ r 

| a | * l , |B |^ l 

r 
On peut donc déduire de (5,38) que la suite d n est bornée: 

< 5- 4 3> Pn d r

 v< C n 

Les relations (5.39), (5.43), et la formule de Taylor 

montrent que le polynôme P est la limite, uniforme sur tout compact 

de R 2 p, de la suite de fonctions ç p^ ( z

n>
z

n>^ n^)• L'inégalité 
n 

(5.37) entraîne alors que 

(5.43) sup p(ç) < 0 = P(o) • 

Autrement dit, P présente un maximum local à l'origine. Puisque P n'est 

pas constant d'après (5.40), il ne peut être la partie réelle d'une fonc

tion holomorphe. On a donc 

(5 -44) E |p | + o 
(a+B[x<r ^ B 

I « | > 1 , | 6 | >1 
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B) - On suppose l'inégalité (1.15) vérifiée. En utili

sant les difféomorphismes 9 de la 3ème étape, on voit qu'il existe 
z 

un voisinage U de Zq, un voisinage V de (0,tQ) dans R
2 p

x R, et une 

constante > 0, tels que l'on ait : 

(5.45) Z l ^ u K 2

 + ll^ul 2 <T C l (Z p^ull 2

 + ||u||
 2 ) 

pour tout z G U et u G C ^ ( V ) • 

Soit H? ^ C ^ ( R 2 p + 1 ^ . Si n est assez grand, on peut appli

quer (5.45) en remplaçant z par z n et u par la fonction u n définie par 

(5.46) un(ç,v) - * ( § - , p n(v- tn)) d;P p n

1 / 2 

n / 

Si n est assez grand, le support de u^ est inclus dans V. On a évi

demment 

où l'on a posé : 

(5.48) V (ç.n) = P ^ Y ^ n + f . V > 
a 

On a un calcul analogue pour les normes de ̂  et en définis-
i »z i ,z n J ' n 

sant des fonctions U. et W. = U. „ + iV. „. On va démontrer le : 
J»n J> n J> n J,n 

Lemme 5-8 : 

Avec les notations ci-dessus, la suite de fonctions n 

tend, uniformément sur tout compact de R2p+^", vers la fonction suivante, 

indépendante de V : 

4 & a 3 
(5.49) (ç/lr) ,.w?(ç) = Z W),8+(j) S ^ Çk 

J |a+6k<r-2 ,t ) 2 a ! S K a + B | + 2 

1 < k s< p 

00 00 . 0 0 

On désignera par tL(resp. V_.) la partie réelle (resp. imaginaire) de W . 



VI - 55 

Démonstration du lemme : 

U résulte des trois remarques suivantes : 

a) On voit immédiatement, dfaprès (5.48), que n(ç,^-W^. n(£>°) 

tend vers 0, uniformément sur tout compact. 

b) On voit que la différence entre Wj N(?,0) et son .dé

veloppement taylorien d'ordre r-1, est majorée, uniformément sur tout 

compact, par une quantité de la forme C d*+*pn. D'après (5.43), cette 

différence tend vers 0. 

c) Si <j> est une fonction dans l'idéal I , la remarque 

(5.5), et la relation (5.39) montrent que la suite p ' < K z

n » t

n ) e s t 

bornëe. Par conséquent, (5.39) et le corollaire 5-7 montrent que la 

partie homogène de degré q du développement taylorien de W. (ç,0) 

tend, uniformément sur tout compact, vers la partie homogène de degré 

q du polynôme W ^ ( ç ) . 

Fin de la démonstration du théorème : 

On déduit facilement de (5.45), (5.47) et du lemme 5-8, 

en faisant tendre n vers +°°, que l'on a : 

( 5 . 5 0 ) * | * < V * l | 2 + ) l ' < V * l l 2 * <n Z |R(L ) * | j 2 

j J J j 
w e C^(R2P+1) 

où l'on a posé : 

(5.5!) » « j > - $ ^ - Vj<0 Ï C V - + ' î < « W 

La constante est la même que dans l'inégalité (5.45). 

On a maintenant besoin du lemme suivant, qui établit un lien entre 

les polynômes ̂ et P. 
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Lemme 5-9 : 

Il existe un polynôme réel Q £ tel que : 

(5.52) w ? > 2 ^ - + i ^ - où P ( ç ) = — 2 P ( Ç> 

Démonstration du Lemme : 

Pour vérifier (5.52), il suffit de montrer que : 
00 00 

3W. dW. 
(5.53) - J - = 

d w j
 3 w k a2£ 

( 5 ' 5 4 ) * è + * r " 4 F 1 T 

L'application qui, à tout polynôme P S E , de la forme (5.41), 

00 

associe le système de polynômes W (1 ̂  j < p) définis par (5.49) 

est linéaire, il suffit donc de vérifier les égalités (5.53) et (5.54) 

dans le cas où £ est l'un des polynômes ç^ç6 + "ç^ç6 ou bien Kç^ç 8 - "ç0^0) 

puisque ces polynômes forment une base de E r* Par exemple, si le poly

nôme ̂  est égal à + "ç^Ç8, on vérifie que 

et la vérification de'(5.53 et (5.54) est ensuite triviale. Le lemme 

5-9 est donc démontré. 

D après ce lemme, les opérateurs ?r(X.) et TT(Y.) définis en 

(5.51) se déduisent des opérateurs #^(X.) et TT̂ (Y.) associés au poly-

nome P selon (2.31) par le difféomorphisme suivant 

(5.56) (ç,v) • (ç,v) - (ç,*r + Q(ç)) 
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On peut donc déduire de l'inégalité (5.50) la suivante 

(5.57) Z f l ^ O U ^ 2 + l l V V ^ 2 * Cl ïilhQ-JtU2 

3 j 

oo 2D+1 
pour tout ¥ £ CQ((R )• d'après (5.44) les champ's de vecteurs 

^ »# 

TT̂ (XJ) et ̂ ^(Yj) vérifient la conditon de Hormander. L'inégalité 

(5.57) implique donc, comme on l'a vu qu § I, 1'hypoellipticité du 

système ̂ (L^.) . 

La proposition 2-2 montre que le polynôme P ne peut avoir 

de maximum local à l'origine, ce qui est en contradiction avec (5.43). 

Le théorème 5-1 est donc démontré. 
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§VI - CAS D'UN SYSTEME4DE CHAMPS 

DE VECTEURS COMPLEXES -

On considère maintenant, dans un ouvert de R n, un sys

tème L^ - # #.Lp de champs de vecteurs complexes, de la forme 

(6.1) L j * XJ + 1 YJ J s P 

où les Xj et Yj sont des champs de vecteurs réels dans £2, vérifiant 

la condition de Hormander (C.H.)r ( r ^ 2) . On dira que le système 

L = (Lp....Lp) est hypoelliptique maximal en un point x Q de Q, s'il 

existe un voisinage V de x Q et une constante C > 0 tels que l'inégalité 

/, 1C\ - CL (V). Comme on l'a vu au §1, (1.15) soit vérifiée pour tout u £ C Q 

cette inégalité implique bien 1'hypoellipticité du système L, avec 

perte de 1 - dérivées. 

Les conditions nécessaires d'hypoellipticité maximale 

que nous allons maintenant énoncer sont plus abstraites que celles 

des § précédents. Dans les §11- et iii, on a défini des systèmes d'o

pérateurs à coefficients polynomiaux L̂es TT^LJ), P G l_2 ^ qui 

devaient être injectifs dans certains espaces de fonctions. Les 

propositions 2-2 et 3-8 nous ont permis d'expliciter cette condition 

d'injectivité, donc d'aboutir à l'inégalité (2.16). Dans le cas géné

ral, il ne sera pas possible d'obtenir une telle condition explicite, 

et nous nous contenterons de définir des systèmes d'opérateurs, rem

plaçant les ̂ pO-j)* e t q u i devront être injectifs. 

Ces opérateurs seront définis à partir des représentations 

unitaires irréductibles d'une certaine algèbre de Lie nilpotente^\ 



VI - 59 

Au lieu d'être indexées par un polynôme P décrivant L , ces reprêsen-
zo 

tations seront indexées, suivant Kirillov [4^] , par une forme linéaire 

£ G décrivant un certain sous-ensemble r C ̂ * 
o 

Définition de l'algèbre de Ließ . 

On désigne P a r ^ l'algèbre de Lie nilpotente libre à 2p 

générateurs, notés et ̂  (j » l,....p), de rang de nilpotence r. 

C'est, de toutes les algèbres de Lie à 2p générateurs, nilpotentes 

de rang r, celle dont la dimension est la plus grande. 

On désigne par (1 ̂  k r> le sous-espace de ̂  engendré 

par les crochets de longueur k des éléments ̂  et On a 

< 6 - 2 > 

On désignera par G le groupe (connexe et simplement connexe) dont 

l'algèbre de Lie est ̂  . 

Définition d'un sous-ensemble T de 5 ? * " . 
xo Ô 

Il existe une application linéaire unique X de£ dans 

l'algèbre de Lie engendrée par les champs de vecteurs X̂  et Y^, telle 

que 

(6.3) X(Xj) = Xj X(Yj) - Yj j = l,....p 

(6.4) X([X,Y]) = [X(X), X(Y)] si Y G $ k ' j + k ^ r * 

Si Xq G on désigne par T l'ensemble des formes linéaires 0^ 
o 

telles qu'il existe une suite (x.) . e N dans iï, une suite £. dans 

R n - {o} et une suite t.. dans R"*" , telles que : 

(6.5) X j > x Q U j l f +~ t. >0 
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et telles que, pour tout X (1 < r), on ait : 

(6.6) t^ X(X)(x , O • E(x) 

où À(X)(x, O désigne le symbole de l'opérateur différentiel X(X). 

Pour tout 8 o n désigne par ̂  la représentation 

unitaire irréductible du groupe G, associée selon Kirillov M^f] à la 

forme linéaire t. On notera aussi tr la représentation de lralgèbre 

de Lie^, différentielle de la représentation précédente. Rappelons 

que les flg (&j) et ̂ (Yj) sont des opérateurs différentiels d'ordre 

<$ 1, à coefficients polynomiaux, dans R^^\ où 2k(£) est le rang 

de la forme bilinéaire antisymétrique: 

(6.7) cj xg^(X,Y) — < £ , [ X , Y ] > 

Bien entendu, on pose ̂ (t^j) = ̂ (^j) + * ^ ^ j ^ ' 0 n P e u t maintenant 

énoncer le résultat suivant, dont la démonstration figurera dans [&] . 

Théorème 6-1 : 

Avec les notations ci-dessus, si le système L est hypoel-

liptique maximal en un point x de Q, alors, pour tout £ € F - {o}, 

O X 
o 

^ fa k(£) 
le système d'opérateurs { ^ P ( L . ) , j = l,....p} est injectif danso (R ). 

^ J 

Dans le cas particulier du système de Cauchy-Riemann sur 

las variétés (1.1), (1.2) et (1.3), cette condition abstraite coïncide 

avec celles des § précédents. 

On montre dans [Q ] un théorème analoque au théorème 6-1f 

pour des opérateurs d'ordre m s'exprimant de manière polynomiale par 

rapport à des champs de vecteurs vérifiant la condition de Hormander. 
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Reciproque et problèmes ouverts : 

La réciproque du théorème 6-1, et de son analoque pour les 

opérateurs dTordre m, est démontrée dans les cas particuliers suivants 

(outre les cas traités dans les § précédents) : 

1) Si l'entier r de la condition de Hormander est égal à 

2, cette réciproque se démontre à l'aide des techniques de [ 10] et 

s'étend même à des opérateurs pseudo-différentiels. 

2) Désignons par^j(x) (1 < j < r, x £ Q) , le rang des 

restrictions au point x des commutateurs de longueur < j des champs 

e t ^k' ^*es f° n c t :*- o n s x s o n t constantes^e x Q, la ré-

ciproque du théorème 6-1 a été démontrée par L. F. Rothschild [ 19] , 

en se ramenant au cas particulier où les X̂. et Ŷ . sont invariants à 

gauche, si l'on munit R n d'une loi de groupe convenable.(Ce cas par

ticulier avait été traité auparavant par les auteurs [ 8]). 

3) La réciproque du théorème 6-1 est encore vraie si 

les champs X̂ .et Yj ont une certaine quasi-homogénéité, et si leurs 

commutateurs de longueur 5, 2 commutent entre eux, [ ] . 
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