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SEMINAIRE DE PROBABILITES - RENNES 1983 

MESURES STOCHASTIQUES ET DECOMPOSITION DE DOOB 

Marie- France ALLAIN 
Laboratoire de Probabil i tés 
U.E.R MATHEMATIQUES - INFORMATIQUE 
Université de RENNES I 
Campus de Beaulieu 35042 RENNES FRANCE 

1 - INTRODUCTION. 

Soient (flfî»,P) un espace probabil isé, T un espace topologique, ^ une 

tribu prévis ib le sur ( T * Q ) et y une mesure stochastique déf inie sur 

^ à valeurs dans ( P ) . 

Le but de ce t rava i l est de prouver que, sous certaines hypothèses, 

(hypothèses qui sont sa t i s fa i tes dans les cas classiques) , la mesure 

stochastique y admet une décomposition de la forme : 

y - Ul + U2 

où y2 est la différence de deux mesures stochastiques définies su r^ , 

à valeurs dans L ^ ( P ) , e t , y^ est une mesure stochastique définie 

s u r ^ , à valeurs dans L j ( P ) et vér i f ian t : V D € ^ E(y^(D)) » 0. 

2 - HYPOTHESES ET NOTATIONS. 

Soient P) un espace probabilisé et T un espace topologique. (Dans 

les situations classiques T est un ensemble d ' indices , en général IK^ 

ou ) . (J^ désigne une famil le de parties de T, on suppose que ofc est 

une semi-algèbre et que pour tout A élément de ofc i l existe une suite 

( c

n ) n e - j N àe compacts et une suite croissante ( A n ) ^ € ^ d'éléments de 

t e l s que A C C a et U A -A. 
n— u— n n 
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On se donne ( ^ ) ^ ^ j ^ une famil le de sous-tribus de ^ vé r i f i an t : 

V A e a t , v B G jk A C B — > ^ B £ ^ A 

Soit = {A x F, A GJÏ, F e s t u n e semi-algèbre de parties de 

Tx Jî; les éléments de sont appelés rectangles prév is ib les . On note'jV/ 

l ' a lgèbre sur Tx Q engendrée par la tribu sur T x Jî engendrée 

par 5\> ; ^ est appelée tribu prév i s ib le . 

Un processus prévis ib le est une a p p l i c a t i o n ^ -mesurable de Tx Çl dans IR 

muni de la tribu borélienne. 

On désigne par S l 'espace v e c t o r i e l des processus prévis ibles simples, et 

par JC l 'espace v e c t o r i e l des processus prévis ibles bornés. Pour des b 

exemples d'une t e l l e situation vo i r [1 ] et [ 2 ]• 

1R 
Pour tout rée l p pos i t i f ou nul, on pose L^(P) s L^ ( Œ ^ P ) (espace v e c t o r i e l 

ième 
de variables a léatoires à valeurs r ée l l e s de puissance p in tégrab le ) . 

L (P) est muni de sa topologie -usuelle. 
P 

Enfin pour f élément de L p ( P ) on déf in i t l l f l l p par : 

f ( J | f | P dP) 1 ^ s i l < p 

N f H p " f J|f|P dP s i 0 < p < l 

E P ( | f | A l ) s i p - 0. 

3 - RAPPELS SUR LES MESURES STOCHASTIQUES, 

La notion de mesure stochastique a été étudiée en par t icu l ie r , par METIVTER 

et PELLAUMAIL [ 1 1 ] . Rappelons-en la déf in i t ion . 
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3.1 - DEFINITION. 

On appelle L^(P)-mesure stochastique, une application y, simplement 

addi t ive, déf inie sur5\>', à valeurs dans L p ( p ) e t vér i f ian t : 

3 .1 .1 . V A><F 6 $ o y (A X F ) : 1 У (A x fl) 
F 

3.1.2. y(J(J) est une part ie bornée de L p ( P ) . 

3.1.3. У s fétend en une application a-additive déf inie s u r ^ , 

à valeurs dans L ( P ) . 
P 

L'extension est également notée y . Notons que dans l e cas ou p > 0 , 

3.1.3. implique 3.1.2. 

Le théorème (3 .2) qui suit donne des conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'une application y simplement addi t ive , déf inie sur 5\,f , à valeurs 

dans L p ( P ) soi t une Lp(P)-mesure stochastique. 

3.2 - THEOREME. 

Soit y une application &lmplzmznt addUlvz, <1Ц1п1г бил 5&J, , à VCULZUÂA 

dan* L ( P ) . 
P 

Aloi* y z*t ипг L p (p ) - текиле Atocfautlque. Д ^ ^ ^ ^ ш Ы : bl y v&U£lz 

3 .1 .1 . , 3.1.2. e t : 

3.2.1 V ( R n ) n € ] N , R n € & , R n 4,0 lim | | u ( R n ) | | = 0. 
П 

Pour la démonstration vo i r [ 11] . 

Une Lp(P)-mesure stochastique jou i t de la propriété suivante ( [11]) : 

3.3 - PROPRIETE. 

Soit y une L (Р)-тебиле Atochcu>tlquz, Aolt F un zttmznt de e t G an 

ШьотЫг pKïvlblblz tzt quz • l G

 s ^ - ^ X F 
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MûfU : 

3.3 .1 . y(G) - 1_ y(G) 
r 

On peut déf ini r une notion d' intégration par rapport à une mesure stochastique 

( in tégra le stochastique). L 'existence et les propriétés de l ' i n t é g r a l e s to

chastique des processus prévis ibles bornés sont données par l e théorème 3.4 

qui suit (pour la démonstration voi r [11]). Cette notion d ' in tégra le stochas

tique s'étend à une classe plus vaste de processus prév is ib les , en u t i l i san t 

la méthode de Bichteler [ 3] • 

3.4 - THEOREME. 

Soit y une L

p ( P ) -meAuAz Atochaàtlquz. 

Il zxUtz odionA une application unique, notzz zgalemznt \x, dz{lniz 6UA 

K^fi), à valzuA* dam L p ( P ) zt visU^lant : 

3.4.1 . V h i à : h » l a± -.1 ~ ufti) - l a± p ( A ± x p ± ) 
i 1 1 i 

3.4.2. SI ( h n ) n € ] N ut unz 4>UÂ£Z d'Zlzmzntà dz J C ^ ) , unliomzmznt bonnzz 

zt qui convzAgz tlmplmznt vo/u> h, GJLQHA la Aultz ( V O ^ ) ^ ^ C O N U 2 A S ^ 

vzu y (h) dcuti" L ( P ) . 
P 

3.4.3. S-c h a p p a r e n t à 3Cb($) Vapplication qiUàG zlzmznt dz : $ 

(UAocUz y ( i h) e ^ zgalzmznt unz L (p)-.me^u^e ttochaàtiquz. 
G p 

La notion de fonctionnelle l inéa i re stochastique a été introduite par METIVTER 

et PELLAUMAIL ([11]) . Voic i la déf in i t ion . 
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3.5 - DEFINITION. 

Soit K un zépacz vzctonizl dz pioczàAu* psizvi&iblz* boxnz*. On AuppoAZ 

quz W muni dz la nonmz uni£oimz ZAt un espace dz Banach zt quz IZA 

ZIWZYVU dz M zngzndAznt^ . 

Soit v unz application linzouUiz e t continue dz K dans L (p) . 
P 

v zàt unz L p ( P ) - fonctionnelle linzaÂAz stochastique, si zllz veni^ie : 

3.5.1 ? h 6 If, V F ielè quz 1 F h € K 

v ( l F h) = 1 F v ( h ) . 

Le théorème suivant qui est du type théorème de Riesz é tab l i t l e l i en entre 

mesure stochastique et fonctionnelle l inéa i re stochastique. (La démonstra

tion se trouve dans [ 1 1 ] ) . 

3.6, THEOREME. 

Soit K un espace vectoriel dz ptioczssuA pizvisiblzs boKnzs dont les 

zlêmznts zngzndnznt^. On supposz quz K muni dz la nonmz uni£oimz zst 

un zspacz dz Banack. 

Mois : 

3.6.1 Si y ut unz L (P) -mzsuAz stochastiquz, Vapplication v dz^iviiz 

SUA K pan. : v (h ) » y (h) zst unz L (P) -fonctionnelle linzaiAz 

s to chastique. 

3.6.1 Si v est unz L^(?)~fonctionne&te linzaiAz stochastique, il existe 

unz uniquz L (P)-mesune stochastique H vesUfiiant : 

v(h) = y (h) V h € K 

3.6.3 Quand p>l, toutz peuttiz bornée dz V espace des L (P) -fonctionnelles 

linéaOïes stochastiques est relativement compaetz pouA la topologiz 

dz la convergence simple, L (P) étant muni dz 6a topologiz faible. 
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Le théorème suivant ( [ 3 ] ) permet de se ramener du cas d'une LQ(P)-mesure 

stochastique à celui d'une L2(P)-mesure stochastique ; sa démonstration 

u t i l i s e un théorème de factorisat ion de Maurey et Rosenthal. 

3.7. THEOREME 

Soit y und L Q ( P ) -me4u/ie. A to chaotique.. Il zxlàtz aZou unz piobablLUo. 

Q Q.qvui\jaJLzYitz à P, à dz/Uvzz -—̂  bonjn&z zt tzttz quz y *oÂ£ une 
dP 

L2(Q)-me4uAe *£ockcu>£lquz. 

Pour d'autres propriétés des L^(P)-mesures stochastiques, vo i r ( [ 2 ] ) . 

4 - RELATION ENTRE PROCESSUS ET MESURES STOCHASTIQUES. 

Examinons d'abord l e cas où T est un in te rva l le de TR et 

= { ] s , t ] , s f t , sGT, t€T } . 

Soit X = ^ X t ^ t ^ T U t l P r o c e s s u s s u r 

A ce processus nous pouvons associer une application y déf in ie sur JL, 

simplement addi t ive , à valeurs dans L 0 ( P ) en posant, pour h élément: 

de S. de la forme : J o ± l , , ^ y X 0 0 - J a± l p (X - X g ) 

p v é r i f i e évidemment 3 .1 .1 . 

Réciproquement, à toute L^(P)-mesure stochastique U (ou à toute fonction y 

déf in ie sur'R/, à valeurs dans L p ( P ) et simplement a d d i t i v e ) , nous pouvons 

associer un processus X en posant : 

X t » v t Jo ftl A T)xQ ) , 

on a alors : 

y = y x . 
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Cette correspondance s'étend au cas où T = ^ ] a ,b ] C 1 et 

d 1 = 1 

£ = {A = n ]a±,tt], a ^ a ^ t ^ b 1 , i - l . . . d } . 
i= l 

Afin de préciser ce t te correspondance, nous introduisons les notations 

suivantes (notations u t i l i sées dans [ 2 ] ) : 

- pour a - ( a l ) i = , i d e t b = ^ b ^ i = l d' o n p o s e : ^ a , b ^ * 5 l a l » b l ] 

- pour I ç { l . . d > on pose : e 1 = ( - l ) d " c a r d 1 

- pour I C { l . . . d } et A » H s,t31, on pose : 

^ s 1 s i i ? I 
o 1(I , A ) - j , et a(I,A) = ((^(I.AI 

<- t 1 s i i € i 1 _ 

Enfin pour X » ( X t ) t € Y
 e t A =Us,tIl on déf in i t AAX par : 

A X - I e I ( X ( a ( I , A ) ) - X(a(0 ,A) ) ) . 
A I 

AAX représente la "variat ion" de X sur l'ensemble A ; pour d » 1 et 

A • ] s , t ] on a A X - (X - X ) . 
A t S 

Au processus X on peut alors associer une application y déf inie sur 

simplement addi t ive , à valeurs dans L Q ( P ) e n posant, pour h élément 

de £ de la forme ; £ a ±

 l

k ^ 7 ± J y X ( h ) = l a i 1 F ±
 À A ±

X 

y v é r i f i e évidemment 3 .1 .1 . 

Réciproquement, à toute L^CP)-mesure stochastique y (ou même à toute appl i 

cation y déf in ie sur , à valeurs dans L p ( P ) , e t , simplement a d d i t i v e ) , 

on peut associer un processus X en posant : 

X t = yC Da, t ] ] x fl) ( t G ]]a,b]] ) . 
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Dans ce qui précède on peut, bien sûr, se restreindre aux "sous in te rva l les" 

de T dont les extrémités appartiennent à un sous ensemble dénombrable de 

T • Le processus X associé à une mesure stochastique par la méthode pré

cédente apparaît donc comme un "processus de répar t i t ion". (DTaprès 3.2.1 

ce processus est continu à droi te dans L ^ C P ) ) . 

Supposons maintenant que T s. it^} ordonné ou non et que (fc = { { t n } , n ^ l N } . 

La correspondance qui paraît naturelle est la suivante : 

X 

- à X » ( X t^t€T ° n a s s o c * e ^ t e l l e que : 

y X ( { t } x F) - l X. 
n r t 

n 
- à \i mesure stochastique, on associe l e processus X t e l que : 

X t = y X ( { t n > x n ) . 
n 

Le processus X est alors un processus de densité de masse. 

La question qui se pose est alors la suivante : étant donnés ( Î 2 , ^ , P ) , 

l'ensemble T, la tribu ^ et la mesure stochastique y, peut-on caractériser 

les processus X (de répart i t ion ou de dens i té ) , associés ? 

Le théorème 3.2 permet évidemment de donner une réponse à ce t te question ; 

mais plus précisément ? Quand d * 1 et T C 1 + , l e théorème de DELLACHERIE-

MOKOBODZKI ( [4 ] p. 400) donne une réponse à cet te question. 

4,2 THEOREME DE DELLACHERIE-MOKOBODZKI. 

Soit (^^>^)t€]R >p) vélisant lz6 conditions kabituoXJiu. 

Soit X - ( X t ) t € ] R un piocçAùuA adêlptî continu à dnoitz, on pote Y.œ = 0. 

Soit ( t . ) , . : 0<t < t , . . . < t « + 0 0 

i i = l . . . n — o 1 n 

n-1 
Soit h - l H. 1 , , (élément de &) 

i -o J t i , C i + l J 

n-1 
Soit J(h) - l H.(X - X ) 

i -o i+1 i 



- 9 -

AZo/u X z*t unz 4 mi-maAtingaZz jusqu'à U incivil 6i zt ézutmznt &Z j 

zàt unz application tinzai/iz oX continuz dz & dant> L (P) . 

& ztant muni dz ta topotogiz dz ta zonvztgzncz unit^onmz. 

La démonstration peut être adaptée au cas des semimartingales ordinaires. 

Quand d_>2 l e problème est plus complexe. Les exemples les plus simples de 

processus définissant des mesures stochastiques sont : l e drap brownien 

et les processus à .variation bornée, continus à dro i te . (Pour plus de 

déta i ls et d'exemples vo i r [ 2] , [ 6] , [ 9] , [ 10] et l ' a d d i t i f ) 

Mentionnons enfin que, sous les hypothèses habituelles ( f ^ . ) t ^ famille 

croissante de sous-tribus et , pour A * ]]s , t ] ] A = ° f c s ) , un processus 

X adapté, qui déf in i t une L^(P)-mesure stochastique est un L^(P)-intégrateur 

au sens de Bichteler et Hurzeller ( [ 3 ] , [ 8 ] ) ; ceci résulte immédiatement des 

propriétés des L^(P)-mesures stochastiques rappelées au paragraphe 3. 

5 - QUASI-MARTINGALES ET FONCTION DE DOLEANS. 

5.1- DEFINITION ET NOTATION 

On désigne par l'ensemble des familles f in ies d'éléments disjoints de ofc, 

un élément de ^ est noté T,' • 

Soit u une fonction d'ensemble simplement addi t ive , déf inie sur ŜLo? > à 

valeurs dans L p ( P ) ( p^O* 

Soit T 'Z {k± i = l . . . n , A i € c ^ 9 Ajrï Aj = 0 s i i ^ j } 

n 
et soi t V \ y ) = l |E(U(A. xfl]ff€|- ) | 

i-1 1 o A i 

y est une quasi-martingale s i : V(y) = Sup E(V T ( l i ) ) < + 0 0 

I l est f a c i l e de v é r i f i e r que cet te déf ini t ion donne bien la notion 

habituelle de quasi-martingale. 
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5.2. PROPOSITION. 

Soit y une L (P) -телилг Atochcutlquz (p^D оХопм y e*£ une qucu>l-
P" 

Demonstration. 

Soit T = { ( A . ) . . , A. ect, A П A. - 0 s i tfj } 
i i= 1.. . n i i J 

et soient a* = l { E ( y ( A i x ) > 0} 

a i " " 1 { E ( U ( A i x Q ) / ^ A ) < 0 } 

On a, en posant h'T s T (oc. + a . ) 1 , 
i i 

E(u(hT)) = I E ( |E( У(А ) | ) => E(VT(y)) - E(y(h X )) < 2 sup||y(D)|| 

Sup E(VT(y))< -и». 

5.3. DEFINITION. 

Soit m unz теаиле à vaZzu/u KZQ&LQA, лил ( T x Q , ^ ) . m zàt ипг тгдилг 

admlàAlblz t>l oULz v&Klfalz : 

5. 3. J m <ibt filnla 

5.3.2 m ne ск&Адг peu l u гпьетЫгд îvanaAczntA. 

5.4. DEFINITION. 

Soit y une fonction d1 ггитЫг &<ùnpZwe.nt addltlvz аЦ1п1& 4ал 5^ <* 
vaizuAA dayu> L p (P ) (p j> l ) . La fonction m^ dz^lnlz 4аЛ 3^f, à VOIZJULÄA 

мггИы, tollz que. : m v(D) = Е(У(П)) ( D€jJ) 

ea£ appelée ^<жс£соп de VOIZCLYU* de y. 
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5-5. PROPOSITION 

Soit y une L (P)-meôuAe ^tockcu>tlquz (p>l ) alou la fonction de Volzanà 
P ~ 

de y 4 'ztmd en une meauAe admlbùlblz. 

Démonstration. 

y étant déf in ie sur ^ soi t m^(D) - E (y (D) ) pour D élément de . 

m*1 est évidemment a-addi t ive et f i n i e et d'après 3.3 ne charge pas les 

ensembles évanescents. 

6 - MESURES STOCHASTIQUES A VARIATION BORNEE» 

6.1 -NOTATIONS ET DEFINITIONS 

Nous noterons Y+CL ( P ) ) l'ensemble des L p ( P ) -mesures stochastiques t e l l e s 

que : U(A x e L + (P) V A Gjk et nous noterons (L ( P ) ) l'ensemble des 
P P 

L^(P)-mesures stochastiques qui sont des différences d'éléments de Y + ( L p ( P ) ) . 

Nous dirons qu'un élément de ( P ) ) est une mesure stochastique à variat ion 

bornée. 

LFénoncé du théorème 3.2, qui donne un c r i t è re pour qu'une fonction d'ensemble 

simplement addi t ive , déf inie sur 5^', à valeurs dans ^ p ^ ) soi t une L ^ ( P ) -

mesure stochastique, se s impl i f ie dans l e cas où la fonction prend ses valeurs 

dans L + ( P ) . On peut en par t icul ier énoncer les corol la i res suivants : 
P 

6.2 - COROLLAIRE. 

Soit y une application ùlmplwzYVt addltlvz dèfilnld a un. 5̂ ', à valztuu davu> 

L + ( P ) alotiA y ut une. L (P)-me^uAe AtochaAtiquz ¿1 oX Azulejrnznt ¿1 y 
P P 

vtnl^lz 3 .1 .1 . QX 
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6.2.1. f i ) { U(D), D , D = l (A ± x О.) к^окУел*. une. pcwUe. bornée de 

\ V p ) -
/ i i ) V(A ) ^ ^ , A e o 4 A V 0 — > l l m II M (A x - 0. n n*= 14 n n n n p 

Va pluà л<1 T € cT̂T i ) atitomcutiqurnant ba£Jub{aJjt<L. 

Démonstration. 

Si ]i est une L (P)-mesure stochastique la propriété 6.2.1. est évidemment 
P 

s a t i s f a i t e . 

Passons à la réciproque. 

Nous montrons d'abord que 3.1.1. et 6.2.1. i ) impliquent 3.1.2. c ' e s t -à -d i re 

que у(бЦ) est une part ie bornée de L^(P) j soi t D élément de 5& ' , D peut se 

mettre sous la forme : D = \ ( A . x F . ) , A . € (fc > F • € ^ д , A . ^ A. » 0 
—̂ j и ^ 

s i i ^ j , et on a par suite de la p o s i t i v i t é de y 
n n n 

0 < u(D) - l lî(A x F . ) • I L y ( A . x f i ) < . \ y(A x Й) 
i-1 1-1 1 i - i 1 

ces inégal i tés impliquent la bornitude de У(Зчо')» 

Puis nous vé r i f ions que 3 . 1 . 1 . , 6.2.1.11) et la p o s i t i v i t é de y impliquent 

3.2.1. 

Pour cela, soi t (R ) ff une suite d'éléments de 5£э qui tend en décroissant 
П П с JN 

vers l e v ide . Soit R^ » A n

x F n , on a alors -A n \> 0 ou F n \ 0 

Si A ^ 0 3.2.1. résulte des inégal i tés : 

0 < y(R ) = 1_ y(A x>cJJ) < y (A x Д ) . 
— n r n n — n 

Si F V/ 0 3.2.1. résulte des inégal i tés 

0 < y ( R ) = 1 y(A x Д) < i y ( A x f i ) 
- n F n n — F n 1 

Si T appartient à ^ on a 0 £ y (D) £ y (T xJ2) p o u r t o u t élément D de tS^>f ce 
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qui implique évidemment 6 .2 .1 .1 ) . 

Dans l e cas où T -Ца ,Ъ] ] С et c/tjT = ( B s , t ] ] ,a£s<t<b} la condition 

6 . 2 . 1 . i i ) est une condition de continuité à droi te pour l e processus de 

répart i t ion X associé à y . 

(Noter que dans ce cas l e processus X est croissant au sens où Д X£ 0 Pps. 

Pour plus de déta i ls sur les processus croissants continus à dro i te , vo i r 

l ' a d d i t i f . 

6.3. COROLLAIRE. 

Solznt T = {a } ff_T Zt <Л~) ш {{a } } 

Soit y une apptication &imptw<int additivz dz^iyiiz бил ЭЬ }, à юоЛсипл 

danà L + ( p ) . 
P 

Мопл y ut unz L p(p)-meôu/ie 4 toскал tique bi zt 6zutmznt 6i y vziijiz 

3.1.1. at : 

6.3.1. Iu({a } xft) appantiznt â L ( P ) . 
n p 

Démonstration. 

Si y est une L^(P)-mesure stochastique, e l l e v é r i f i e évidemment 3.1.1. et 

6 .3 .1 . . 

Réciproquement, soi t D élément de S^ F alors on a 

0 < y(D) < Уу({а } x Д ) 
~ n n 

ce qui implique que y ( S ^ ) est une partie bornée de L ^ ( P ) . 

Pour prouver 3 .2 .1 . , i l suff i t de remarquer que RV0, R ^ S^j. 
n n 

— > R - { a } x F , F €<â F-\j0 n n' n 1{а} тг 

et 0 < y(R ) = 1_ y ( { a } x f i ) . — n an 
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Remarque : 6 .2 .1 . et 6 .3 .1 . ne font pas intervenir les tribus A^A^'i ' 

on peut donc supposer que ^ . 

Nous abordons maintenant l e problème de la re la t ion entre mesures admissibles 

et mesures stochastiques à variat ion bornée. 

On a vu (Proposition 5.5) que pour toute L (P)-mesure stochastique ( p ^ l ) la 

fonction de Dolêans de y s'étend en une mesure admissible. 

Nous allons vo i r que, sous certaines hypothèses, toute mesure admissible est 

la mesure de Dolêans d'une L^(P)-mesure stochastique à var iat ion bornée. 

Ces résultats nous permettrons ensuite d'aborder l e problème de la décomposition 

de Doob des L^(P)-mesures stochastiques. 

Le théorème 6.4 qui suit est très général, nous verrons ensuite ( co ro l l a i r e s 

6.5 et 6.6):queces hypothèses sont sa t i s fa i tes dans les cas habituellement 

rencontrés. 

6.4. THEOREME. 

Soit m unz mz&uAz adbnl&àlèlz £uA ( T * f i , ^ ) . 

On *uppo*z dz pltu Vzxl&tzncz d'unz iamWLz (<5^)t e T & Aouà^tnlbuA 

complètes de ^fy vz^l^lant : 

6.4.1 t € A — i > ^ A C ° { l . t 

6.4.2 V F S ° $ i on pzut dzfilnlA un p/ioczàA^ pn£ul£lblz Y - ( Y

t ) t e T

 e n 

posant Y t * ) e t deux modification* du ptocz6*u6^ Y » ( E C 1

F / ^ t ) ) t e T 

àont IndlAtlnguablz*. 

Alo/tà II zxlàtz un zlmznt y de f a 

6.4.3 V F , V A S ofc 

E ( l p u ( A x ft)) • E( l F/H< s ) l A (s)dm. 
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6.4.4 *i v Ut un zlzmznt dznf>(Ll(V)) vzsUfcant 6.4.3 alou y (Axf t ) = v ( A x Q ) 

P.. ps pouA chaquz zlzmznt A dz . 

t?e plu*, 6.4.3 Âjnpliquz quz y (A * Î2) ea-t meôu/iab£e pou/t £<x #Ubu. 
ses s 

e t quz la mzAuAz dz VolzanA dz y ut m • 

Démonstration. 

La mesure admissible m admet la décomposition m » m + - m où m+ et m sont 

des mesures admissibles pos i t ives . I l suff i t donc de prouver l e théorème pour 

une mesure admissible pos i t ive . 

Soit donc m mesure admissible pos i t ive et so i t A un élément de ; pour F 

élément d e ^ $ on déf in i t P a r 

V A ( F ) = | E ( l F / c k s ) l A ( s ) d m 
(6.4.2 implique que a bien un sens). 

À étant f i x é , est une mesure pos i t ive bornée sur , de plus v A est 

absolument continue par rapport à P. 

- d V A Soit alors y A « -7=r A dP 

y A est un élément de L^(P) et V F on a : 

E ( l p y A ) - V A ( F ) - J E ( l F / i 4 s ) l A ( s ) d m 

Pour D élément de â£> f , D » £ A.x F on pose y(D) » J 1 y 

i 1 1 i F i A i 

ceci a bien un sens et déf in i t une fonction, simplement addit ive de ^ f dans 

L*(P) car, pour A » £ A i > A i € ^ > A e t F 0 n a : 
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E ( l p U A ) = j E ( l F / ^ s ) l A ( s ) d m -

- I [E(1 <s)dm 

i j 1 

mais y(A xfl) • U A par déf in i t ion 

d'où E( l_ u ( A x f l ) ) - E ( l_ h ( A . x Q ) ) V F € ° ^ 

r r J 1 

en conséquence y (A x Œ) • ][ y (A. x$î) . 
i 1 

y ainsi déf inie v é r i f i e évidemment 3 .1 .1 , de plus pour A x F élément de 

on a d'après 6.4.1 : 

E( y(A x F ) ) = EC1F UA> » [ E ( l F / ^ s ) l A ( s ) d m - j l p 1 A dm = m(A x F) 

ce qui implique que V D € 5̂ ' ; 

E(y(D)) » m(D) 

m étant une mesure bornée et y étant pos i t ive l ' é g a l i t é précédente implique 

que y est une L^(P)-mesure stochastique pos i t ive de mesure de Doléans m 

( v o i t co ro l l a i r e 6 . 2 ) . 

Le passage au cas de m mesure admissible signée est immédiat ; à m+ et m~" on 

associe y + et y" éléments de " S ( 5

+ ( L 1 ( P ) ) vé r i f i an t 6.4.3 ; à m on associe 

alors y =» y + - y"", y appartient à ^(L^?)) et v é r i f i e évidemment 6.4.3, 

i l est évident que m est la mesure de Doléans de U . 

6.4.4 découle immédiatement de 6.4.3, car s i y et v v é r i f i e 6.4.3 on a 

pour chaque A 

E ( 1 F y (A xf l ) ) = E ( 1 F v ( A x Q ) ) V F G ^ 

**- > y ( A x f t ) » v ( A x î î ) (dans L X ( P ) ) . 
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Enfin, nous examinons l e problème de la mesurabilité. 

6.4.3 implique que pour toute var iable a léa to i re Y 0^--mesurable bornée on a : 

E(Y y ( A x f l ) ) = JE(Y/^ s)lA(s)dm 

en par t icul ier pour Y - E ( l - / V Í f c ) , F ^ ^ 
* s€ A 8 

mais pour s ^ A, on a 

E ( Y / * S ) = E ( l F / ^ s ) 

d foù 

E ( L p ( A x f i ) ) = E(E(1_/ V ^ ) u (Axi2 ) ) 
F F a€A S 

ce qui implique que Ц(АХЙ) est V -mesurable. 
s.e A S 

6.5 COROLLAIRE. 

Suppo¿on¿ que т я {а } ¿— -»T ^vf = { { а } ^ - - Л ; ¿o¿t m eme me¿u*e 
n n<= xï n ne lí 

adm¿&¿¿b¿2. бил (т x fi,^) . A¿o>tó ¿£ гхлл£г un ркосолдил ркг^ллИоНг V , 

unique а ¿* lndUAtLnguab¿JLU& рл£о e t v&Ki^icLYVt : 

6.5.1 V n € l , V F € ^ J l p V a dP - I E ( l F / ^ i a ^ m ( { a n } , d O ) ) 

Се ркоагмил diilnJJ: unz L 1 ( Р ) - meóuAe 6tochcu>t¿qu<¿ и a.ppanJ:znawt à ^ (L^P)), 

рал £а leZcu&on : 

H Ü a n } XF) = 1 F v a n . 

La, meó иле cíe Po£2ayió cíe y e4¿ m . 

Démonstration. 

On prend ^ *Vir г 6.4.1 est évidemment sa t i s fa i t e . 

D'autre part, l e processus Y = J Е(1 ? | ч^ ^ ) 1 ̂  j est prévis ible et deux 
n ^ n n 

versions de ce processus sont indistinguables. 
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Les hypothèses du théorème 6.4 sont donc sa t i s fa i t es . On pose alors 

V = llr -, = y ( { a } x ft) d foù 6.5.1 en réécrivant 6.4.3. 
a la / n 

n n 

(7^ étant dénombrable 6.5.1 implique l ' un i c i t é à 1 f ind is t inguabi l i t ë près. 

Enfin 6.4.3 implique que V = y ( { a } * Í2) est mesurable pour la a n n 

tribu V = AÍa } C e q u i ^ P 1 ^ 1 1 6 c l u e v e s t p rév i s ib le . 
S é { a } ^ n 

n 

6.6. COROLLAIRE. 

Soit T - U 0,1]) C m d 

Soit (À ' = { D s , t l , 0£s<t£l 

On suppose donnez une ^amitié croissante Ô*t)t e — cíe ¿ooó tribus completes 

de°b ; on suppose egalment que pour A « ]] s , t ]] = C ^ S * ^ 0 / ^ m a n e 

me¿u/ie adm¿ó¿¿6£e. I£ existe alors un processus continu à droite adapte à 

^ t ^ x ' U¥tM11^ * £'¿n(itó^nguab¿£¿£é p/t£ô e t vérifiant : 

6.6.1. v v t e T 

E U , V » ; | e ( 1 f | 4 s J 1 ^ ( 3 ) dm. 

Ce processus est le processus de repartition d W f c ^ W - m e ó u / i e stochastique y 

appartenant à ^ P ) ) . La mecate cíe Voleans de V u t m. 

Démonstration. 

Les hypothèses du théorème 6.4 sont sa t i s fa i tes pour la famil le ( ^ _ ) t e r 

En ef fe t s i t «A - D a,bU o n a | A ^ a C Í * S ¿J* t ? s : a < s < t 

^ A Ç ^ t _ d'où 6.4.1. 

D'autre part, l e processus Y = E ( l F / Í ^ _ ) T € T est continu à gauche et adapté 
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à f^Jj.gj et d'après LU, cela implique q u ' i l est p rév is ib le ; i l est 

f a c i l e de v é r i f i e r que la continuité à gauche et la structure de T 

impliquent 1 ' indist inguabil i té de 2 versions de ce processus (même raison

nements et mêmes résultats que dans l e cas où d = 1) . 

D'après 6.4 i l existe donc y élément d e ^ (? ) ) vér i f ian t : 

v F 6 ^ V A ^ d r 

f *A d V A 
E ( 1 F y(Axfi)) = E( l /3» ) l A ( s ) dm où y(A x fl) = - p ¿ - , VA étant la 

mesure signée et bornée t e l l e que : 

V F ë i » v A ( F ) - ÍE(1 F/J* a_) l A ( s ) dm. 

Comme m est la différence de deux mesures admissibles pos i t ives , nous 

supposons d'abord que m est pos i t ive . 

Soit V = lï(l]D,tII x fi) ( t S T ) , i l exis te alors QQ ^ t e l que P(fl*) - 0 

et ¥ W € fl v t , V t ' €<qj d H ]] 0,1]] - T Q avec t < t ' •* 

A № , t ' ] ] ¿ ° -

Définissons alors ( v

t ) t e j e i * posant : 

V (w) = lim V (u) s i w € 
ü sVt 3 ° 

seT Q 

V t(üJ) = 0 , sinon. 

V ainsi déf in i est continu à d ro i t e , integrable. I l v é r i f i e A A V > 0 Pps 

V A e t , E ( 1 F V t ) - lim E ( l p V g ) = lim Ç Ul¥\j l ] ] 0 , s ] ] ( u ) d m 

sST0 s6T 0 
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Toujours d'après 6.4 y(A x íí) = A A V est mesurable pour la tribu 

, soi t alors A - Uo,tI| , on a V ^ = ̂  donc V est 

adapte à C 5 t j t e r . 

L 'unic i té à 1 ' indist inguabil i té près provient de la structure de T et 

de la continuité à dro i te . 

6.7. "COMMENTAIRES 

6.7.1. La p r ë v i s i b i l i t ë de V n 'est pas immédiate,* Quand d = 1, e l l e se 

prouve en u t i l i sant des temps d'arrêts ; quand d « 2, en u t i l i sant des 

l ignes d 'arrêts et l 'hypothèse F ^ ( [ 4 ] , [ 9 ] ) . Si V est continu-, les 

hypothèses de [ 1 ] , impliquent la p r ë v i s i b i l i t ë . 

6.7.2. On peut toujours trouver ^ tP t£T s a t * s f a i s a n t à 6 .4 .1 . en posant 

•*«- j u V ( v o l r [ 1 ! ) 

t€A 

6.7.3. Si on peut se restreindre à c/t dênombrable, 6.4.4. devient : 

6.4.4. s i v est un élément i ( P ) ) vé r i f i an t 6 .4 .3 . , alors 

y(A*ÍT ) = v(AxSÎ) P.ps V A S j t . (Les processus (y (A x Q) ) ^ ^ et 

( v ( A x f t ) ) A £ ^ sont indist inguables) . 

Le théorème 6.8 qui suit ne nécessite pas la régular i té de l 'espérance 

conditionnelle par rapport à une famil le ( ^ t ) t ^ de sousr-tribus de 0 ^ , par 

contre on u t i l i s e une hypothèse d f êqu i in têg rab i l i t ë . 

La méthode u t i l i s é e est à rapprocher de c e l l e de Orey pour les F-processus [ 13] . 
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6.8 THEOREME, 

Soit m unz теоиле adml6*lblz. On шрродг qu'il zxlbtz une. *uUz 

^ = { ( A n ^ ) i - l . . . i ( n ) } de paAtltionà de plub zn pluà {Inzb de т рал 

de-6 zlzmzntà de i Â zt quz Jç = { А п

± i = l . . . i ( n ) , n € in } 

On дирродг zgalwznt quz : 
6.8.1. V £ > 0 3 n V F : P (F) < Л р 

- |m| ( f ° E P (1 /-Й ) l A n ( s ) ) ' < £ 
i-1 <?Ai i л 

Alou IL zxa>tz un zltmznt u de v ( L i ( p ) ) dz mz&wtz dz VolUm m , dz 

pùu> ? a 4 у ( а х Я ) га* в У д £ A

n -телиллЬге. 

a J ç a 1 

Démonstration. 

Nous supposons d'abord que m est pos i t ive . Et pour F £ ^ et A ̂ c^T on pose : 

yÂ(F) = f i l E ( lF 7K> X A ( S ) d m ' 

Afin d ' a l l éger les notations, nous introduisons ФП : 

donc v \ ( F ) - Ф П (Р) l A ( s ) dm. 

V n (F) a bien un sens puisque ф П(Р) est p révis ib le borné, фП(Р) est déf inie 

à un processus evanescent près et 1^ est prévis ib le borné. 

De plus V1 1 est une mesure pos i t ive bornée sur (£2,^9, absolument continue 
ci. 

par rapport à P. 
d v n 

Soit alors g n

A = -ff 
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On a : V F € E ( g n

A l p ) = v N^(F) = | $ N(F) 1 A dm. 

et 6.8.1. implique que : V £ > 0 3 n £ : P(F) £ X] $ N(F) dm £ £ 

donc : V £ > 0 3 n £ : P(F) < n £ ~ Z(gn

A l p ) < e . 

Comme E ( g n

A ) £ m(A xŒ) £ m(T x fi) , on peut affirmer que ^S^^nON 

est équi-integrable. 

Alors pour chaque A i l exis te une sous-suite qui converge faiblement, 

mais étant dénombrable, on peut, par un procédé diagonal, trouver une 

sous-suite {g A > qui converge faiblement pour tout A élément de CA?. 

Soit g A - l i m g n k

A . 

£ r 

Pour D élément de 5L1 » D 3 I A.X F., on pose : y(D) * I l

v §A # 

i-1 1 1 i - i - i i 

On a évidemment pour A x F élément de :£> : y ( A X F ) » 1^ g A - 1^ U(AXŒ) 

D'autre part, l f app l i ca t ion qui à A associe g^ v é r i f i e 

r r L I 

i-1 A i i-1 1 V 

en e f fe t on a V F S 

r r r 
E(g^ 1 ) = $ n ( F ) 1 dm - l * n ( F ) l . dm 

J i-1 J i 

i-1 Ai F i-1 A i F 

ce qui implique que 

K ( 8 A l P > - X 

Alors y est bien déf in ie sur 5^' et est addi t ive . 

y est pos i t ive , pour v é r i f i e r que U est un élément de ' ^ ( L ^ P ) ) , i l 

suff i t donc de v é r i f i e r 6 .2.1. 
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mais on a pour D = £ (A.x Q) ; A.<= ¿fc 
i-1 1 1 

r 
E(U(D)) = l E(g. ) 

i-1 i 

et E(g ) = lira E P ( g " ) = m(A.x fi) 
A i n A ± i 

d'où E(y(D)) <_ m(T *Q) 

I 
et V A <= E ( y ( A * f l ) ) = m(Ax Q) 

m étant une mesure bornée, les inégal i tés précédentes impliquent 6.2.1. 

Soient maintenant A élément de C/fc et F élément de ^ , alors on a 

E ( 1 F g " ) - j $ n ( F ) 1 A dm 

i l est f a c i l e de vo i r que cet te re la t ion sTétend à Y variable a léatoire 

^--mesurable bornée et en par t icul ier à Y * ECIp,| V ^ ^ n . , C A)), 

On remarque alors que, A étant f i x é , -j" n

0

 t e ^ 3 u e v nÜ n

0>
 o n a ¡̂E. ̂  o u 

A^ ^ A « 0 , alors pour n ^ n Q on a 

E(Y g » ) - J I E ( Y / ^ A n ) l A „ 1 A dm 

" í I ^ V ^ A n ) ^ L A d m 

- E ( 1 F * 

et par suite de la convergence fa ib le 

E(Y g A ) = E ( 1 F g A ) 

ce qui implique que g A est mesurable pour vfc n , pJl C A.\ 
A ^A^ i 

Enfin s i F € ^ a , on a V n ^ nQ E ( l p g*) » m (A x F) 

d'où E( l_ g . ) = m(A x F) et my = m. 
r A 
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Remarquons que l fhypothèse 6.8.1. est un renforcement de lAhypothèse : 

m ne charge pas les ensembles évanescents. 

D'autre part, s i i 3 V ® P, 6 .8.1. est automatiquement s a t i s f a i t e , m est 

de cet te forme quand c 'es t la mesure de Dolëans d'une L^(P)-mesure stochastique 

y ' t e l l e que y ' ( A * Q ) soi t indépendante de ""m a . 
6 A 

7 - DECOMPOSITION DE DOOB DES L^(P)-MESURES STOCHASTIQUES (p >1) 

7,1 NOTATIONS ET DEFINITIONS 

Pour p_>l, nous notons (J'i l'ensemble des L^(P)-mesures stochastiques 

de mesure de Doléans nulle* 

Si une mesure stochastique y est déf in ie par un processus X, au sens du 

paragraphe 4, nous dirons que X appartient à i ^ . ( L (P)) , ( res î >f(L T , (p)) )s i M 

appartient à Ji <L ( P ) X r e s p . ( Y ( L (P ) ) . 

Le but de ce paragraphe est de montrer que, sous des hypothèses assez 

générales , une L^(P)-mesure stochastique y admet une décomposition de 

la forme y - + ^2 ° ^ ^1 a P P a r t : * - e n t à 
(L 1 ( P ) ) et U appartient 

à ^ ( L ^ P ) ) (on a donc mV = m y 2 ) • 

Les théorèmes et coro l la i res 7.2 à 7.6 établissent cet te décomposition en 

u t i l i sant la mesure de Doléans m et les résultats du paragraphe 6 

(théorèmes 6.4 et 6 .8 ) . 

Le théorème 7.7 é tab l i t la décomposition en u t i l i sant { V T Cu)} . 

Dans l e cas où i l exis te une correspondance entre mesures stochastiques et 

processus stochastiques, nous donnerons la décomposition correspondante des 

processus. 
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Notons que, pour d » 1, T » ]0 , a ] , un élément de «/i? ( L ^ ( P ) ) correspond, 

sous les hypothèses habituelles à une martingale ; pour d = 2, T = ] 0 , a ] ] 

un élément de </ l j (Lj(P)) correspond, sous les hypothèses habituelles également, 

à une martingale f a ib l e , 

7.2. THEOREME 

Soit y une Lj(P)-текиле AtochaAtlquz ъип. ( t x Œ . < $ ) . 

On лирролг qu'il zxlMte. une. ^arrUZlz 6 ^ t ) t G Y , de 6ouà~t/ilbu& aompllteA dz°i\ 

vêAl^lant 6.4.1 et 6.4.2. 

А£оЛ4 y - jĵ  + y 2 ой y appa/utlznX, à « A C L ^ P ) ) , У 2 appcuitlznt à 

^ ( L ^ p y ) . Ре р£об, y 2 родлЫг 1ел ркорплЛЛеь AtuivantzA : 

7.2.1 V , V A€6/fr 
> 

E ( 1 F У 2 ( А х П ) ) , J E ( l F / ^ s ) l A ( s ) dmy 

ce çtu. Implique. : 

7.2.2 4^ v ea* un. ellmznt de >^ (LjCP)) v&U£lant 7.2.1 о£ол* 

У 2 ( А x n ) » v ( A x f t ) p # p^ роил chaque. A eZëmznt de. ut • 
7.2.3 ц 2 (А x д) e** телилаМе. роил la tnU.Su s ^ A ° f c s ^ текиле de 

Po£ëan4 de y 2 e4£ m y . 

Démonstration. 

..y étant une L^(P)-mesure stochastique, sa fonction de Doléans ra^ s'étend 

en une mesure admissible sur (T x Q9Q) ( 5 . 5 ) . I l suff i t alors d'appliquer l e 

théorème 6.4 à m*1 pour obtenir y 2 et les propriétés 7 .2 .1 , 7.2.2 et 7.2..3 . 

http://tnU.Su
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I l est évident que y ~ ^2 * W l appartient à ( L ^ P ) ) . 

Notons également que 7.2Л peut s 'écrire sans u t i l i s e r m^ . Soit <}>(F) l e 

processus t e l que : 

<f>(F)t = E ( l F ^ A t ) 

alors 7.2.1 est équivalent à 

7 . 2 . Г V F 9 Ч к G & 

E ( 1 F У 2 ( А * П ) ) - Е ( у ( ф ( Р ) 1 А ) ) . 

7.3 COROLLAIRE. 

Soit T = { ( a } ff -Л zt = { { a } e « } . So6t y une L- fP) -тгбиле n n с Б n n ^ H 1 

Stochastique sur (T x Я /3 ) • 

А£олл existe un processus prévisible v unique à V Indlstlnguablllte près 

et vérifiant : 

7.3.1 V n € Б , V F J 1 F V a dP » Е ( 1 р / ^ а } )пЛ{а пЬ du>) • 

Ce рл.асеД4а4 dl&lnit une LjCp). -текиле stochastique y 2 appartenant à 
x f ( L ( P ) ) , рол £a relation : 

z n n 

Ре р£об £<x етебиле de Voléans de y ea£ т у , ce ço-c Implique que 

y » y - y 2 appartient J ^ ( L J ( P ) ) . 
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Démonstration:évidente* 

7.4 COROLLAIRE 

Soit T = (a } - « et { { a } n P Ж 7 > . So£t X = ( x . ) . ~ T un piocu&iLb 
n n . n n e JN t t ^ = T 

de dznsitz dz mcu>AZ6 définissant unz (V)-mzsuAz stockastiquz. 

Мопл X = M + V 

OU v-6 V^'a^p)), м ^ а ^ р ) ) . 

p£aà >c£ zxÀstz unz décomposition, unique à V incUstinguabiZitz pKzs, tzttz 

quz V Soit pKZvisiblz, Zt on a » Е(Х а {a p 

Démonstration 

Soit Ц la mesure stochastique associée à X. 

Le co ro l l a i r e 7.3 implique l ' ex is tence de V prévis ib le appartenant à V ( L ^ ( P ) ) 

et de M élément de л ( L X ( P ) ) t e l s que X - M +• V. 

D'autre part, V F ^ ^ . | a } on a 

E(l X a ) - E(l V a ) 
F n F n 

V étant prévis ib le cela implique que 

Ce qui implique (comme dans l e cas T * U) l ' un i c i t é à l ' ind i s t inguabi l i t é 

près. 

7.5 COROLLAIRE. 

SoiX T = Л 0,1П £ * d 

Soit ut- ( ] ] s , t ] ] , 0£s<t<JL> . 
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On шрролг dormit une, ^amlttz сло1ма.п£г. ?$[)t <= ^ > &оид-&и.Ьил computer 

dz "y* ; on AuppoAz zgaZzmznt quz, роил A = B s , t ] ] w л . 
rj s 

Soit y unz ь 1 ( Р ) - т е л а л г stochastique zt x son processus dz bipartition. 

kloKS X = M + V 
ой v appaAtiznt à t ( L ^ P ) ) zt M appcwUznt a uij (L^P)). 

Vz plus, IL zxistz unz décomposition uniquz à Vindistinguabititz ptizs tzttz 

quz V soit continu à dAoitz, adaptz à (̂ t.̂ € y ^ u ^ ^ e : 

6. 6.1 V F € c ^ , V t € T 

E(l V . ) - l E d p l ^ )1 ( s ) dm^ 
F t J F s- ] ] 0 j t ] ] 

Demonstration. 

D'après 6.6, i l exis te un processus V appartenant à ( L ^ ( P ) ) , continu à 

dro i te , adapte à C$t0 ^ T > vé r i f i an t 6.6.1 et t e l que la mesure de Doléans 

associée à V soi t égale à m^ . 

I l est alors évident que M » X - V est un élément de Л, ( L j C P ) ) . 

L'unic i té est immédiate d'après 6.6. 

Remarquons que 6.6.1 s ' é c r i t également 6 .6 .1 ' V F , V t ^ T 

E ( 1 F V t ) = Е (М(Ф(Р)1 ] ] 0 ) С ] ] ) 

où <j>(F) est l e processus prévis ib le t e l que (}>(F) = E(l ) . 
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7.6 COROLLAIRE 

Soit y unz L 1 (Р)-гие<$иле *tochaotique.. On t>uppot>z qu'^£ zxlàtz unz buiXz 

( т п ) п G ^ dz pa/Ul£lont> dz plu& zn plub £lnz6 dz т 4а^сб^аХбак1< aux 

kypotkzAZA du thzoïzmz 6.8. 

On AuppoAZ zgalwznt quz mV la mzàuAz dz Volzan* dz y AaXlbfalt à 6 .8 .1 . 

Mou y - ]il '+ y 2 ou appanXlznt a ^ d j C P ) y 2 appantlznt à V C L ^ P ) ) . 

Ре р£аб V A s cà" , y ( A x iï) z*t v в )-mzàuAablz. 

U i ; a ; £ a l'Ay 

Démonstration immédiate à part ir de 6.8. 

7.7 THEOREME 

So^ t y cme L 1 (P)-me^o/Le btozhoAtlquz. On 6uppo6z qu'il zxlbtz unz Aultz 

( x n ) r i E N dz рал£И1оУ1Л ilnlzà dz plu& zn pluà {Inte dz т zt quz üfc z&t 

V' znbwblz dz& zl&nzntb dz сед рал£1Л1опл. 

On Auppoàz zgalwQjfit quz ^ v T n ( u ) } n € N ^ zqulintzg^blz. 

Шпл y • y x +У 2 ой У Х appanXlznt à v^CL ^ P ) ) zt У 2 appantlznX à 

Vz plub y(A*Œ) zàt mzAuAablz роил la tnlbu : V t?< 

n , i ; A*C A d A^ 
( т п » CaJ , i - i . . . i ( n)U 
Avant d'aborder la démonstration, nous allons f a i r e quelques remarques. 

7.8 REMARQUES. 

7 .8 .1 . Si T = ]]0,1]] C ] R d , sous les conditions habituelles, la suite 

( T n ) n € N déf inie à part i r des dyadiques convient. 
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7 . 8 . 2 . Si y est une L^P)-mesure stochastique, on sait que c 'es t 

également une quasi-martingale (5.2) et donc { V n ( y ) } QJ e s t borné dans 

L ^ ( P ) . Si y est une L^(P)-mesure stochastique avec p>l, alors V T n ( ] i ) 

appartient à L p ( P ) et ÍV n ( y ) e s t équiintëgrable dès q u ' i l est borné 

dans L ( P ) . 
P 

7 . 8 . 3 . Si T = ] 0 , a ] £ TR et s i y est une L^(P)-mesure stochastique t e l l e 

que l e processus de répar t i t ion X associé à y soi t un F-processus borné, 

alors ^ " ( ^ ^ S n e s t équiintëgrable [ 1 3 ] . 

7 . 8 . 4 . Soit y t e l l e que E (y (Axf t ) / ^ A ) _> 0 V A S C/fc et so i t m sa mesure 

de Dolêans, alors V F ^ 5 * , V A ^ ck 

|m| ( E ( 1 F ^ ) . 1 A ) - m ( E ( l F/g A ) . l A ) - E ( £ ( 1 ^ ) y(AxQ)) 

- ECEtyjp E ( y ( A x f i ) / | A ) ) 

- E ( l p E ( y ( A x n ) ^ A ) ) 

d'où 

|m| E P ( 1 F / ^ ) l ^ ( s ) ) = E ( 1 F . E ( y ( A n x Q ) / | ^ ) ) 

= E ( 1 F V ^ ( y ) ) . 

Dans ce cas l'hypothèse : {V '^W) î n Q j e s t équi-integrable, est équivalente 

à l 'hypothèse 6.8.1. 

7.8.5. Si T = W^t íSN e t y L i ( p ) - m e s u r ^ stochastique, alors d'après 5.2, 

on a : E ( £ | E ( y ( { a > xfi)/¿ír O | < + » . 

d'où l ' êqu i in t ëg rab i l i t ë de { v T ( y ) , T ^ } (vo i r 5 . 1 ) . 
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On montre a lors , directement que et ^ définies par : 

( v ( + ) ( U ^ x f l ) = (E(p({a n}xfiy^. }))
 + 

I * 
Lv ( - ) ( { a j x f l ) - ( E ( y ( { a n } x f l ) / ^ f , ) ) " 

n a / via j 
0 n 

définissent des (P)-mesures stochastiques ( 6 . 3 ) , que - ^ ^ ( L ^ P ) ) 

et que y - ( v ( + ) - v ( - ) ) ^ ^ ( L j C P ) ) . 

Démonstration du théorème 7.7. 

Soit X n - (AXF, A6T n , F ^ A } 

On note F G ^ l ' a lgèbre engendrée par 3 ^ . . 

I I est f a c i l e de v é r i f i e r que 51/ 3 8 V S V . n n 

En e f f e t , on a J ^ £ ^ * « J n £ ^ * U & ' n Cf tV 

Réciproquement, soi t D élément de 3^', alors D est une réunion f i n i e , d i s -
n 

j o i n t e , d'éléments de on peut même écr i re que D * £ A i X F i > ^"i^^^i^^rA 

et A ^ Aj » 0 s i I l exis te alors un indice nQ t e l que A^ x F^ appar

tienne â <yV pour tout i appartenant à (l...r}. En conséquence D appar-

n 0 

t ient à a; et C U ^ 
o n 

n étant f ixé ; soient AxF € j& e t y n ( A x F ) - 1_[ E(y (Axfl) |3 )] + 

n F J A 
Pour D élément d e & ' n > D = £(A* xF ± ) on pose : y n ( D ) = £ y n ( A * x f ± ) " 

i i 

Soit h n » J l { ( E ( y ( A n X Q ) | ^ ) > 0} L A n 

h^ est un processus p rév i s ib l e ,pos i t i f , borné par 1, e t , pour D élément de 

3 î i 
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et U(h n 1 D ) = l 1 l { E ( u ( A n x f i ) | ^ ) } UCA^XQ) 
1 1 1 ± 

d'où 

E(y(hn 1 D ) ) = I E ( l ^ l { E ( u ( A n x f l ) | ^ < o} E ( u ( A j x f i ) / ^ n ) i 

i i 

= l E( l (E(U(A° ^ ) | ^ A n ) ) + ) - E ( p n ( l D ) ) 

En conséquence, comme l i n (D) 21 0, on a : 

E ( | y n ( D ) | ) = E ( y n ( D ) ) » E(u(hn 1 D ) ) £ |m y | ( D ) . 

r 
Soit maintenant D éléments de % ' de la forme : D * £ (A.xQ) 

i= l 1 

avec A^^HAj = 0 s i i^ j • 

I l exis te un plus pe t i t indice nQ t e l que, pour tout n > . n

0 >
 D appartienne 

à % ' et y n ( D ) = l 1 y n ( A n xfl) avec F - 0 ou fl 
n i F i i 1 

On convient que y n ( D ) » 0 s i n<nQ. Alors on a : 0 £ y n ( D ) £ V ^ C y ) . 

Ce qui implique que { ^ W ^ Q J e s t ëquiintégrable. 

L'ensemble des éléments D de la forme précédente est dénombrable. On peut a lors , 

par un procédé diagonal, trouver une sous-suite, notée également d - ^ ^ Q j » t e l l e 

que, pour chaque D de la forme précédente, la suite ^ n ^ ^ n € i N c o n v e r § e 

faiblement vers une l imi te que nous notons V ^ ( D ) . 
r 

Soit maintenant D » J A. x F . , un élément quelconque de5L ? , e t , so i t 
i-1 

v ( + ) ( D ) » ? 1 v ( + ) ( A . x Q ) , on a évidemment v ( + ) ( D ) - 11m u n ( D ) (avec la 
i= l i n-^H» 

convention que y n ( D ) * 0 s i D £ 

Vérif ions que est une L^(P)-mesure stochastique pos i t ive ( c . à . d . un 

élément de V ^ C L ^ P ) ) . 

.11 suf f i t de v é r i f i e r que les hypothèses du théorème 3.2 sont sa t i s fa i t e s . 
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Commençons par l T a d d i t i v i t é de v ^ + \ Soient D et D' éléments de $J t e l s 

que D n D f =0. I l existe alors un indice n t e l que : V n > n , D et D' 

appartiennent à S L ' n et y n ( D ^ D T ) = y n ( D ) + U n ( D T ) , ce qui implique, en 

vertu de l ' un i c i t é de la l imi te fa ib le que : 

V ( + ) ( D U D T ) = V ( + ) ( D ) + V ( + ) ( D ' ) . 

Comme l'hypothèse 3.1,1 est trivialement sa t i s fa i t e , nous passons à 3.1.2. 

(bornitude dans L ^ P ) de V ( + ) (S , 1 ) ) et 3 .2 .1 . 

Par suite de la p o s i t i v i t ê de et de la convergence f a ib l e , on a : 

V D S & j E ( | v ( + ) ( D ) | ) - E(V + (D) ) < Lim E ( y n ( D ) ) 
n-H-00 

d'où 

E ( | v ( + ) ( D ) | ) < |m y | (D) £ |m y | (T*îî) < + « . 

Ces inégal i tés impliquent évidemment 3.1.2. et 3 .2 .1 . 

Soit maintenant, pour A X F 

^ ( A X F ) - 1 F (E(y(AXÎÎ ) / ^ A ) f 

Nous définissons (^ n ) n e]f j P a r : 

k n s l 1 { E ( p ( A n

i x Q)/Ô n ) < 0} \n 
J a ± i 

Le même raisonnement que précédemment s'applique à la suite C ? 1 ) ^ ^ • 

I l est f a c i l e de vo i r qu'on peut trouver une sous-suite extrai te de la suite 

( y n ) n € ^ et une sous-suite ext ra i te de la suite ( ï ^ 1 ) ^ ^ ayant même ensemble 

d' indices I et t e l l e s que : 

V D €3J , ( y n ( D ) ) n € l converge faiblement vers ^ ^ ( D ) , 

( y n ( D ) ) n € l converge faiblement vers V ^ ( D ) , 

v + et v " étant des éléments de ^ ( L j C P ) ) . 

Comme on a de plus : 

( E ( U ( h 1 ) ) = E ( y n ( D ) ) 
» n 6 » , ? D 6 X ' ; 1 ^ * E ( y ( l n ) ) = E(y n (D) - y n ( D ) ) 

LE(y(k 1 ) ) = -EÔTCD)) 
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on a :m U(D) = E ( y ( l D ) ) - E ( v ( + ) ( D ) - V ( _ ) ( D ) ) . 

On pose alors = - \ ) ^ \ 

Pour la mesurabilité, on remarque que, s i A est un élément de 'X, alors 

pour n assez grand, on a : 

U n ( A x f i ) = l u n ( ( A n A * ïxft) = l ( E ( y ( ( A H A n )xft)/TJ ) f 
i , 1 <4 n 

Â * Ç A 

y n (Axfi) est donc mesurable pour V ce qui implique que v ^ + ^ ( A X Q ) 
n^i (TA" 

A í Ç A 

est mesurable pour V \a 
n , i ¿f A n ^ 

A i S A 

7.9. DEFINITION. 

POOA p>l AOÁA ~^¿>Mj (L ( P ) ) = -AC(L ( P ) ) ( P ) ) 
— P P P 

( %^ consiZApond à : ¿wi-maAtíngalz !) 

7.10. THEOREME. 

SouA IZA hypotkzAz* cfeó thzotàmzA 7-2 ou 7-7 ou du COKOWUJIZ 7-6, on a 

ÎqulvaZzncz ZYI&IZ 

7-10-1 y e¿í une. L ^ P ) -mecate AtochaAtLquz 

U : 

7-10-2 y f S ^ L ^ P ) ) . 
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ADDITIF. - PROCESSUS CROISSANTS -

Nous supposons, pour f ixer les idées, que T - ]]0,1]] Ç TF^ 

( l e s résultats restent valables pour tout in te rva l le ]] a,b ]] £ 3R , 

a et b f in i s ou non). 

Nous supposons que <Jj » { ] ] s f t ] ] s,t E T } . 

Nous rappelons d'abord la déf ini t ion usuelle d'un processus croissant. 

A . l - DEFINITION. 

Un pnoczAbuA v » ( v

t ) t e f a va£eu/i4 tâztlzb zt>t appzlz ptocte&uA 

¿1 v eô£ na£ ^ua £eô axe* ; 
II) AAV > 0 V A € (/t A — 
l e p/ioceô4uô e6 t ctXt continu à d/ioltc (en ahKZQZ : c.<x.ct\) veuille : 
>&) V t € [[0,1]] V t - lim V f 

t ' + t 
t ' > t 

A.2 - PROPRIETE. 

Soit v an pnoc<u*uA cAolbAant c.a-d., a X o ^ pou/i -toate 4u^te dèciolàAantc 

(A ) - _ T d'U&nzyùU dcot, toile que n A * 0 on a : lim AA V - 0. 
n n n 

Démonstration. 

soi t - ]]s . t ]] , la suite (A ) étant décroissante, on a : 
n n n n n*=N 

n - ^ ] ] ^ ... 2 ] ] . n f t g ] D ] ] S n + i > , t n + l ] ] 
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La suite ^ s

n ^ n € ] N e s t u n e s u ^ - t e croissante et majorée, la suite ( t

n ) n ^ ^ e s t 

une suite décroissante et minorée ; ces deux suites sont donc convergentes, 

soient a et b leurs l imites respectives, on a a^b. 

Supposons que a<b et plus précisément que a*" < b * V i = l . . . d , alors 

]] a , b ] ] ^ 0 et ]]a,b]] C H ]] s f t ]] ce qui est contradictoire en 
_ n 

conséquence j j € { l . . . d } t e l que a J • b J . 

Supposons que < • b^ V n ^ l alors b G ]] s n . t n ï ï et b € ft ] ] s > t ]J y 

. n n 

ce qui est contradictoire donc â  • b J implique que - a J = b J à part i r 

dfun certain rang. 

On a alors 0 < AA V < V - V, . 
— A — t b n n 

En e f f e t , s i s ^ A n , on a, V i G ( l . . . d > s 1 < t ^ 1 et donc s ^ ïï o , t n ] ] , 

e t , s i a! = b^ s ^ - â  = b^ à part ir d'un certain rang donc ŝ  > b ^ , ce 

qui implique que s ¿11 o ,bH , on en déduit que A n ^ I I o , t D - ] ] o , b ] J , la 

p o s i t i v i t é de V implique alors l ' i n é g a l i t é . 

Par suite de la continuité à droi te de V, on a : lim V = V. 
t b 

n n 
d foù lim A v = 0. 

n A n 

A.3 . PROPRIETE. 

Soit V Un plOCZAAlM CAoiàACLnt C.CL.d. 

i) Si v ut {ini PpA, v ut lz ptocuAuA dz AzpoAtition dtunz L ( ? ) -

mzàu/iz AtockciAtiquz. 

ii] Si V z*t iwtzgiablz, v ut lz pioczàAuA dz AzpaAtition d}unz 

LjCP) -muuAz AtochaAtiquz. 
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Démonstrat ion. 

i ) résulte immédiatement du coro l l a i re 6.2 ( la convergence simple implique 

la convergence dans L ( P ) . 
о О 

i i ) résulte également du coro l l a i r e 6.2. ( la convergence simple dominée par 

implique la convergence dans L ^ ( P ) ) . 

Notons que la condition 6.2.1. i i ) devient, pour V processus de répar t i 

tion d'une L^(P)-mesure stochastique : 

V (A ) r*, A € JQ h \ Ф lim I |ДА V| I « Q. n n € Ж n n M A M p n n r 

condition qui est plus fa ib le que Al in.) . 

Notons également que, deux modifications c.a.d, d'un mime processus sont indis-

tingables (démonstration identique au cas où d = 1). 

A.4 . PROPOSITION. 

Soit y un zlemznt dz + ( P ) ) UL zxxAtz сЛопл un ркосоллил v cAo<U*ant, 

c.ci.d., uyiiquz à V Indlàtlnguabitltz pn.zs, tzt quz : 

v t
 s y(]] o,tD x й) Pp* роил chaquz t. 

Démonstration. 

Soit W - y(]] o,t]] x fi ) s i t 6 T 
{ о s i t € [[0,1]] - ] ] o , l ] ] 

Soit D l'ensemble des éléments de T à composantes dyadiques. 

Soit y élément de x f i ( L ( P ) ) , on a Л W >0 Pps pour chaque A élément deu/. 
T p A 

I l est alors facile de voir qu'il existe QQ tel que P ( f l Q ) - 0 et Д д V > 0 

pour tout A élément de Л de la forme Ds,t]] , s€ D, t€ D. 
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Soit alors V = lim W , 1Q 
tvkt o 

(On pose = ) 
""o 

V est bien défini. De plus, si A = ]] s,t]] , il existe une suite ( A

n ) n e ^ telle 

que A - ]] s . U ] , s.t S D et a ( A . I ) •*• a ( A , I ) V I £ { l . . . d } , • " 
n n. 4

 u n II 

a ( A n , I ) e D et te^n'^nfEu suite décroissante, 

alors A A W - J e 1 (W a ( A - W a ) 
n i n n 

n o 

D'autre part, on a : lim | |A W| | = 0 quand A

n

vJ>0 e n par t icul ier s i 
n n P n 

A n - ] ] o , t n ] ] avec t Q e D , t Q \j t , t € [[0,1]] - ] ] 0 , 1 ] ] . 

Ce qui implique que ; lim ||W II » 0 
a

 t n P 

quand t ^ 0 » t

n ^ , t » t € J o , t ] ] - ] ] o , l ] ] , donc (Wfc ) tend vers 0 
n n € B 

dans L ( P ) , comme (W ) converge simplement, on a nécessairement 
P n n e ]N 

11m W - 0 Pps. d'où V - 0 pour t S [ [ o , l ] ] - ]] o , l ] ] . 
n n 

Examinons maintenant l e problème de la continuité à droi te de V 

on a. s i t et o) € n n o 

0 < V ,(co) - V. (co) < W , (oo) - V f o ) ) où t f €D et t +h > t ' > t n " " t L — t t n . n n n n 

n n 

mais W , (co) V (w) d'où V ( o ) V (w) 
n c V fc 

( ( b n ) ) n G ] N est une suite t e l l e que h ^ 0 ) . 
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