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"SUR L'ORTHOOONALITE DE DEUX LOIS DE PROBABILITES 

CORRESPONDANT A DEUX PROCESSUS DE MARKOY 

Abdul Raouf DARWICH 
U.E.R. de Mathématiques 
Université de RENNES ! 
Campus de Beaulleu 
35042 RENNES CEDEX 

RESUME 

Dans ce travail on donne une condition nécessaire et suffisante pour que deux lois de 

probabilités P et Q correspondant à deux processus de Markov soient orthogonales. Ce résultat 
Loc 

est indépendant de l'hypothèse P « Q qui a été exigée dans [5] , [8] , [11]. 
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INTRODUCTION ET NOTATIONS 

Soit ( Q , a) un espace mesurable, P et Q deux probabilités sur ( 0 , a) l'intégrale 

d'Hellinger d'ordre a 0 < o ( < l d e P e t Q e s t défini par : 

H a (P ,Q) = J Q P
a q ' " a dy, où y est une mesure o-finie, dominant P et Q et p, q sont 

les densités de P et Q p8r rapport à y resp. 

Ona: P l Q < s > H a ( P , Q ) = 0 

voir par exemple [2 ] , [4], [5 ] , [6], [7 ] , [9 ] , [10]. 

ex» 
a) 51 (a y . , est une suite croissante de sous a-algèbre de a qui engendre a (i.e a = a { U a l n n > 1 , n 

alors on a : 

H a ( P , Q ) = l t a ^ + 0 0 H a ( P n , Q " ) 

P n , Q n sont les restrictions de P et Q à la tribu a n resp. 

t ) soient ( X n ) n | , ( Y n ) n ^ j deux suites de v.a définies sur ( 0 , a) à valeurs dans un 

espace discret E : on suppose que ( Q , a, P, ( X n ) n ^ t ) , ( 0 , a, Q, ( Y n ) R p sont deux 

processus de Markov. 

Notations 

1 * ) On note par : 

p. = P(X, = i) ; q i = Q(Y 1 = i) et pour tout n > 2 : 

p n = P ( X 1 , . . . , X n ) ' Q n = Q ( Y , Y n ) 

P 1 J ( n ) = P ( X n = j / X n _ 1 = i ) ; q . j ( n ) = Q(Y n = j / Y n _ 1 = i ) 

Soit IR(n) une matrice définie par : 

n 3* 2 ; R (n) = ( r { J ( n ) ) j j € E et I R ( n ) = R (2) X....X R (n) 
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2 # ) Pour tout n > 2, soit g n une fonction définie sur E comme suit : 

pour tout 1<EE,g n ( i )= Z r[n) 

on suppose que: Pj > 0 , q 1 > 0 pour tout i € E. 

I - Proposit ion 1 

Pour que P 1 Q, il est nécessaire et suffisante que pour tout i € E on a : g ^ i ) -+ 0 

lorsque n +oo. 

Démonstration : 

Ona: P 1 H m n ^ + o o H a ( P n , Q n ) = 0 ; 0 < a < 1. 

H a ( P n . Q n ) = £ ( i l I i 2 i n ) € E<"> ^ « . . - . . V l 0 1 ^ ! ^ ' " a 

= L , , U F ( n ) ( P t q [ " a ) X - . X [ P ( n ) ] a W n ) ] 1 " * . 

"Car les suites ( \ ) n > } et ( Y ^ , sont deux chaînes de Markov". 

Ona: 

H a ( P n , Q n ) = L r , r f t = Lr j 9 n ( i ) 

comme pour tout i € E ; r i g ( i ) < r. et I r , « I , alors 

ona: 

l i n W + o o ^ i € E r i ° n C 0 = W i { , 1 n W o o ° n ( 0 > 

"Th de convergence dominée". 

En remarquant que 0 < g n ( i ) < 1, V i € E, V n > 2 et g n ( i ) \ lorsque n / pour tout 

i € E . 

Par conséquent : 

l im n H ( P n , Q n ) = 0 « m n _ k + O Q g j i ) = 0 pour tout i € E. 
n-*+oo a n-*+oo n 
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Remarque ( 1 ) 

Dans le cas où et q. peuvent être nuls, alors on a: 

P 1 Q <*=> g n ( i ) -> 0, lorsque n +oo, pour tout i i A. 

A = {i € E j p. = 0 ouq. = 0}. 

Remarque ( 2 ) 

S'il existe un nombre 0 < 8 < 1, tel que, pour n assez grand on a : 

9n0) < 8 g n - j ( i ) pour tout i € E, alors P 1 Q. 

Remarque ( 5 ) 

S'il existe un nombre 0 < 8 < 1, tel que, pour n assez grand on a : 

L k € E [ R ( n ) X R ( n + 1 ) l î k < 6 L k € E [ R ( n ) ] , k pour tout i € E , alors P 1 Q. 

Remarque ( 4 ) 

Si pour n assez grand on a : 

L J € E [R (n ) ] i . < 8, pour tout i € E, où 0 < 8 < 1, alors P 1 Q. 

Cas fini : 

Corollaire 1 : 

P 1 Q <=> -> 0 lorsque n -> +oo. 

Corollaire 2 : 

Si : 1) M[R(k)] > 8 > 0, pour tout k = 2,3,4,.... 

2) Il existe un nombre 0 < \ < 1, tel que, pour tout k » 2, il existe i(k) € E tel que : 

L j € E [ RM]j( k) (j < X, alors P l Q. 

où M[R(k)] = m i n C c E m a x j € C [R (k ) ] î .,et|C| + |F| = |E|, ( |F| et |C|, |E| sont les 

FcE J€F 

cardinaux de F, C, et R resp. 
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Démonstration : 

En appliquant le corollaire ( 1 ) et le th( 1 ) de [3] 

I l - LE CAS où les DEUX CHAINES SONT HOMOGENES 

Dans ce cas, on a : 

R ( n ) = [ R ( 2 ) ] n ~ ' , on note par R(2) = R, et (R) . , = r. Si f est 

une fonction bornée sur E, alors Rf est une fonction sur E définie par : 

(Rf)(D = L j € E r t j Kj ) 

On a: 

g n = R^ n~ ^ 1 ( ici f• 1 ) , en remarquant que : 

R(R1) = R1, ,R( R ( n " 1 ) 1) = R ( n ) 1. 

Théorème 1 : 

Les trois propostions suivantes sont équivalentes : 

1) P 1 Q 

2) Pour toute fonction g sur E telle que : 

0 < g < 1, et Rg = g, on a : g • 0 

3) Pour toute fonction g bornée sur E telle que : 

Rg = g,ona, g . O . ' 

Démonstration : 

1) <=>2): 

d'après la proposition ( 1 ) on a : 

l im n H ( P n , Q n ) = 0 <=> (g_(t) 0 pour tout i € E n ^ oo oc n 

mais gn(0 = L j € E r^j = ( R ( n - 0 1 ) ( i ) 

donc l ' m n _ ^ + 0 0 H a ( P n , Q n ) = 0 « . F ( n " , J 1 - * 0 . 

Il est clair que IR^ n " ^ 1 0 est équivalent à 2) d'où 1 ) <=> 2. 
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1)=>3) 

Puisque g est une fonction bornée sur E, alors il existe B > 0 tel que : 

- B < g < B et B ( R ( n ) 1 ) < I R ( n ) g < B ( I R ( n ) 1 ) 

donc - B l i m n R ( n ) U l l r n I R ( n ) g < B 1 i m n _ _ R ( n ) 1 

ce qui implique g * 0. 

3 ) ^ 1 ) 

La fonction F définie sur E par : 

F = l im n I R ( n ) 1 véri f ie: 

0 < F < 1 et IRF = F, donc cette fonction vérifie 3) par conséquent 

F • ( ) , d'où le résultat. 

Cas fini : 

Théorème 2 : 

Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 

1) P 1 Q 

2) R ( n ) 0 

n + oo 

3) Det ( I - R) * 0 

où I est la matrice unité d'ordre |E|. 

Démonstration : 

En appliquant le corollaire ( 1 ) et le th. ( 1 ). 

Critère simple de dichotomie dans le cas fini : 

Avec les hypothèses de (8 ) , on a : 

Corollaire 5 : 

Si, le a-algèbre F es tP- t r i v ia le (Th( l )de (8 ) ) ,a lo rsona : 

P 1 Q <*> Det ( I - R) * 0 

P < < 0 Det ( I - R) = 0 
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où F - П о {logs. . - logs. / к n} et S n = (dQ/a ) / (dP/a ) 
K + 1 к n n n 

Exemples : 

E x ( 1 ) : 

О 1/2 1/2 1/3 0 2/3 

Soient P*= 0 1/3 2/3 ; Q*= 0 1/2 1/2 

1/3 1/3 1/3 1 0 0 

On a Det ( I - R) * 0 donc P 1 Q. 

Ex ( 2 ) : 

1/2 0 1/2 1/2 0 1/2 

Soient P*= 0 1/2 1/2 ; Q*= 1/2 1/2 0 

1/2 0 1/2 1/2 0 1/2 

On a Det (I - R) = 0, donc P et Q ne sont pas orthogonales. 

P*, Q* sont les matrices de transition associés à P et Q resp. 
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