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VII - 1 

OPERATEURS DE TEMPS-RETARD DANS LA THEORIE DE LA DIFFUSION 

I - INTRODUCTION 

h h. 
Considérons l'opérateur de Schrôdinger H = H + V, , où 

i ° 
H = - - A et V j x ) = V(h x ) , V étant un potentiel réel C sur flR et h un 
o 2 n o 

paramètre positif proportionnel à la constante de Planck. Désignons par 

h h 2 n h h 

U Q(t) et U (t) le groupe unitaire dans L ( IR ) engendré par H q et H respec

tivement : U^(t) = exp (-i h" 1 t H£) , U h(t) = exp (-i h" 1 t H H ) , t e R . 

Alors il est bien connu que les opérateurs d'onde ïï+ (h) définis 

par : 

Q (h) = S - lim U (t) U (t) dans L (CRn) 
+ O 

t*-H» 
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VII - 2 

existent et sont complets, c fest à dire que l'image de Q+(h) et fi_(h) sont 

tous égaux au sous-espace spectral continu pour H h dans L 2(lR n). L'opérateur 

de diffusion S(h) : S(h) = fl+(h)
 1 Œ_(h), est un opérateur unitaire qui com

mute avec uNt). Donc si l'on désigne par F h : L 2(IR n) L 2(DR + ; cP) , 

(P = L2(sn S, une représentation spectrale pour : 

(F. H h F" 1 f ) ( X ) = X f ( X ) , f e L

2((R . $> ) 
n o n + 

On a alors : (F. S(h) F. 1 f ) ( X ) = S (X,h) f ( X ) , où S ( X,h) est une multiplica-
n n 

tion en X à valeurs dans <3(<P). Sous les hypothèses ci-dessus sur V, 

S (X,h) est C°° en X e CR 

Alors l'opérateur de temps-retard d'Eisenbud-Wigner T(h) est défi

ni par : 

( 1 . 1 ) (F T(h) F~ 1 f ) ( X ) = -i S ( X , h ) * § f - U , h ) f U ) 

pour f €. C Q ( I R + ; <P ) . T(h) est un opérateur essentiellement auto-adjoint 

dans L 2(lR n). Pour de divers aspects concernant l'opérateur de temps-retard, 

on renvoie à Jensen [l], Martin [ 2 ] , Narnhofer [ 3 ] , [ 4 ] -

Pour motiver notre travail, rappelons aussi la notion du temps-

retard dans la diffusion de particules classiques : on note par {x(t),£(t)} 

la solution du problème 

( x(t) = Ç(t) x(o) = x^ 

o 

( 1 . 2 ) \ . 
Ç(t) = -V V(x(t)) Ç(o) = Ç Q 

\ 

On suppose que lim |x(t) | = +°°. Soit R > 0 tel que 

11 

supp V c B = {|xj < R} et |x | < R . Désignons par -t-(t ) le temps auquel 
R O 
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VII - 3 

la particule entre (quitte) la boule B . Posons x = x(-t ) , Ç = Ç(-t ) ? 

X . :(t+) , £ + = Ç(t +). La durée de séjour de la trajectoire {x(t),Ç(t)} 

dans la boule B est donnée par T 
R R 

T R = t_ + t + 

En termes des paramètres de la trajectoire, on peut écrire 

R l U * K\2
 \K+\

2 \K_\2 

On remarque que | Ç j 2 = |Ç +|
2 = 2 ( — | — + V ( * Q ) ) . Pour la trajec

toire libre passant par (*_/£_)/ la durée de séjour T° dans B est donnée 

R R 

2 

par 

T R = - 2 . xylcj 2 

Le temps-retard T pour la trajectoire (x(t) , £(t)) est défini 

comme la limite de la différence de la durée de séjour T - T° lorsque R 

R K 

tend vers + 0 0 : T = lim T - T°. Comme on a lim (x+ - £ + + x_ - £_) = 0, 

on a aussi l'expression : 

(1.3) T = lim — ^ — (£(-t) . £(-t) - Tit) . Ç(t)) 

où x{t) = x(t) —tÇ(t). Si l'on note par ^(x fÇQ)
 l a solution de (1.2) et 

par ^ Q ^ Q ' C Q ) la solution correspondant à 1'hamiltonien libre P(x 0,£ Q) = 

|ÇJ 2/2 + V ( X q ) , d(XrÇ) = x.Ç, alors on a : 

(1.3) ' T(x ,ï ) = (2p(x ,Ç ) 1(lim d o df t o (̂ (x ) 
o o o o To o o 

t-̂ -°° 

lim d o $ o $ (x ,£ ) ) 
o o o 

t++co 

lorsque la limite au deuxième membre de (1.3)' existe. 
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Vu ces deux notions de temps-retard dans la théorie de diffusion, 

on peut se demander quelle est la liaison entre le temps-retard classique et 

le temps-retard quantique. Dans ce travail, on se propose de retrouver le 

temps-retard classique à partir de l 1opérateur de temps-retard quantique. 

II - APPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE DES OPERATEURS DE TEMPS-RETARD 

QUANTIQUE 

Il est intéressant de rappeler une autre définition de temps-

retard quantique due à Narnhofer [ 3 ] . On note par A(h) l'opérateur de sym-

2 1 

bole de Weyl d(x,Ç) : A(h) = d W ( h 2 x , h 2 D ) . Par analogie avec le temps-retard 

classique, Narnhofer [3] a défini l'opérateur de temps-retard quantique 

T(h) par : 

(2.1) <f,H h?(h)g> = lim <f, U h ( t ) * u£(t) A(h) u£(t)* U h(t)g> 

- lim <f, U h ( t ) * U h(t) A(h) U h ( t ) * U h(t)g> 
O o 

2 n 
pour f, g 6 L (IR ) lorsque la limite existe. On peut montrer que pour 

f, g e Q)(A(h)) tels que = f ' X ^ ^ S = 9 P o u r certaine X € C ^ ( Œ V ' 

(2.1) est bien défini. On appellera T(h) l'opérateur de temps-retard modifié. 

Supposons que V soit à support compact et qu'il existe un interval

le J c CR tel que 

(N) pour tout intervalle compact I c J et tout R > 0, il existe 

C, t > 0 tels que 
o 

|x(t,y,n)| > c|t| pour |t| > t Q , (y,n> e P~ 1(D, |y| 4 R 

où (x(tjy,n), Ç(tfy,n)) est la solution de (1.2) avec données initiales (y,n)-

234 



VII - 5 

Introduisons une classe de symboles T ' P , où s,r € JR e t p,ô 6 [0,1] 

T S ' * ont pour éléments des fonctions C sur I R N satisfaisant : 
p,ô 

|£aga<x,Ç>| 4 Cae(1 + | x | )
S + p | 3 | ( 1 + | d )

r + 6 | a |
 V a , M N n . 

s s r s r 
Posons : T = n T ' . On munit T ' de la famille de semi-nor-

s r w 2 2 0 0 

mes naturelles. Pour a € T ^ ' ^ , on définit un opérateur a (h x,h D^) : J C 

par : 

I I i l 
(a W(h 2x,h 2D)f)(x) = exp(i(x-y).Ç)a(h 2(x+y)/2,h 2Ç)f(y)dy -Ç 

f e t f ( I R N ) . 

1 1 

Pour p,<5 e [0,1[, a W(h 2x,h 2D) est un opérateur continu de ff (IRn) 

I 1 
n ^ 2 2 

dans J (DR ) . Pour p = 1, 6 e [o, 1 [, a (h x,h D) est un opérateur continu de 

if dans B ^ S ^ , où B ^ S ^ est l'espace des fonctions C sur I R N satisfaisant : 

| 3 C tb(x) | ̂  C ( 1 + | x | ) S , V a € nsin, muni de la famille de semi-normes naturelles, x ut 

T H E O R E M E 1 

00 

Sous les conditions ci-dessus, soient X e t X-j fonctions C sur IR 

avec support compact dans J tel que x̂  = 1 sur supp X- Alors T(h) admet un 

développement semi-classique en termes d'opérateurs pseudo-différentiels : 
1 1 

H H T ( h ) % l h j p W(h 2x,h 2D) 

1 
ou pj e T ^ , 3 > 0, au sens que pour tout y > 1/2, N >, 0 

N i l 
||(A(h) 2

+1)^ X(H
h)(H h^(h) - \ h jp W(h 2x,h 2D)) X(H

h)(A(h) 2

+1)^|| 
j^o 3 Z(L ) 
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En particulier : 1 1 

||(A(h ) 2 + 1)" Ux(H h)p W(h 2x,h 2D)x(H h)(A(h ) 2 + 1 ) ~ U | | < + °° 

pour j = 0 , 1 , 2 , On a p Q = (2pX 1op)T, T étant la fonction de temps-retard 

classique. 

Remarquons que dans le théorème 1 , les symboles p^ dépendent de la 

h ^ 
fonction X-j- Comme H admet p comme symbole, le théorème 1 montre que T(h) 

peut être considéré comme une quantification de la fonction 2 T. 

2n 0 0 

Soient (Y ,£ ) e (R tel que p(x ,£ ) s j, x est une fonction C (J) 
A o o o o ^ o 

~ 2 
telle que x ° p(x ,Ç ) = 1 . Posons W. (x ,Ç ) = exp(+ih (x.Ç -x .D )). Alors 0 0 n o o o o x 

on a : 

THEOREME 2 

Pour f,g eCD(A(h)), définissons f^, g^ par : 

f h = X(H
h)w h(x o,Ç o)f . g h = X(H

h)w h(x o,C 0)g. 

Alors on a lim <f. , T(h)g > = 2T(x ,£ ) <f,g> 
, v h n 0 0 

Pour l'opérateur de temps-retard d 1Eisenbud-Wigner, on a le résul

tat suivant : 

THEOREME 3 

2n 2 

Sous les conditions ci-dessus, soient ( X

0'Ç Q) e R , |Ç 0| / 2 e J, 

X e c"(J) avec X< ICQI 2 / 2 ) = 1 . Pour f,g *X>{Mh)), on pose 

f h » X < # V V « o , f . g h = X(H^)W h(x o,Ç o)g 
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Alors on a : 

lim <f u, T(h)g > = T o ftCl(x ,.Ç ) <f,g> 
, h n - o o 
h-*o 

où flCl est l'opérateur d' onde classique entrant défini sur lRn x 1R £ \ { O } 
- x c, 

par 

Q^ 1(x,Ç) = lim $ t o (^(XjÇ) 
t->-œ ° 

Les théorèmes 2 et 3 montrent la différence entre l'opérateur de 

temps-retard modifié et l'opérateur de temps-retard d 1Eisenbud-Wigner. L'o

pérateur de temps-retard d'Eisenbud-Wigner étant la quantification de la 

fonction de temps-retard appliqué aux données entrantes, 

III - ESTIMATION UNIFORME SUR LA DECROISSANCE DE U h(t) 

Le.résultat suivant est à la base de l'étude semi-classique des 

opérateurs de temps-retard : 

THEOREME 4 

Soit V un potentiel à courte portée : 

|a£v(x)| « c ad + (x))"
1"lal"e e > 0. 

n 0 0 

pour tout a € IN . Sous la condition (N) , pour X e on a : 

(3.1) | | ( A ( h ) 2

+ i r U / 2 X ( H h ) U h ( t ) ( A ( h ) 2

+ 1 > - ^
/ 2 | | « C (1 + (t))"

P 

£(L2) » 

pour 1 < y ^ 2, il existe p > 1 tel que : 

(3.2) | | ( A ( h ) 2 + 1 ) " U / 2

X ( H
h ) U h ( t ) ( A ( h ) 2 + 1 ) " U / 2 | | 4: C (1+(t))" P 
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Soit cp 6 C°(1R). Posons U h(r,s) = U h(r)*U h(s). On a alors : 
o + o 

(3.3) ||(A(h) 2+1)" y / 2Ç(H h)U h(r,s)x(H h)(A(h) 2+1)" y / 2|| . ^ C ( 1 + | r - s | ) • 

o & l 2 ) y 

0 N < 1 

Pour 1 < \i 4 2, il existe p > 1 tel que : 

(3.4) | |A(h) 2+1)" y / 2Ç(H h)U h(r,s)x(H h)(A(h) 2+1) _ V i / 2| | 4 C ( 1+|r-s | ) " P . 

° # ( I T ) Y 

(3.1) ... (3.4) sont uniformes par rapport à h e ]o,l]. 

Pour démontrer le théorème 4, on utilise la borne semi-classique 

pour la résolvante de l 1opérateur H (voir Robert-Tamura [6]). On renvoie à 

[ 7 ] pour les détails de la démonstration. 

Notons que pour h e ]0,1] fixé, les estimations (3.1) ... (3.4) 

00 00 

sont encore vraies en remplaçant X € C

Q ^ J ^ P a r X € C o ^ + ' " A ^ o r s o n P e u t 

déduire la complétude asymptotique des opérateurs d'ordre Œ+(h) pour le po

tentiel à courte portée. En fait, alors (3.2) entraîne que 
s - lim U h ( t ) * U h(t) X(H h) existe dans L 2(tR n) pour tout X € C°°(IRJ ) . Cela o o + 

t++°° h 

entraîne que Im J2+(h) est égal au sous-espace spectral continu pour H . 

Maintenant on est en mesure d'esquisser la démonstration des résul

tats. On renvoie à Wang [ 7 ] pour les détails. L'idée essentielle se résume 

dans la remarque suivante : en général, on peut approcher la solution de 

l'équation de Schrôdinger : 

ih |î£(t) = H h U h(t) , U h(o) = I 
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pour des opérateurs intégraux de Fourier, par contre pour la solution de 

l'équation de Heisenberg : 

h 1 1 

îh g£-(t) = [F (t) , H J , F (o) = b (h x,h D^) 

On peut l'approcher pour des opérateurs pseudo-différentiels (voir [8]). En 

conséquence, si l'on note : Î2(t,h) = U h(t)*U h(t)A(h)U h(t)*U h(t), sous les 
o o 

conditions du théorème 1, on peut montrer que Î2(t,h)X^ (h*1) admet un dévelop

pement semi-classique : 

V N 6 (N, on a : 

N . 1 1 

fi(t,h)X1(H
h) = l h j p W(h 2x,h 2D,t) + h ^ ^ f h j t ) 

j=o 3 

Utilisant le théorème 4, on a pour tout s > 1/2 

| |(A(h) 2+1)~ S

X(H
h)R N(t,h)x(H

h)(A(h) 2+1)" S| | ^ C < + 0 0 

©ê( L ) 

uniformément en t € R et h e ]o,l]. Pour les p_.(t), on a : 

LEMME 1 

co n 

Pour tout j ^ 0, p. = lim p.(t) existe dans C ((R ) . Les p. . 

sont dans la classe , c'est à dire 

l » M p J . i i x . 5 ) l < c a 6 i l I < i . u » 1 + l B l l i + | ï | ) - " 

pour tout a,3 € N n et N > 0. 

D'après le lemme 1, on obtient : 

N . i i 

||(A (h) 2+1) S

X ( H
h ) ( H h T ( h ) -l h 3 p " ( h 2 x , h 2D))x(H h)(A ( h ) 2 + l ) " S | | 

j=o 
« C h N + 1 , S > 1/2 

N 
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où p. = p. - p. ,. Cela montre le théorème 1. Le théorème 2 est une conse
il D,- + 

quence du théorème 1. Le théorème 3 se démontre de la même manière (voir [7]). 
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