
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

MONIQUE TOUGERON-SABLE
Régularité microlocale pour des problèmes aux limites non linéaires
Publications de l’Institut de recherche mathématiques de Rennes, 1985, fascicule 3
« Équations aux dérivées partielles », , p. 304-346
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___3_304_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1985, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1985___3_304_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


CHAPITRE Χ 

REGULARITE MICROLOCALE POUR DES PROBLEMES AUX LIMITES NON LINEAIRES 

TOUGERON-SABLE Monique 

université de Rennes I 

UER Mathématiques & Informatique 

Campus de Beaulieu 

35 042 - RENNES CEDEX - FRANCE 

304 





X - 1 

Dans [2] Bony a étudié l a régularité microlocale des solutions réel­

les d'une équation non linéaire générale au delà des chocs et en dessous de 

l ' i n t e r a c t i o n . Dans ce t r a v a i l on s'intéresse au problème analogue au v o i s i ­

nage d'un bord pour des solutions réelles de problèmes aux limites non liné­

ai r e s non caractéristiques et dans l a même zone que Bony, où l e comportement 

est linéaire et gouverné par l e symbole p r i n c i p a l . 

Un premier résultat de régularité locale, qui remplace l e C a va­

leurs Ẑ) du cas linéaire, est que toute fonction réelle u de classe H S solu­

tion dans un ouvert régulier Ω de CRn d'une équation aux dérivées p a r t i e l l e s 

non linéaire non caractéristique : 

( 0 . 1 ) F(x,u(x),...,3°u(x))ι . = 0 , 
I ot |̂m 

où F est réelle et C , est de classe H dans toute carte de bord s i 

ρ = s - m- ^ > 0. Les espaces H S' S sont définis par Hôrmander [β] ·, ce ré­

s u l t a t se déduit des propriétés d'algèbre de ces espaces et de leur s t a b i l i -

te par composition avec une fonction C . 

Une étape e s s e n t i e l l e est ensuite l a paralinéarisation tangentielle 

de l'équation ( 0 . 1 ) dans une carte de bord ; cette opération, p-régularisante 

en direction tangentielle uniquement, permet grâce au f a i t que u est de 

classe H S +^' ^, de remplacer l'équation ( 0 . 1 ) par une équation différentielle 

en variable normale à c o e f f i c i e n t s paradifférentiels tangentiels dont le se­

cond membre est de classe H S jusqu'au bord et en toutes les variables, 

c'est à dire de même régularité que dans le cas "intérieur" traité par Bony 

[2]. 

On est alors en mesure d'étudier l a notion correspondant au wave-

front au bord du cas linéaire non caractéristique [ 3 ] , [δ] : s i u € H t f (ER^) 

un point ( χ ,ξ ' ) de CRn 1 χ {ο} χ Œ*n 1 n'est pas dans 3WF u s ' i l existe un 
0 0 t 

opérateur pseudodifférentiel tangentiel Τ d'ordre 0 e l l i p t i q u e en ( X
0 ' £ Q ' 

t e l que Tu appartienne à Ht((R^) . Cette propriété tout à f a i t attachée à l a 
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Χ - 2 

s 

carte, devient invariante pour une fonction réelle de cl a s s e H solution de 

l'équation non caractéristique (0.1) s i s - m - ̂  = ρ > 0 et t < s + p. 

On aborde enfin dans un ouvert du demi-espace l e problème de l a ré­

gularité microlocale des solutions de (0.1) pour de bonnes conditions aux l i m i ­

tes : un point (χ^ξ^) e l l i p t i q u e au sens de Melrose [7] pour l e linéarisé 
Ct s 

de F(x,u(x),...,3 u(x)) n'est pas dans 3WF , u s i u est de c l a s s e H avec 
s+p 

s - m - ^ = p > 0 e t vérifie ^ conditions au bord régulières. Ce problème 

est traité par Godin [5] à l'ordre deux dans l e cas de l a dérivée oblique. 

S+Q 

On étudie aussi l a réflexion des singularités H dans l a zone 0 ̂  Ο 4 p-1 

pour ρ > 2, dans l e cas transverse. Un c o r o l l a i r e immédiat du théorème p r i n ­

c i p a l 5.1, analogue du résultat de Nirenberg [12], est l e : 

THEOREME 02 

* s * 
Soit u une solution réelle de classe H de l'équation 

non caractéristique (0.1), avec s > m + ^ + 2. Soit (χο,ζο) « 

Τ 3Ω et soient γ ^ , . , . , γ , les arcs situés au dessus de Ω d e s 

bicaractéristiques de %(χ,ζ) = 7 3 F(x,u(x),...,d^u(x))(iζ)α 

0 \a\=m 3 u 
passant au dessus de (xoJE>Q) et supposés transverses à 3Ω. 

Alors u e H s + a microlocalement sur γ ^ , . , . , γ , P Q ^ 0, entraîne 

u e H microlocalement sur γ γ pourvu que 0$04s-m--~-l 
Ρ 0

 1 Ρ 
et que u vérifie (p-p ) + ^γ- conditions régul iéres sur 3Ω. 

Pour ce dernier point on u t i l i s e l e c a l c u l symbolique de Bony et 

Meyer en variable tangentielle, dépendant de l a variable normale x^, dans 

lequel on doit préciser l a régularité en toutes l e s variables dans l e s es-

s s ' 

paces H ' pour réduire l'équation (0.1) à un système du premier ordre com­

plètement découplé. Sur l e s équations hyperboliques ou e l l i p t i q u e s obtenues 

on peut propager ou gagner de l a régularité microlocale tangentielle. L'étu-

s s ' ν 
de des diverses actions microlocales dans H ' , en cône ou en dièdre, des d i f ­

férents paraproduits, de Bony ou tangentiel, permet l e t r a n s p o r t é e l a régula-
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