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CHAPITRE I I 

PARAMETRIXE ET PROPAGATION DES SINGULARITES 

POUR DES OPERATEURS A CARACTERISTIQUES NON INVOLUTIVES 

PARENTI 

Istituto Matematico "S- Pincherle" 

Piazza di Porta S. Donato, 5 

40 127 - BOLOGNA - ITALY 

(Chapitre I) 
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II - 1 

Etude des singularités pour les solutions distributions d'un 

système : 

0 ) ( I n fc 3t " A(t,x,Dt,Dx))u = f , 

où A est une matrice N x N d'o.p.d. classiques et propres d'ordre 0 . 

Précisément on s'intéresse à décrire WF(u)\WF(f) au voisinage 

de la variété double ][ = £j n ^ : 

11 = {t = 0 } C T V + 1 \ 0 

12 - { T = , 0 } C T V + 1 \ 0 

(On pose £ Q ~ £j
 u ^ 2 ^ # E n e ^ ^ e t P r^s de ou * a description est classi­

que tandis qu'on s'attend à des phénomènes de bifurcation des singularités près 

de £ (phénomènes que l'on va décrire avec soin). 

Je vais diviser mon exposé en trois ou quatre parties : 

1 ) - Construction de microparamétrixes pour le système ( 1 ) près 

de £ quand A ne dépend pas de t et Dfc, et résultats de propagation (j'expose 

ici la méthode de N. Hanges). 

2 ) Réduction microlocale près de J d'un système 

I t 3 - A(t,x,D ,D ) à un système I t 3 - £(x,D ) (M ̂  N). C'est facile si 
n L t X L± L X 

N = 1 , il y a des obstructions non-triviales si N > 1 . 

3 ) Applications : j'ai déjà parlé l'année dernière à St Jean 

de Monts de certaines applications de 1 ) et 2 ) à des opérateurs p.d.o. à carac­

téristiques multiples de multiplicité variable avec intersection symplectique. 
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II - 2 

Ici je veux considérer le problème de Cauchy pour un système hyperbolique symé­

trique du 1 e r ordre. 

(I N D t - A(x,Dx))u = f 

u | t = c = g(x) 

où A est une matrice N x N elliptique du 1 e r ordre autoadjointe positive sur 

une variété compacte sans bord -x". 

Je vais traiter le cas où : 

r. 

det (I T - AAx,0) = n ( T - X.(x,£)> J 

j = l J 

avec Xj ^ C (T X \ 0 ) (réelles) rj > 1 constant en supposant que si pour deux 

indices i,j G { l , . # . , v } , i ^ j,l'ensemble 

L • = "{(x,Ç) € T*X\0 | A.(x,Ç) - X.(x ,Ç)} 
^fj

 1 J 

est non vide, alors : 

D - {A., X.} * 0 sur L . 
L J ± J J 

2 ) - pour chaque k £ { l , . . . , v } , k ^ i, k ^ j on a X^ ^ X^, 

\ ^ ^j e n t O U t P ° ^ n t d e T * X v 0 * 

Dans ce cas, si 0 < îJj < ^ ••• s o n t ^ e s valeurs propres de 

l'opérateur A, on considère la fonction trace : 

-ity. 

S(t) = l e J = $T( l ô(y - y.)) 
j*l j>l J 

et l'on donnera une estimation de WF(S(t)) (relation de Poisson). 
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II - 3 

1 ) - CONSTRUCTION DE MICROPARAMETRIXES ; LE MODELE -

Pour comprendre les idées, je vais traiter un peu en détail 

le cas simple d'un opérateur scalaire sur R n +* = x : 

( 2 ) p » t 3 - x , où X e C . 

En effet, ce que je vais énoncer s'étend au cas 

= I N t 3 t - A où A est une matrice carrée N x N à termes complexes. 

Dans le cas ( 2 ) on construit explicitement des solutions fon­

damentales ayant certaines relations de propagation. 

Considérons les distributions : 

K*(t,s) = (t + io) X (s + i o ) ^ " 1 e 2)'(R x R ) 
• * L S 

On a : 

WF(K^) C {(t = 0 , s = 0 ; + T > 0 , + a > 0 ) } 

U {(t = 0,s ; + T > 0 , 0 = 0 ) } 

u {(t,s = 0 ; T = 0 , ± a > 0} 

Puisque WF(K^) est disjoint du fibre conormal à t = s on peut 

considérer les quatre distributions suivantes : 

H(t-s) K^(t,s) , H(s-t) K^(t,s) (H(z) étant la fonction de 
"T* + 

Heavyside) 

X * 2 f T > ° 
WF'(H(t-s)K*) C A(T R \ 0 ) U {(t=o, s=o ;T , C F ) 

I T <: o 
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II - 4 

u {(t ,0;0,a) | t >y 0 , + a < 0 } 

u { ( 0 S ; T , 0 ) I s < o, + T > 0 } 

WF(H(s-t)KX) contenu dans un ensemble du même type que le précédent en rempla­

çant par t positif par t négatif et s néga.tif par s positif. 

Maintenant : 

t 3 t H(t-s)K
X = t ô(t-s)KX + A t H(t-s) (t + io) X _ 1(s+io)~ X _ 1 

= X H(t-s)KX + ô(t-s) (t + io) X + 1(s + i o ) ~ X _ 1 , 

donc : 

PÀ[H(t-s)K
X] = ô(t-s). 

De la mime manière on trouve que : 

PxtH(t-s)K
X] = ô(t-s) 

et 

P x[-H(s-t)K^ = S(t-s) 

Utilisant les noyaux H(t-s)K^ et -H(s-t)K^ on définit quatre 

opérateurs : : C~ + 2>f tels que = I et P ^ J = I. 

Pour construire des inverses à gauche on remarque que : 

P* = (t 9 t - A)* = -(t 3 f c + (X + 1 ) ) 

" " P-(X + 1 ) 

Si je prends u e ç , u = - ( X + 1 ) , alors : 
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II - 5 

<-eï>4 - 1 e t (-^>Ч • 1 

0 0 n+1 

A ce moment on définit les opérateurs dans C Q(IR ) : 

E* = -(e^)* » l x , F* - - 0 * * I x 

У = - à + 1) 

C'est un exercice de vérifier que : 

WF'(E*) С Д(т* ( R 2 n + 2 \ 0 ) U 
Г 1 a 4 т 

U {(s,x,a,0,(t,y;T,n) l s = t = 0 > x = y > £ = n, l 
a ^ T I 

U {(s,x,a,Ç),(t,y;T,n) | x = y, Ç = л, s = о, т = о, 
t > о, + a < о} 

u {(s,x,a,£),(t,y;T,n) | x = y, Ç = n> t = o, a = o, 

s ^ o, + T > o} 

и {( 8,x,a,Ç), (t,y;x,n) | x = y, Ç = n^o, a = x = o , s ^ t } 

= Д(Т* R 2 n + 2 \ 0 ) U A* U A* U A* U В С Д(Т* ( R 2 n + 2 \ 0 ) U x J Q ) 

Pour : 

WF'(F +) С Д(т* R 2 n + 2 ) U A, U Aj U U B* 
(t^o) (s^o) (s>t) 

С Д(Т* I R 2 n + 2 \ 0 ) U do x lo). 

Donnons une interprétation géométrique : 

Sur (T* (R n + 1 \ 0 ) U 1o on définit quatre relations d'indice, en 

considérant l'identité sur ( R n + \ o et en orientant les bicaractéristiques de 

lo 
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V WF'(E^) V WF'(E*) 

Ç 1 < - > <^ > = 
I U - {t - 0 } I J. 

I 2 = ( T - 0 } ^ 

A WF'(F^) A WF'(F^) 

* i l — * <: I l « 

I I ! I I , 

On définit = {(t,y;T,r)) | t = 0 , r) = 0 , + T > 0 } et 

= U ^ (c'est le fibre conormal à hyperplan t = 0 de (R n +^). Les ope­

rateurs , F^ se prolongent aux distributions f £ 5?f(IRn+') telles que 

± 
WF(f) H Ny = 0 et on trouve que : 

M 

WF ({ 7f}) C WF f { *} o WF(f) U N v 

1 e r Théorème dé propagation : 

Etant donné p Q = ( 0 , x = X Q ; 0 , Ç = £ q + 0 ) G \ 
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II - 7 

on pose : 

Y Î < P 0 ) = { ( 0 , x = x o ; ± s > 0 , Ç ( o ) ) | s > 0 } C 

Y ^ ( p o ) = {(± s, x = X Q ; 0 , Ç ( o ) ) | s > 0 } C J 2 \ J o 

+ 

Yj(P Q)
 u "Cpo3" sont les deux demi bicaractéristiques C ^ sor­

tantes de p . 
Ko 

^ 2 ^ o ^ U s o n t ^ e s deux demi bicaractéristiques C £ sor­

tantes de p . 
o 

Alors soit u e^'dR11"1"1) avec p £ WF(P.u). 
O A 

Si pour chaque j £ { 1 , 2 } et pour un choix des signes + ou -

on a : 

yT(pQ) H WF(u) = 0 , 

alors : 

P o £ WF(u). 

Preuve : 

Soit par exemple : 

(YJ(PQ)
 u Y^(P0))

 n OT(U) = 

alors : 

( Y * ( P 0 ) u Y ^ ( P 0 ) ) n WF(P xu) = 0. 

On peut supposer WF(u) n N v = 0 , si bien que F* P.u = u. 

2.1 A A 
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Or p e WF(u) => e W F ( F Î P,U) i.e. p e W F ' ( F S O WF(P,U) ; 

O O A \ O "** A 

mais ceci est poss ible seulement si 3p f t.q.(p ,pf)'e WF f(F X) et p f G WF(P^u) 

(i.e. p'e y|(P q)
 u Ï 2 ^ p

0 ^
 C e q u i n f e s t P a s v r a i * 

Les trois autres possibilités se traitent en utilisant les pa-

ramétrixes adaptées. 

Il convient de remarquer qu'en choisissant f e 0Rn) avec 

(x ,Ç ) G WF(f) et considérant les distributions (t ± io)^ ® *f(x) o u 

(t+ ® ^(x)) on peut construire des solutions de P^u = 0 telles que p Q ^ WF(u) 

et WF(u) contiennent au moins trois demi bicaractéristiques. 

Remarquons maintenant que (t 3 t - k)t = 0 et 

(t 3 t + (k+l))ô^
k) = 0 pour k = 0,1,... 

< k 
Etant donné <f comme plus haut on voit que WF(t <s> *f(x)) contient 

"""+ = :" (k) 

seulement y 2^0^ U ^ 2 ^ 0 ^ * t a n < ^ s que WF(<$t <8> ^(x)) contient seulement 

Y Î < P 0 ) U Y , ~ < P 0 ) . 

On soupçonne alors que si X ̂  E les hypothèses : 

1)- p Q $ WF(P xu) 

2)- Pour un j E {1,2}, WF(u) H [Yj(P 0)
 u Yj(pQ)] » 0 , impli­

quent que p Q ^ WF(u). 

Ceci est vrai on va le démontrer : 
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Soit y €E C, Re y > - 1 , et considérons l'opérateur : 

rl 

u 0 0
 11 00 

$ M : C o(R) 3 f -*• p f (p t)d p S C (R) . 
o 

On a : 
rl f 1 

t 3 t $
y f = P y + 1 t f'(pt)d p = p y + 1 Uf(p t)]d P 

•'o •'o ^ 

= f - (y+1) $ y f 

i - . P _ ( y + 1 ) $ y f - f. 

De même : $^ P ^ ^ ^ f = f. 

On va estimer WF'($^), c'est à dire on étudie 1'asymptotique 

en | T | + \a\ •+ + 0 0 de : 

<$ y(e i s af(s)), g(t)e- i t T> = 

= ' f1 p y e - ^ ^ - P ^ f(pt) f (t) dpdt ^ 
J J o 

avec f,g G C~(R). 

U s 
Naturellement le noyau de $ u n support sur "£ e [ 0 , 1 ] . 

t 

De plus on voit que : 
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WF'($y) c {(t,x), (s,a) | T/a€[o,l]} 

2 
En effet, si (T ,a ) € R \ 0 et T /a £ [ 0 , 1 ] , alors il existe 

o o o o 

un voisinage conique T de (T

0>0Q)
 t e l <ï u e • 

inf |T - pc| > c (|T| + |a|) , (T,a) e r. 
pe[o,i] 

En integ. par parties en t dans (•#) on trouve que : 

( V W a o ? ^ W F ? ^ y ) q-q- soient (t o,s Q). 

Maintenant si je prends le point (t Q,T O ; s

Q >
c r

0 ) avec 

s o/t Q e [ 0 , 1 ] et T Q / a o G [ 0 , 1 ] , on voit que : 

1 ) Si S q = t Q 0 , on doit avoir p % 1 et donc si T Q f aQ> 

on peut supposer T

0 ~ P a

0 ^ 0 Vp en prenant les supports de f et g assez 

petits. On intègre en t et le point ^ WF'($^). 

2 ) Si s Q /
t

0

 G ] 0 , 1 [ , alors p est loin de 0 et 1 si bien qu'on 

peut intégrer par parties en p utilisant ~ ( e - i t fr-pcr) ) = ^T(J e-it(T-pa)^ e t 

comme Oq f 0 , on aura que le point é WF f($^). 
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3) Finalement, si S q = 0, t ^ 0 ; alors p est près de 0, si 

bien que si T Q f 0 on aura T q - p 0Q î 0 et par intégrations par parties en t 

on déduit encore que le point ^ WF'($ y). 

En conclusion : 

WF'($ y) C A(T* IR2\0) 

u {(t = o, T ; s = o, a) | x/a e [o,l] } 

u {(t, o ; s = o, a) | a j 0} 

On voit donc que $ M peut-être prolongé à tout f £ o 1 OR) qui soit C à l'origine 

e t p-.( y + 1)*
yf = f ; $ y p - ( y + 1 )

f = f , WF f($ yf) C WF f($ y) o WF(f). 

On peut alors définir l'opérateur : 

G y = ^ . I . 
x 

On aura : 

WF' (G y) c A(T* tR 2 n + 2\0) 

U {(t,x,T,Ç) , (s,y,a,n) | t-s-0 , x=y, Ç-n, T/aS[o,l]} 

u {(t,x,x,Ç) , (s,y,a,n) | x=y , ç-n, x=o, s=o, ctfo} 

u'{(t,x,T,Ç) , (s,y,a,n) | t=a=o, x=y, ç-rw'o, s/te [0,1]} 

C A(T* IR 2 n + 2\0) U dQ x lQ). 
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Interprétation géométrique : 

A W F ' ( G M ) 

il « 

S • Xj - {t = 0} 

l2 = { T = 0} 

Noter que se prolonge aux distributions f £ < ? ( 0 R n + * ) telles que 

WF(f) П Ny = 0. 
M 

Conséquence : 

Soit Л е с avec Re Л < 0. Soit u G £ f(lR n + 1) tel que : 

1) P o = (o,x o;o,£ o) € X\WF(Pxu) 

2) ( Y * ( P Q ) u Y|(P 0)) n WF(u) = 0 , 

alors p Q £ WF(u)• 

Preuve : 

On peut supposer que WF(u) П = 0 et alors 

р л € WF(u) => p E WF(G~ A" 1 Р ли) i.e. о о Л 

2JP' e W F ( P x u) (p0,p') e W F 4G " à _ 1 ) => p- e Y | ( P Q ) U Y J ( P Q ) , 

c'est absurde. 
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2èmé théorème de propagation : 

Si X ̂  {0,1,2,..•} on a les mêmes résultats. 

Preuve : 

00 
Si u(t,x) est C on écrit pour tout k : 

k-1 . 
u(t,x) = l 4y y Au) t J + t k R k(u) 

avec 

Y^u) = 3 j u , R k(u) -"ij- [\l-p)
k~^u)(pt,x)dp. 

t=o Jo 

la même formule s'étend à toute distribution u G^'flR11 + i ) telle que 

WF(u) H N p = 0 et l'on remarque que : 
M 

WF'(R k) C ... même ensemble de WF'(G^) 

Or si (t 3 - X)u = f , on trouve que : 

(j - X) Yj(u) " Yj(f) Vj = 0,1,... 

Donc, puisque X £ {0,1,...} , y. (u) = T T Y:( f)-

J J~"A J 

On choisit k > 0 tel que Re X - k < 0 et 1'on définit l'opéra­

teur : 

H f = TQ j ï ï R Y J ( f } t J + t k G k ' X _ 1 ( R k f ) • 

f G WF(f) n Nr = 0 . 
M 
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On a : 

H P xf - I 1 4-7 Y (f)tj + t k Gk'X~l [R k(P Af)l • 

Or : 

R k(P xf) = -X R k(f) +'^ r-f
1<l-p ) K " 1 (3^t 3 f])(pt)dp. 

J o 

Puisque : 

3 ^ t 3 t = k 8 k + t 3 k + 1 , il vient : 

R k(P xf) = (k - X) R k(f) + t 3 t R k(f) 

Donc : 

G k " À - 1 W > = G k " X _ 1
 PA-k<Rkf> - V 

donc H P^f = f et de la même manière Hf = f. 

On note que : 

WF f (G^"" 1 R k) C même relation que pour WF
f(G X). 

En outre : 

WF f(t J »y.) C {(t,x;o,£) , (s»o,x;a,Ç)} c 

même relation que 

pour WF f(G A). 

En conclusion : 

WF f(H) C même relation que pour WF 1(G^)• 

3ëme théorème de propagation : 

Si X £ {-1,-2,...} et si P o E £\WF(PAu) et si 

( ^ 2 ( p o ) U y2^po^ ° W F ( u ) = 0 • a l ° r s P o * W F ( U ) -

21 



II - 15 

Preuve : 

On considère P, = - P donc -(À+l) £ { 0 , 1 , . . . } . On prend 

H tel que P _ H = I. On déduit que (-H) P, = I. 

"(A+l) A 

V ' WF»(H*) 

' "l ' I, . 

A 

h 

La conclusion s1ensuit 

N.B. : Dans le cas où P^ = I Nt 3fc - A , A matrice:N x N complexes les hypo­

thèses sont : 

spectre (A) H { 0 , 1 , 2 , . . . } = 0 et resp. 

spectre (A) n { - 1 , - 2 , . . . } = 0. 

Passons maintenant au cas où 

t J t - À(x,D x-), 

avec X G OPS°($Rn) classique et propre de symbole A(x,£) ^ À Q(x,0 + A_ j (x,£) + ... 

on essaie de "répéter" les arguments faits dans le cas À E C. Tout ce que je 

dirais s'étend au cas P = 1 ^ t 3 t - A(x,Dx) où Aest une matrice N x N 

d'O.P.D. classiques et propres d'ordre 0 . 

L'idée naturelle est d'essayer de trouver des noyaux du type : 

H ( t ~ s ) A 0(x , 9 ) -À 0(x , 6 ) - 1 
x [ (t±io) (s±io) + termes convenables] 

-R(s-t) 
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On suppose (ce qui n fest pas restrictif) que : 

|X Q(x,9)| ^ C < -MX) V(x ,9) e T * iR
n\0. 

Définition : 

On pose <C+ = C\{ç e C | R Ç * B 0, Im Ç N< 0 }. 

On définît BJJ = {a(z,w;x,6) | (z,w) e c + x C + , (x ,6) 6 T* «RN , qui sont holo­

morphes en z,w et telles que : 

I 9 ! 9w 9 Ï 9e a l « c l 2 l N _ J |w|N-kd+|e|)m-lßl , 

pour (z,w) G borné de (C+ x <E+, x E compact de (R
n, 8 E R n } . C'est un espace de 

Fréchet. 

L'exemple typique est donné par le symbole : 

X o(x , 6 ) -X0(x,8)-1 

Les deux lemmes suivants se démontrent par des arguments stan-

tards: 

N N 
1 ) Soient a k E B m , m Q £ mj ^ -<» ; il existe a G tel que : 

k o 

a - l a, E IT* V. . 
T ̂  • k m. j 

23 
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2) Si Q G OPSm(tRn) est propre et a e B^, , alors : 

-i<x,0> ^, i<.,0> / . N\\ „N 
e ' P(e ' a(z,w;.,9)) G B , , 

m+m 

avec développement asymptotique : 

l ±j q(x ,6) 3 ^ a(z,w ; X , 6 ) . 

On va définir les noyaux qui nous intéressent. 

Etant donné a G B^ , on pose, pour tout e , e f > 0 : 

» # 

Ef! c,(x,t;y,s) = ei<x-y,e> a ( s + i £ ) t + i e . . x > e ) d e t 

c'est à dire la distribution : 

< Ee,e' ' X(x»t;y,s)> = 

= e

i < x _ y ' 9 > a(s+ie, t+ie' ; x , 9 ) X(x,t;y,s) 
4 

de dx d y dt ds , x e c£(R 2 n + 2) 

(comme intégrale oscillante). 

Or je dis qu'il existe la limite : 

def 
lim E a , = E + e 2)((R 2 n + 2). 
e - o + , e' - o + e ' e a 

On peut le voir facilement en considérant des fonctions test : 

^(x,y) (jïjCt) <|>2(s). si ç e c (ttt), ç(a) - \ 

o, |ff| > 2 
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et si TV (<|>.)» j = 1»2, et le polynôme de Taylor de <|>. dfordre k, on peut écrire : 
le j J 

<j>j(t) <j>2(s) -[<)>!- T ^ j ) Ç(t)] <j)2(.s) + (l-ç(t)) \(4>}) 4>2<
s) -

- H»! - Tk(<l>i) Ç(t)l[* 2 " \ ^ 2

) Ç ( s ) I + 

+ [*! - V ^ ) Ç(t)l (l-Ç(s)) Tk((J)2) + 

[<J>2 " Tk(<f>2) Ç(t)] (l-ç(t)) Tk(4>!) + 

+ (i-ç(t))(i-ç(s)) ^(«(.j) Tk(4»2) 

Or si K est grand <E* i , ̂ (x,y) [ (J^-T^^KU)] [ (J>2-Tk(4)2)Ç(s)l > a évidemment 

une limite finie pour e, e' -»• o +, ainsi que : . 

<E^e,^(x,y)[(f.1-Tk(<t)1)ç(t)]. (l-ç(s))Tk(<f>2) > et 

<E £̂,i|;(x,y)[(f)2-Tk((J)2)ç(s)] ( l - ç C t ) ) ^ ^ ^ >. 

Le dernier terme étant supporté pour |t| 1 et |s| 5- 1, l'existence de la limi­

te est évidente. On estime maintenant le WF(E*). On trouve que : 

WF(E^) c {(x,t,Ç,T;x,s,-Ç,a) | tx = s a = O, T >, O, a >, 0 } 

u {(x,t,6,x;y,s,o,cr) | t.x = s a = o, x > o, a 0 } = 4fu ^ 

En plus, si a G s""*, on a WF'(E +) C Ift. 

a 

Pour le démontrer on considère : 

< E ; , e - i [ < x ^ > + < y ' ^ + t T + s C T ^ ( x , y ) ^ ( t ) * 2 ( s ) > 
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avec ^, (f>j, <J>2 à- support compact. 

soit p - < x 0 , t o , Ç o , V y o , s o , V a o ) € T V n + 2 \ o . 

On voit que : 

1) Si £ Q ^ - n , on peut intégrer par parties en x et y, et dé­

duire que p £ WF(E +). 
a 

2) Si x Q f y Q et (Çq»^) f (0,0) on intègre par parties en 9 

et puis en x et y (utilisant spectre) et p ̂  WF(E +). 
a 

3) Si aQ < 0 ou T Q < 0, alors p £ WF(E*). 

En effet si g(z) est holomorphe sur C + et si pour un N on a 

| 9^ g(z)| ̂  C |z( N J sur les bornés de <E , en définissant la distribution 

g(s + io) = lim g(s + ie) , on trouve que e~ l s C r g(s + io)ds est nulle pour 
e+o + i 

o < 0. 

4) Si s Q 0Q ï 0 ou t Q T Q f 0 alors p £ WF(E*). 

Par exemple si S q a Q ^ 0, on intègre par parties en s en notant 

que près de S q ^ 0 , 3j E a est une distribution d'ordre fini indépendant de V. • 

N.B. : hors de {t = 0} U {s = 0} E + est la distribution de Fourier : 
a 

•ei<x- y,e> a ( 8 i t f X f 8 ) d e > 

« 
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On définit alors le noyau : 

H(t-s) E* 

On vérifie facilement, grâce au théorème d'Hormander que : 

WF f (H(t-s)E*) C Aj U A 2 C T * ( R
2 n + 2 \ 0 ) *, 

où : 

Aj = {(x,t ,Ç ,T;x,s ,Ç,a) | t >, s, tx = sa = 0 , x 0 , 04 0 } 

u {(x,o,£,x;x,o,Ç,a)| r > 0} u A(T*(R 2 n + 2 \ 0 ) , 

A 2 = {(x,t,o;x;y,s,o,a) | t ^ s, tx = sa = 0 , T ^ 0 , a 0 } 

u {(x,o,o,x;y,o,o,a)| x ^ a} 

u {(x,t,o,x;y,t,o,x)| T f 0 } . 

—00 . + 
Il convient de noter que si a G S , alors WF (H(t-s)E ) C A 9. 

a £~ 

On a l'interprétation géométrique de Aj (cf. le cas modèle): 

A WF f(H(t-s)E +) H A, 
a 1 

„ 
I \ = (t = 0 } 

I = { T = 0 } 
2 

On a le lemme fondamental : 
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Lemme : 

V e > 0 J a e B ^ + 1 + e t.q. : 

(t 8 t - X(x,Dx))(H(t-s)E*) = Ô(t-s) ©ô(x-y) + R(x,t;y,s) 

avec WF 1 (R) C a 2 . 

Preuve : 

N 
Quelque soit a G B on trouve : 

m 

t 3 t H(t-s)E* = t ô(t-s)E* + H(t-s)(t 3 t - X(x,Dx))E*. 

Maintenant : 

(t 3 t - X(x,Dx))E^ = E* , avec 

b(z,w;x,9) - w | - a - e

i < x ' 9 > X(x,Dx) [ e
1 ^ ' 9 * a(z,w;x,9)l. 

L fidée est de chercher a S de façon que b £ 

Si a ^ £ a. on est conduit aux équations de transport suivan­
te* J 

tes : 

a o - V x ' 9 ) a o = 0 

a-l " V x > 9 > a - 1 = *-l< x> 9> ao + T I , 9 9 . Xo 9x. a o 

D'autre part il faut considérer le terme : 

t Ô(t-s)E* = Ô(t-s)E+„ = E + I I a v ' wa wa z.w 
1 1 z=w 
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Si l'on veut que E + = (x-y) on est conduit à imposer les con-
WcL 

ditions initiales : 

w a | z = ^ = 1 > a|z=w = 1 / w >' 

i.e. a Q = 1/w , a . = 6 , j ^ 1 . 
z=w J z=w 

Si bien qu'on trouve : 

-À 0(x ,9)-1 - À 0(x , 6 ) £ 

a o(z,w;x ,9) = z w G B q . 

Alors : 

a - A O - I X Q 

^ w "5w " ^ a - l = z w ^ - 1 + *« 1(x ,9)log w - (x,9)log z} 

avec un symbole cf>_j homogène de degré - 1 en 9 . 

Il suffit alors de prendre : 

- A 0 - l A O 

a_j = z w {\_j(log w - log z) + 

1 2 
+ 2 <J>_i(x>9) ( l og w ) "* <J>_j(x,0) log z log w 

+ 7 ^ j C x ^ ) (log z) 2} G B £
+ 1 + £ 

Noter que a_j = 0 . 
z=w 

Les autres équations de transport se traitent de la même manière 

JL n 

en obtenant a_j, j 1 , comme une combinaison de termes du type (log w) (log z) 

x fonctions homogènes de degré -j en 9 . 
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De façon analogue on trouve : 

(t 3 t - X(x,Dx))(-H.(s-t)E*) = I + R. 

Avec WFT(H(s-t)E*) C A' U A' et WF f(R) C A' , (A! et A' sont 
a 1 2 2 1 2 

définis comme Aj et A£ en changeant t ^ s en t ̂  s). De la même manière on con­

sidère : 

a(z,w;x,9) (z,w) G <E_ = C \ i IR+, 

vérifiant des conditions analogues au cas <C+ et, l'on définit : 

f i<x-y,9> , . • Û N J A 
E = e . J 9 a(s-io, t-io;x,6)d0. 
a 

Ensuite on définit les noyaux H(t-s)E , -H(s-t)E"~ . 
a a 

On laisse maintenant au lecteur de continuer jusqu'à obtenir le 

1er théorème de propagation des singularités comme dans le cas X G <£. 

Pour donner des résultats analogues sur ces modèles quand À 

évite les entiers, on définit : 

Définition : 

S* - { a(p,y,6) e C°°(]0,1] x R * xR?) V e > o , V . 0 

p e ( p 3p)J 3^ 3^ a (p,y , 9 ) * C (He | ) m - | 3 l 

V p e ] o , l , V y e compact, V 9 G R n } . 
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C'est un espace de Fréchet et on a les lemmes suivants : 

An. A m Amk 

1) Soient a. G S J , m. + -« ; alors il existe a G S ° tel que a - Y a. G S Vk. 
J J j<k J 

2 ) Soit Q G Lm(lRn) , propre et a G 's m !, alors : 

e-
i<y>9> qel<->B> a ( p , . , 9 ) ] G ^ + m > 

avec le développement asymptotique : 

I 3 T q(y,8) 3" a(p,y , 8 ) . 

Exemple : 
. A o(y , 8 ) A 0 

Si Re A o(y , 0 ) > 0 , alors p G S . 

On construit maintenant un certain noyau. 

Etant donné a G s™ on définit T G X'(ïR2n*2) par : 
a 

def 
<T a, (f)(x,t;y,s)> -

feKx-y,e> a ( P ) y ) Q ) <j)(X)t;y,pt)dp d9 dx dy dt 

II convient de noter que l'opérateur associé : 

T : C > n + 1 ) - C°°(lRn+1). a o 

On estime : 

WF'(T ) C g u T c T*0R 2 n + 2)\O a * 
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{(x,t ,Ç,T;x,s,£,a)| | e [o,l] , 1 e [o,l] , t T = s a = 0 } 

u A(T*iR 2 n + 2 \ 0 ) . 

{(x,t,o,T;y,o,o,a) | t T = 0 , x/a e [ 0 , 1 ] } 

u {( x,t,o ,T;y,t,o,x)| T ^ 0 } . 

Noter que si a € S , alors WF'(T ) C -r 

3. 

Démonstration : 

On procède comme dans le cas modèle : 

Interprétation géométrique de g : 

A W F ' ( T a ) n g 

" I < Il - {t=o} 

V 

l2 = {x=o} 

On a maintenant le théorème : 

Théorème : 

Soit Be \0(XjV £ -2 V(Xji) € T W . Alors il existe 

a ^ S ° tel que 

WF'(Ta P - I) C P = t 3 t - \(x,Dx). 
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Preuve : 

(T P f)(x,t) = [ f e i < X" y' e >a(p,y , e ) [p tO tf)(pt,y) 
Jo ' 

- x(y,Dy)f(pt,y)]dp de dy 

= 1 ( e i < X ~ y ' 9 > {pa(p,y,e) |--[f(pt,y)] 
Jo J 3 p 

- e i < y' e > TX(y,D y)(e-
i <-' 9 >a(p , . , e))f(pt,y)} 

= e i < X _ y ' 6 > a(l,y,9) f(t,y)d9 dy 

- ' ! f e i < x - y ' 9 > { p |- a + a + e
i < y > 9 > 

• o J 

[ T M y,D y) (e
_ i < - ' 9 >a)l }f (pt,y)dedpdy 

On est conduit aux conditions : 

( a(l,y,6) -V 1 

En écrivant a ^ £ a . , a . G S J , on trouve les équations de 
j>o J J 

transport suivantes : 

f P | p a o + a o + V y ' 6 ) a o • 0 

ao(l,y,6) = 1 

f 3 A - 1 
p -jp a_j + a_j + XQ(y,8)a_j = termes d'erreurs G S 

|̂  a_j(l,y,e) = 0 
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On obtient : 

-x o ( y ,e)-i 
a Q = P 

et ensuite : 
-À (y,6)-l , 

a . ( P , y,6) - p l (log p ) * h. _.(y,9) 
J £Gfini ^ J 

homogène de degré -j en 6 

On laisse au lecteur de démontrer le 2ème et 3ème théorème de 

propagation des singularités comme dans le cas modèle X G C,(supposant, respec­

tivement, Xo(y,9) g {0,+l,+2,...} ou À (y,6) £ {-1,-2, ...})• 

Références : 

N. HANGES : "Parametrics and propagation of singularities for operators with 

non-involutive characteristics". Ind. Math. J., 28 (1979), 87-97. 
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On considère maintenant un système Fuchsien général : 

(1) P u = (I N t 3 t - A(t,x,Dt,Dx))u = f , 

où A est une matrice N x N d'o.p.d. classiques (et propre) d'ordre 0 définis 

sur (R n + 1 ; o n n o t e p a r *(t,x,T,Ç) ^ a Q(t,x,T,0
 + a_j(t,x,T,Ç) + ... le sym­

bole de A(aQ(t,x,T,Ç) est le symbole principal de A).On s'intéresse à étudier 

WF(u)\WF(Pu) au voisinage d'un point pQ = (°> x

0 >
0 >£ 0 )

 e 1 = I n I • 
1 2 

L'idée naturelle est de chercher un o.p.d. Q d'ordre 0, ellip­

tique au point pQ, t.q. , PQ = Q(I N t 3 t - B(x,Dx)) (près de p ) avec une 

nouvelle matrice d'ordre 0, B qui ne dépends pas de t et de D t« Si cela est 

possible on peut alors appliquer les résultats précédents. 

On va montrer qu'une telle matrice Q existe si une certaine 

condition est satisfaite. Précisément, considérons le polynôme (indiciel) : 

(2) I* (ç) = det(ç I N - a 0(p )), ç S c. 
^O 

Définition : 

On dit que P satisfait la condition de Fuchs en pQ si pour les 

racines Çj (pQ) ,.. . ,Ç N(p Q) de I* (ç) = 0 on a q(p Q) - C j CpQ) £ *\{0>, 
^o 

i,j = 1,...,N. 

On a le théorème suivant : 

Théorème 1 : 

Si P satisfait la condition de Fuchs au point p^3 il existe 

deux matrices N * N> Qjy Q2J d'o.p.d. d'ordre 0, elliptiques près de pQj 
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telles que : 

(IN t 3 r A(t,x,Dt,Dx))Q2 = Q2(IN t 3 r B(x,Dx)) (près de pQ)3 

où B est une matrice N x N d'o.p.d. d1 ordre 0 ; à noter* que : 

Preuve : 

Supposons qu'on ait déjà trouvée une matrice Q elliptique près 

de p o et telle que : 

(I N t 3 t - A)Q Q(I N t 3 t - A ) , près de p Q , 

où A est une matrice N x N dont le symbole dépend seulement de x,^ et de tr 

dans un voisinage conique de p Q (naturellement a Q(P 0) = a Q(p )). On va montrer 

qu'il existe une matrice N x N d'odre 0 , F elliptique près de p , avec sym-

bole dépendant seulement de x,Ç et de tî, t.q. (I N t 3 t - A)F = (I N t 3 t -

B(x,D x)), avec B indépendante de t et de T. Ceci est classique (astuce de 

Chazarain). On pose F ^ 1^ + F_| + ... et B ^ B Q + B_j + ... et on commence 

par chercher F_j et B Q , t.q. (I N t 3 t - A)(I + F_j) = I N t 3 t - B Q modulo 

OPS"*1. 

En égalant les symboles principaux, on trouve : 

itx f_j(t,x,T,Ç) - a o(x,Ç,tT) = - b Q ( x , 0 

posons : b o(x,£) = aQ(x,Ç,o) et 

j a Q(x,Ç,o) - a Q(x,Ç,tT) 
f.j(t,x,T,Ç) = T ^ — 
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Il vient que f_j est bien défini et C°° (et dépends seulement de 

x,£,ti). En procédant de cette manière, on arrive à la conclusion. On pose alors 

Qj = QF, Q 2 = Q. 

Donc tout le problème revient à montrer l'existence d'une matri­

ce d'ordre 0, Q elliptique près de p Q, et telle que IQ = Q(I N t 3fc - A) avec 

le symbole de A dépendant seulement de x,Ç et tT dans un voisinage conique de 

Commençons par un cas particulier. Supposons qu'au point p Q 

a

Q(p ) soit triangulaire supérieur de la forme : 

A . * \ 

(3) a o(p Q) = \ , X G <E 

Admettons pour un instant le lemme suivant. 

Lemme 1 : 

Soit M une variété C°° et soit a(z;t,T) e C°°(M x IR2) une matrice 

N x N. Soit z G M et supposons que : 

/ \ *\ 
a(zo;0,0) - N k , X G «. 

OO . 2v 
Alors il existe deux matrices N x N, q(z;t,x) ^ C (M x CR ) et 
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a(z;s) £ C (M x (R) avec : 

i) q(zo;0,0) - I N 

ii) a(z;0) = a(zQ;0,0) 

telles que ; 

def ^ 
Lq = (t 9 t - T 9t)q(z;t,T) - [ a(z;t,x)q(z;t,x)-q(z;t,x)a(z;tT)] 

= O au voisinage W x [ -T,T] x [ -T,T] de (z q;0,0). 

Supposons |Ç Q| = 1 et considérons les ensembles : 

A £(P Q) = {(t,x;T,Ç«) e i R
n + 1 xIR T x t

n _ 1 \V<Q\ < 

lx"xol < e> M» M < e } > 

V e(P Q) = {(t,x;T,0 e T*fiR
n+1\0 Z ï 0, (t,x, , -jlj-) 

G A E(p o)}, £ > 0. 

On cherche Q, % S OPS° avec symboles £ q_. , £ a_. . 
j^o 2 2>o J 

Imposant que (I N t 3 t - A)Q = Q(I N t 3 t - A) on obtient des 

équations de transport. La première est : 

(t 3fc - T 3 T)q o - {a Qq o - q ^ } = 0 

On utilise le lerame 1 avec M = ÏRn x $ n z = (x,£ f), si bien 
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qu'il existe deux matrices q o(t,x;x,Ç'), a (x,£';tT) (définies sur M x IR̂  *) 

telles que : 

q o(0,x o;0,Ç o) = I N, a o(x,Ç o;0) = a o(p o) et 

(t 3 f c - T 3 T)q Q = a Qq o - q Q â o sur A
£ ( p Q ) (pour quelque e > 0). 

On définit alors : 

^q o(t,x;x,0 = q0(t,x,T/|Ç|,Ç/|ç|) 

J (sur V e(p Q)) 

a o(t,x,x,0 = a0(x,Ç/|ç|;tT/|Ç|) 

s» 

On peut bien supposer que q Q et a Q soient définies sur T (R \0. 

Donc, si Q q et A Q sont des o.p.d. de symbole q Q et a Q , on trouve déjà 

I^(t 3 t " A ) Q Q = Q Q ( I N t 3 t - 2l) modulo OPS ' dans un voisinage conique de p Q . 

En continuant (et utilisant une variante du lemme 1 avec second membre) on con­

clut. 

Montrons maintenant le lemme 1. Avant tout,on prouve le lemme 

au niveau de séries formelles, i.e. étant données a(z;t,s) ^ J a r s(z)t rt s, on 

cherche q(z;t,s) % £ q r s(z)t rt s et a(z;tx) ^ £ a^(z)(tx)^ telles que 

(Lq) r s(z) = 0 , Vr,s ^ 0. Or (Lq)°°(z) = -^a°°(z)q°°(z) - q00(z)a°(z)] = 0. 

Cette relation est satisfaite au point Z q si q°°(zo) = 1^ et a
3(Z q) = a°°(z o). 

L'application : 

(q,a) F(z;q,a) = a (z)q - qa 

est telle que l'application linéaire dérivée partielle : 
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(q,a) 

: (Aq,Aa)|-* a 0 0(z o)Aq - Aq a°°(z o) - Aa 

est surjective. Utilisant le théorème des fonctions implicites il y a donc un 

voisinage V 3 Z

Q et deux matrices C°° sur V, q°°(z), a°(
z)> avec q 0 0(z Q) = I N, 

a°(z o) = a°°(z o) t.q. : F(z,q°°(z), 2°(z)) = 0, Vz G V. 

En imposant (Lq) l 0(z) = 0 on trouve : 

q 1 0(z) - a

l 0 ( Z ) q
O O ( Z ) - a

O O(z)q 1 0( Z) + q
l 0(z )2° ( Z ) = 0 

i. e. : 

(4) q 1 0(z)(I N +^°(z)) - a
o o(z)q 1 0(z) = a 1 0(z)q°°(z) . 

Dès que le spectre de I N + a°(z Q) et celui de a°°(z o) sont dis­

joints, on peut résoudre (4) (en C°° !) dans un voisinage V' C V de z^. De la 

même manière on résoud (Lq)^'(z) = 0 sur V f . Pour résoudre (Lq)f!(z) = 0, on 

observe que (t 9̂  q - T 9 q ) 1 1 = 0 et on est conduit à résoudre : 

a°°(z)qff(z) - q°°(z)a'(z) = matrice connue. On pose q,f(z) = I N et puisque 

q°°(z o) = I N, on détermine a
1 (z) sur un voisinage V" C V f de z Q. 

Ensuite, on résoud ( L q ) 2 0 = 0, (Lq) 0 2 = 0 et ainsi de suite. Il 

faut remarquer qu'il existe un voisinage W 3 Z q sur lequel on peut construire 

toutes les matrices q r s ( z ) , a (z) E C°°(W) d'une façon que (Lq) r s(z) = 0 , 

Vz G W et Vr,s. Pour s'en convaincre il suffit de tenir compte du fait que les 

équations linéaires a(K 1^ + a°(z)) - a°°(z)3 = donné, k G Z\{o}, sont toutes 

résolubles (en C°°) sur un même voisinage de Z Q. 
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En conclusion, utilisant le lemme de Borel on construit deux 

matrices : q(z;t,x), a(z,tx) G C°°(M x R 2) telles que Lq - (t 3fc - T 3^)q -

A A *\j 0 0 _ 

[ a q - q a] = g est C et plate pour t = 0, T = 0 sur un voisinage W 3 Z q. Il 
^ 00 9 

est alors facile de trouver q(z;t,T) G C (W x £R ) , plate sur t = 0, T = 0 et 

telle que (q = -g sur W x [~T,Tj. x [ -T,T] pour quelque T > 0. 

A A 

En posant q = q + q on conclut la démonstration du lemme 1. Il 

faut passer maintenant du cas simple où a

0(p Q) a la forme (3) au cas général 

(supposant toujours la condition de Fuchs satisfaite). On se rend alors facile­

ment compte qu'on peut supposer a

Q(p o) triangulaire supérieure par Blocs, de 

la manière suivante : 

/ a n ( p o > ; 

\ a22<P 0> j \ 

(5) a o(p o) = \ \ , k » 2 

\ 0 V -

! J/ 

avec : 

i) a j.(p 0) = ! ' \ j x . e « 

42 



I I - 35 

iî) Spectre (a..(p Q) + r I R ) O spectre (
a£i(P 0>) * 0 > 

î,j - l,...,k, i ̂  j, r G 2. 

On va montrer qu'on peut découper le système (1) en k blocs 

correspondants aux a., j ( p Q ) , j =* 1,...,k. 

Pour simplifier un peu je supposerai que k = 2. Admettons pour 

un instant le lemme suivant : 

Lemme 2 : 

00 00 2 

Soit M une variété C°° et soit a(z;t,x) S C°°(M x IR ) une matrice 

N x N. Soit Z q ̂  M et supposons que : 

/ a N ( 2 o ; 0 , 0 ) j 0 \ 

a(zo;0,0) = \ 

\ 0 , a22 ( zoï°'°> / 

ajj(z o;0,0) étant deux blocs de dimension N.., j = 1,2, Nj + N 2 - N. On fait 

l'hypothèse que spectre ( a

n ( z o ) + r I N ) n spectre (a 2 2(
z

0)) = # P
o u r chaque 

r e 2. 

Alors il existe deux matrices N x N, q(z;t,x), a(z;t,x) £ 

OO 2 
C (M x Et ) avec : 

i) q(zo;0,0) = I N 
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/ a n ( z ; t , T ) j 0 \ 

ii)a(z;t,T) = j , a^(z o;0,0) = 

\ l I a^(z o;0,0) , j-1,2, 

telles que : 

Lq = (t 3 t - T 3T)q - [ aq - qaj = 0 

sur un voisinage W x [ -T,T] x [ -T,T] de (Z q;0,0). 

^ o 

Le lemme étant admis on cherche Q, A G OPS avec symboles 

I «L* > l a . de façon que (I N t 3 - A)Q s Q(I t 3 - ï ) près de p Q. La 
j^o J j^o J 

première équation de transport qu'on obtient est toujours : 

(t 3 t - T 8 T)q Q - [a ?q Q - q ^ ] = 0 

n n— 1 

On utilise le lemme 2 avec M = (R x $ , z = (x,Ç'), si bien 

qu'il existe deux matrices q o(t,x;T,Ç), a Q(t,x;T,Ç) t.q. : q o(0,x o;0,£ o) - I N, 

a Q(P 0) = a Q(P o) et (t 3fc - T 3 T)q Q = a ^ - q Q a o sur A
£ ( P Q ) , pour quelque 

£ > 0. On définit alors : 

r q o(t,x;T,Ç) = $ 0(t,x,x /U| , Ç / | Ç | ) 

(sur V e(p Q)) 

a o(t,x;T,0 = a Q(t,x, t / | Ç | , 
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On prolonge q Q et a Q sur T*R n + 1\0(Ç ^ 0) et si Q q et A Q sont 

des o.p.d. dans 0PS° avec symbole q et a on trouve que (IXT t 3 t - A)Q -
r O o n N t o 

% — 1 

Q 0 ( I N t 3 t - A)
 G OPS (dans un voisinage unique de P Q) . En continuant (et 

utilisant encore une variante du lèmme 2 avec second membre) on conclut. 

Pour démontrer le Lemme 2 on se limite au cas formel (on ajou­

tera ensuite un terme plat à t = 0, x = 0 exactement comme dans le lemme 1). 

Posons : a(z;t,x) ^ J a r s(z)t rx S et cherchons q(z;t,x) ^ £ q r S(z)t rx S, 

a(z;t,x) ^ l a r s(z)t rx s de façon.que (Lq) r s(z) = 0 Vr,s > 0. On a : 

x O O / \ r OO / v ^ O O / N O O / v ^ O O / m 
(Lq) (z) = - [a (z)q (z) - q (z)a (z)J 

Pour : 

\ q 2 1 a 2 2 / \ q 2 1 1 ^ / \ 0 a 1 2 / 

on considère la fonction (quadratique !) : 

(^) -F(z ;£ ,2 ) = a°°( Z)(£,I N) - (£,1^(0 ,2) . 

On a : 

F(z Q ; $ = 0, a = a(zQ;0,0)) = 0. 

D'autre part la différentielle par rapport à (q,a) est donnée 

par : 
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A - A a n

 all( zo ) A <ll2~ A q12 a22 ( zo )\ 

(z ) 
(Aq,Aa) * dF , ° ,(Aq\Aa) = 

\a 2 2(z o)Aq 2 r A q 2 jaj,(Z Q) -Ù22J 

qui est surjective dès que ajj( z

Q)
 e t a22^ zo^ n f ° n t P a s ^ e valeurs propres 

communes. On utilise le théorème de Dini pour conclure qu fil existe deux fonc­

tions C°°, z + (q(z),a(z)) sur un voisinage V 9 Z q , telles que : 

F(z;3(z),a(z)) = 0 sur V et q(z Q) = 0, a(z Q) = a°°(z o). 

On pose alors : 

q°°( 2) - ( j , ̂ °°(z) = | j 

\ *21<«> \ J \ 0 *22 <Z> J 

Pour construire q T S(z) on observe que : 

(Lq) r S( Z) - 0 <=> (r-s)q
rs(z) - [a°°( Z)q

r s( z) - q

r s (z)2°°(z)] 

+ q°°(z)a r s(z) = matrice donnée. 

Avec les mêmes notations qu'avant on considère l'application 

(linéaire !) : 

(q,a) - F r_ s(z;q\a) = (r-s) ($,0) 

- [a°°(z)(q\0) - tf,0)a°o<*)] + q°°(z)(0^) 
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En z = z on trouve : 
o 

A u «li2 a22 C 2 o ) - t a l l ( z o > - ( r - s ) I N 1

] < l j 2 \ 

F r_ s(z;£,a) = / j 

X ^ ^ l l ^ " [ a 2 2 ( z o > " ( r" s) IN 2

] ( l 2 1 a 2 2 J 

Grâce à l'hypothèse du lemme 2 on reconnaît facilement que les 

» • OO 
applications F r_ g sont inversibles (en C ) sur un même voisinage de Z q , ce qui 

permet de construire les q r s ( z ) , a r s(z) E c °° sur un même voisinage W de z . Le 
o 

théorème 1 est ainsi démontré. 

Si la condition de Fuchs n'est pas satisfaite les constructions 

précédentes tombent en défaut. On a toutefois le théorème suivant : 

Théorème 2 : 

Etant donné le système Fuchsien : 

P = INt 3 t - A(t3x;Dt>Dx) 3 

supposons qu'au point QQ ^ \ = \
 n \ j P ne vérifie pas la condition de Fuchs. 

Il existe alors un système Fuchsien : 

^ = y 3 R B(x3Dx) 3 

où B est une matrice ^ x $ d1 o.p.d. classiques d9ordre 0 ne dépendant pes de 

t et de avec : 

i) ? (V - T £ (V 
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*\i 'Xi 

ii) N > Nj N dépendant seulement de a

0(PQ)s tel que, quelles 

que soient u, f £ avec 

90 ? WF(f) .* P0? WF(P u - f), 
• ^ 

il existe U, F £ 3) ' (trf1*1^ avec 

i) WF(F) = WF(f) et WF(u) = WF(U) dans un voisinage conique de 

Po * 

U) pQ ? WF(F U - F). 

Il est alors évident que l'étude de WF(u)\WF(f) près de p Q se 

ramène à l'étude de WF(U)\WF(F) (près de p ). 

On démontre le théorème 2 en utilisant une astuce de Kashiwara-

Oshima. On va donner dans la suite une démonstration du théorème 2 dans le cas 

particulier, mais significatif ou a

0 ( p Q )
 e s t formée par deux blocs triangu­

laires supérieurs du type suivant : 

N i f / a i i ^ j 0 \ 
a Q(p o) = j - H h . N i + N 2 = N > 

\ 0 ! a22< P o > / ) 2 

(6) \ j v^-J / 

z 

/X

 x *\ f ' j * \ 

a l l ( P o > " ( \ J ' *22(Po) = \ n \ Ue° 
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On a alors le lemme : 

Lemme 3 : 

Supposons que a

0 ( p Q ) ait la forme (6). Alors il existe : 

1) Deux matrices N x N, Qj, G OPS°, elliptiques près de p Q 

2) Une matrice N x N , (t ,x;Dt ,D x) G OPS° de la forme : 

N i 

B U ( X , D X ) ! D l ( x,D x)t 

-\ ! \ 
d , i 

\ ! ))*>' 

N 2 

avec Ej G OPS""1 (de dimension N 2 x Nj), Dj G OPS° (de dimension Nj x N 2) , 

telles que : 

i) ci0(P0) - a 0(p 0) 

ii) (I N t 9 t - A)Qj = Q 2 ( I N t 3 t - c # ) , près de P q 

En plus, si aQ(t,x;T,Ç) est triangulaire inférieure (par blocs) 

dans un voisinage conique de p Q, on peut prendre Dj(x,Dx) = 0. On va montrer 

comment déduire le théorème 2 du lemme 3. 

Si Pu = f, u,f G 3)'ÛR n + 1) N, p o £ WF(f), posons V = Q"
1 U, 
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g = Q 2 * f. On aura cPv = g (près de P q) , où <P = " I N t 9 fc - c^. Ecrivons 

v = (vj,v 2), g = (gj,g 2), si bien que : 

f t 9t vl = Ell v i t y 2 + g l . 

t 3 t v 2 = Ej 3 t V j + B 2 2 v 2 + g 2 

Posons : W j = V j , v?2 = t v 2, = v 2 < Alors : 

t 3 t W j = t 3 t V j = B j j wj + Dj w 2 + gj ; 

t 3 t w 2 = t 3 t(t v 2) = t v 2 + t(t 3 f c v 2) = w 2 + t Ej 3 t W j + 

+ B 2 2 w 2 + t g 2 ; t 3 t w 3 = t 3 t v 2 = Ej 3 f c W j + B 2 2 W3 + g 2. 

Donc : 

/ W l \ / B l l ( x ' V D l < x » D x >
 0 \ / w l \ / « A 

t 3fc w 2 = t E l ( x , D x ) 3 t I N 2+B 2 2 ( x,D x) O w 2 + tgJ 

\ ^ 3 / y E l ( x , D x ) 3 t O B 2 2 ( x,D x)/ \ » 3 j \g2J 

En posant c()j = I j 9 (J>2 = w,j, on trouve que : 

w 

/ * n ( t » x i D t , D x ) 0 A / G I \ 

( 7 ) t 3 t - \ + 

V*2/ ^ l ^ W * 2 2 ( t > x ; D t ' D x V \ * 2 / \ G 2 / 

où : 
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/ B n D i \ 

* H " \ *21 = ( E l 9 t - 0 )' *22 = B22 e t 

\ t E I 9 t h+E22i 
2 1 

Gj = |̂  ^ , G 2 = g r 

On remarquera que : 

1°) WF(c|>) = WF(u), WF(G) = WF(f) près de p Q 

h °\ 
2°) La matrice $ = 1 est triangulaire inférieure 

\*21 $ 2 2 / 

3°) Le symbole principal $ 0(p 0) est encore de la forme 

Nl + N 2 N 2 

' ̂  r ^ 

C f \ * \ \ 
2 1 _ _ . j 

{ V i " x . y 

On peut alors appliquer encore une fois le lemme 3, si bien 

que le système (7) se traduit (dans un voisinage conique de p ) dans un système: 
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/ * a
 N i + N

2 r
 cii ( x>v ° f h \ /HA 

(8) t8 t = + j I 

W \ C21< x> Dx. ) 3t C22 ( x> Dx> J j N 2 ^l) VH

2j 

N 2 

7l n+1 N 1 + 2 N 2 

ayant mime polynôme indiciel à p Q (C2j
 e OPS ) et avec \\>, H €<,//'(R ) 

t.q. WFOJj) = WF(u), WF(H) = WF(f) près de p Q. Définissons maintenant : 

Ul = *1» U 2 = 9t *1» U 3 = *2* 

Alors on vérifie que : 

/ U \ / c n ( x , D x ) 0 0 \ fu\ / h A 

t Ô t I " 2 = I ° C l l < X > D x * N 1 + N 2

 0 \ U 2 + 9t Hl] 

W \ 0 C 2 1 ( x , D x ) C 2 2(x,D x)j \ d 3 J \n2 J 

Le théorème 3 s'en suit en posant : 

/ C H ( x , D x ) 0 \ 

B(x,D x) = 0 C n ( x , D x ) - I N i + N 0 V , 

\ 0 C21 ( x > V C 2 2 ( x , D x ) 

qui a dimension 2Nj+3N2 et B Q(p o) = a Q ( P o ) . Noter que WF(U) = WF(u), 

(h \ 

WF 3 tHj = WF(f) près de p Q. 

\ H 2 / 
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Il reste donc à montrer le lemme 3. Un argument du type de ce 

que l'on a utilisé au début de la démonstration du théorème 1 montre qu'il suf­

fit de construire une matrice Q G OPS°, elliptique en p , telle que : 

PQ = Q(I N t 3 t - i f c (t,x;Dt,Dx)) (près de p Q) 

avec : 
N l 

/ B n(t,x;D t,D x) DjCt.xjD^D^tX 

,£ "M 
CAD = 

y E 1 ( t , x ; D t , D x ) 3 t B 2 2(t,x;D t,D x) J | N 2 

où B j j , B22' ̂ 1 G OTS°> E j e 0 1 > s * mais avec symboles dépendant seulement de 

x,Ç et de tT dans un voisinage conique de p Q (et, bien sûr, avec £ ^ ( P Q )
 = 

Exactement comme dans la démonstration du théorème 1, l'existence 

de Q et de cfc se déduit du lemme suivant. 

Lemme 4 : 

Soit M une variété C°° et soit a(z;t,x) E C°°(M x R 2 ) une matrice 

N x N. Soit Z q E M et supposons que : 

N i 

/ a n ( z o > : ° \ 

N i { : \ 

a(z ;o,o) = l : 

\ ! 1 n 2 

\ 0 ! a22 ( zo>/ J 
1 .—> 

N 2 
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\ 
a„C« 0) = \ ^ I » a 2 2 ( Z ( j ) - 1 \ , xe<c 

\o \J \ o V i y 

Il existe alors : 

i) Une matrice N x N q(z;t,x) e c", avec q(zo;0,0) = I N 

ii) Une matrice € C°°(M x R) de la forme : 

Nl 

/ C n(z;s) J d(z;s) \ 

L.,....i-—\ 1 ! }s2 
\e(z;s) i C 2 2(z;s) / ) 

i * 

N 2 

a V 6 C c j j ( z o ; 0 ) = a j j ( z o ) j J = 1 » 2 ' 

telle que en posant : 

/C u(z;tT) l d(z;tT)t \ 

a(z;t,x) = ; 

\e(z;tT)t i C 2 2(z;tT)J 

on a : 

Lq = (t 3 t - T 3 T)q - [aq - qaj = 0 

sur un voisinage W x [ -T,T] x [ -T,T] de (Z q;0,0). 
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Il suffit de démontrer le lemme 4 au niveau des séries formelles. 

On se donne a ( z ; t , x ) ^ £ a r s ( z ) t r T S et l'on cherchera : £ q r S ( z ) t r x S , 

l c ^ C z K t x ^ j = 1,2, d(z;tx) * l d £ ( z)(tx) £, e(z;tx) ̂  £ e £ ( z ) ( t r / de façon 

a obtenir (Lq ) r s ( z ) = 0, Vr,s. (Lq)°° - 0 équivaut a a O O ( z)q O O ( z)-q o o ( z)c ° ( z)=0 

où : 

/ c n ( 2 ) ; \ 

C £(z) = I i. \ , £ * 0 

\ ! 42(Z )j 

On résoud cette équation comme dans le lemme 2 (on utilise seu­

lement le fait que ajj( z

0) et
 a22^ zo^ o n t u n s P e c t r e disjoint ! ) . 

La nécessité d'introduire les termes d et e se manifestent 

quand l'on veut résoudre (Lq)*° = 0 et (Lq) 0^ = 0. 

En effet : 

/y — \ 10 _ 10 / oo 10 , 10 oov . 10 no . oo , tLq; = q - (a q + a q ) + q C + q d . 

Pour avoir (Lq)*° = 0 on doit résoudre : 

~ l 0 f T o. r°\ oo 10 . oo , 10 oo q (.1 + C ; - a q + q d Q = a q 

On cherche q sous la forme J | . En tenant compte 

\'21 ! $22/ 

que C ° ( Z q ) = a ° 0 ( z o ) , on trouve, au point z Q , l'équation : 
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/ - C ! l a l l ( z o ) ^ 1 2 - ^ 1 2 a 2 2 ( z o ) \ 

V 2 2 ( z o ) 3 2 r 3 2 1 a l l ( z o ) - "C22 / 

= matrice donnée 

Ce système est résoluble en C°° et après on trouve toutes les 

r 1 1 s Z~ 
q et q et les d et e en résolvant des système linéaires. En procédant 

de cette manière on achève la preuve du lemme. 
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