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CHAPITRE II
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Etude des singularités pour les solutions distributions d'un

systéme :

(1) (I, t 3, - A(t,%,D,,D )u = £,

ol A est une matrice N x N d'o.p.d. classiques et propres d'ordre 0.

Précisément on s'intéresse 3 décrire WF(u)\WF(f) au voisinage

de la variété double 2 = 21 N 22 :

I, ={t=0}c ™\ o
I, = {t =0} c TR™ o

(On pose 20 = 21 U 22). En effet prés de ZP\Z ou ZZ\Z la description est classi-
que -tandis qu'on s'attend 2 des phénoménes de bifurcation des singularités prés

de ] (phénoménes que 1'on va décrire avec soin).

Je vais diviser mon exposé en trois ou quatre parties

1)- Construction de microparamétrixes pour le systéme (1) prés
de z quand A ne dépend pas de t et D, et résultats de propagation (j'expose

ici la méthode de N. Hanges).

2) Réduction microlocale prés de ) d'un systéme
- N v , . .
In t at A(t,x,Dt,Dx) 3 un systéme IM t at A(x,Dx) (M > N). C'est facile si

N =1, il y a des obstructions non-triviales si N > 1.

3) Applications : j'ai déja parlé 1'année derniére i St Jean
de Monts de certaines applications de 1) et 2) 3 des opérateurs p.d.o. 3 carac-

téristiques multiples de multiplicité variable avec intersection symplectique.
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Ici je veux considérer le probléme de Cauchy pour un systéme hyperbolique symé-

trique du ler ordre.

(Iy D, - A(x,Dx))u = f

N

Ulpao = 800

olt A est une matrice N x N elliptique du ler ordre autoadjointe positive sur

une variété compacte sans bord X.

Je vais traiter le cas ol :

r.
det (I, T - Aj(x,8) = T (1 = A, (x,8) °
j=1

avec Aj € Cm(T*X\O) (réelles) rj 5 1 constant en supposant que si pour deux

indices i,j € {1,...,v}, 1 # j,1'ensemble

I = (B € VX0 | A, (x,8) = A (%,

4

est non vide, alors :
- {Ai’ Xj} # 0 sur Xi,j

2)- pour chaque k € {l,...,v}, k# i, k# jon a Xk # Xi’

Ak # Xj en tout point de T*3070.

Dans ce cas, si O € My S My € ... sont les valeurs propres de

1'opérateur A, on considére la fonction trace :
-ity.

s(e) = ) e J=f]4’(26(u—uj>)
i3l i>l

et 1'on donnera une estimation de WF(S(t)) (relation de Poisson).
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1) '~ CONSTRUCTION DE MICROPARAMETRIXES : LE MODELE -

Pour comprendre les idées, je vais traiter un peu en

. - . n+l n
le cas simple d'un opérateur scalaire sur R = Rt X Rx :

(2) Py =t3 -1, oiAE€ c.;

En effet, ce que je vais énoncer s'étend au cas

détail

PA = Iyt Bt - A ol A est une matrice carrée N x N 3 termes complexes.

Dans le cas (2) on construit explicitement des solutions fon—

damentales ayant certaines relations de propagation.

Considérons les distributions :

i+

Ki(t,s) =it i e e, xr)

On a :

0;+T1T>0, +0>0)}

I
@)
n

[

WE(KY) € {(t =

v {(t T>0, 0=0)}

[l
=)
»

1+

U{(t,s =0 ; T=0, +0>0}

Puisque WF(Ki) est disjoint du fibré conormal 3 t =

considérer les quatre distributions suivantes

H(t-s) K\(t,s) , H(s-t) K'(t,s) (H(z) Gtant la fon
- - Heavyside)
A % 2 T =220
WF' (H(t-s)K)) C A(T R'\0) V {(t=o0, s=o ;T,0)
; = TEO

s on peut

ction de

10
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U {(t,0;0,0) | t >0, + 0 <0}

1+

U {(0s37,0) | s<o0, +T >0}

1+

WF(H(s—t)Ki) contenu dans un ensemble du méme typé que le précédent en rempla-

gant par t positif par t négatif et s négatif par s positif.

Maintenant :

£ 0, H(t=s)K) = t 8(t-s)K) + A t H(t=s) (t + 10)" ! (s+i0) "]
- A H(E-9)K) + 8(t-s) (¢ + i) (s + 1),
donc :
P.[H(t-s)K'] = §(t-s)
A + '
De la méme manidre on trouve que :
A
P)\[H(t—s)K_] = §(t-s)
et ‘
1'()\] = (S -
P)\[—H(s—t)Li = §(t-s)
‘s A A s
Utilisant les noyaux H(t—s)K+ et —H(s—t)K+ on définit quatre
opérateurs : Ei 371 : C: + D' tels que Py Ei =1et Pxéri = I.

Pour construire des inverses 3 gauche on remarque que :

* *

(€9, = A =-(t 3, + A+ 1)

g
[}

PG+

Si je prends WE € , u = =(X + 1), alors :

1
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-eM'py, = T et (-FH'p, =T

o e - 00 +
A ce moment on définit les opérateurs dans CO(IRn ])

A H* A _ Mt
B, = ~(e) o1, F, = CF,:) ® I
==X+ 1)

C'est un exercice de vérifier que :

2n+2

WF'(Ei) c A(TY "™ A\0) U
gsT
v {(S,X,O,E),(t,y;T,n) l s =t=20,x Yy &=mn,
’ ) g=2T
U {(s,%,0,E),(t,y;T,m) | x=y,&=mn, s =0, T =o,
t >0, +0 < o}
v {(Ssx,C,E),(t,y;T,n) l X =Y, E =n, t =0, 0= o0,

§

C

n#o0o,0=T=0, s< t}

b
1

{(s,x,0,8), (t,y;7,n) | v, &

* _2n+2 % + + * _2n+2
= (@)
ATT RTTTTN0) U AT U A UASUBCAT RTTNO) VU (% [)
Pour :
WF'(F,) C A(T" R27*2y y ApUA, UA} UB
(tgo) (s30) (s3t)
2n+2

c At R o) U (J x I

Donnons une interprétation géométrique :

Sur (T* Rn+l\0) U Zo on définit quatre relations d'indice, en

1

. 4 . - * + . . .. .
considérant 1'identitd sur T R" \0 et en orientant les bicaractéristiques de

Lo

12
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o I ] ={t=0 ” ) L
v 1%
I, ={t =0} 7,
A WF' (Fi) A WF! (Fi)

A
A
A

A

0, + T >0} et

1

+

On définit NE = {(t,y;T,n) I t =0, n
1

0 de R™" ). Les opé-

Nzl = Nil 9] Ei] (c'est le fibré conormal 3 hyperplan t

n+l

rateurs Ei s Fi se prolongent aux distributions f € EhﬂR ) telles que

+
WF(f) N NX =@ et on trouve que :
1
Ei Ei T
WE ({ JE}) CWF' { T} o WF(f) UN
-t A 21
+ Fi .

ler Théoréme de propagation :

Etant donné Py = (0, x = X3 0, & = Eo # 0) € Z

13
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tantes de Py

tantes de Py

on a :

alors :
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Yf(po) ={0, x=x 3 £s>0, £(, | s >0} NI,
+ (o)
Yo(p,) = {(xs, x=x 50, £7) | s>0}C N

+
Yl(ﬁz) U {po} sont les deux demi bicaractéristiques C Zl sor-—

+
Yz(po) U {po} sont les deux demi bicaractéristiques C 22 sor-

Alors soit u Et—" (IRn+1) avec p ¢ WF(PAu).

Si pour chaque j € {1,2} et pour un choix des signes + ou -

+
Yj(po) N WF(U) =0 ’

Py & WF(u).

Preuve :

alors :

Soit par exemple :

(Y] (p,) Y v,(p ) N WE(W) = g.

(1}(p) U ¥,(p,)) N WE(Pu) = 0.

On peut supposer WF(u) N NE =@ , si bien que F; qu = u.
S -1

14
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A
Or p, € WF(u) => o € WF(Fy P.u) i.e. p, € WF'(F,) o WF(?u) ;

mais ceci est possible seulement si Jp' t.q.(po,p')'e WF'(Fi) et p' € WF(PAu)

(i.e. p'E YT(po) U Yg(po)) ce qui n'est pas vrai.

Les trois autres possibilités se traitent en utilisant les pa-

ramétrixes adaptées.

. .. n
I1 convient de remarquer qu'en choisissant %’E'Q'GR ) avec

(x ,Eo) € WF(9) et considérant les distributions (t # io)A @ f(x) ou

(t

I+ > 0O

@ ¥(x)) on peut construire des solutions de qu = 0 telles que P € WF(u)

et WF(u) contiennent au moins trois demi bicaractéristiques.

Remarquons maintenant que (t Bt - k)tk =0 et

(t 3, + (k+l))6£k) = 0 pour k = 0,1,...

Etant donn& ¢ comme plus haut on voit que WF(tk ® $(x)) contient

(k)
t

seulement y;(po) U yg(po), tandis que WF(§ ® P(x)) contient seulement

Y1(y) U ¥, ()

On soupgonne alors que si A & Z les hypoth&ses

1)— po ¢ WF(PXU)

2)- Pour un j € {1,2}, WF(u) N [Y;(Do) U YE(OO)] =@ , impli-

quent que P ¢ WF(u).

Ceci est vrai on va le démontrer :

15
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Soit U € €, Re 4 > -1, et considérons 1'opérateur :

1
oM . CC®)> £~ j oM £(p t)d p € CT(R).

(o]
On a :
1 +1 1 +1 d
t 93, oM £ = J o't £'(p t)d p = J p¥ gl £ t)ld p
(o] (o] p
= f - (u+1) oY £
. U
i.e. P—(u+l) " f = f
De méme : Mp . f =,
= (u+1)

On va estimer WF'(@U), c'est 3 dire on étudie 1'asymptotique

en |t| + |o| > + » de :

<@ ("*%(s)), g(t)e >

o
= J J oM 7100 £y £(t) dpdt
o

avec f,g € Ci(R).

Naturellement le noyau de G}lun support sur .%-E [0,1].

De plus on voit que :

16
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we' (8%) < {(¢,1), (s,0) | T/c € 10,11}

S

En effet, si (TO,OO) € RZ\O et To/o0 #[0,1], alors il existe

un voisinage conique I de (To,oo) tel que :

inf |t - oa| 3¢ (|| + |o]) , (1,0) € T.
e 0,1]

En integ. par parties en t dans (%) on trouve que :
(to,To,so,Go) ¢ WFf(Qu) q.q. soient (to,so).
Maintenant si je prends le point (to,'ro H so,oo) avec
so/to €{0,1] et TO/Go €[0,1] , on voit que :

1) si s =t +# 0, ondoit avoir p v 1 et donc si T # CP
on peut supposer T - p o, # 0 VYp en prenant les supports de f et g assez

petits. On int&gre en t et le point & WF'(2").

2) Si so/t0 € ]0,1[, alors p est loin de O et 1 si bien qu'on
peut int&grer par parties em o utilisant-%— (e_it(T_PO)) = itg e—it(T—pc)’ et
p
comme g_ # 0, on aura que le point ¢ WF'(oM).

17
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3) Finalement, si S5, = 0, t, # 0 ; alors p est pré&s de 0, si

bien que si T # 0 on aura T, = 0 0, # 0 et par intégrations par parties en t

on déduit encore que le point € wE' (M),

En conclusion :

wrt (@) € a® BA\0)

U{(t =0, T ;s =o0,0 | T[o €[o0,11}
U{(t, 0; s=0,0) | c#o0}

On voit donc que oM peut—etre prolongé d tout £ EE??'GR) qui soit ¢ a 1'origine

et P He =55 o p £, WF'(8MF) C W' (8") o WF(£).

~quen)? et T

On peut alors définir 1'opérateur :

H=0"agr1.
X

On aura :

wE' (¢ < ar* 7% 2\0)

U {(t,x,T,&) , (s,y,o,n) | t=s=0 , x=y, &=n, T/0 € [0,11}
u {(t,x,T,8) , (s,y,0,n) | x=y , &=n, T=o, s=o, O#o}

v {(t,x,T,8) , (s,y,0,n) | t=0=o, x=y, &=nfo, s/t € [0,1]}

2n+2

c At R0 U () x 1)

18
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Interprétation géométrique :

A WF'(GU)V
> —— <
) I, = {t =0}
\'4
I, = {t =0}

n+l

Noter que ¢ se prolonge aux distributions f € zaﬂR ) telles que

WF(f) N NE = @,
1

Conséquence :

Soit A € € avec Re A < 0. -Soit u € E"an+l) tel que :

1) p, = (0, 30,E) € ]\WF(P,u)
2) (¥j(o)) Uy (o)) NWF) = ¢,

alors o & WF(u).

Preuve :
On peut supposer que WF(u) N Nz = @ et alors
1

0, € WE(u) = p_ € I Pou) i.e.

Je' € WF(R, w) (p,,p") € WFf(G')\'1

e'legt absurde.

) = o' € Y](p) YU Y[(p),

19
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Si A & {0,1,2,...}on a les mémes résultats.

Preuve :
Si u(t,x) est Cw on écrit pour tout k :
k-1 .
1
u(t,®) =) 4y @ )+ 5 R ()
<1+ ] k
j=o
avec
. 1
y.@ = ddu] R @ =4n | (-0 ¥ a%u) (ot,x) dp.
j e, 0 Tk xT ), t

A _ . e +1
la méme formule s'&tend & toute distribution u € F"an ) telle que

WF(u) N NE = @ et 1'on remarque que :
|

WF'(Rk) C ... méme ensemble de WF'(GA)
Or si (t at - Mu=f , on trouve que :

G- Yj(u) - Yj(f) v, = 0,1,...

Donc, puisque A ¢ {0,1,...} , Yj(u) = Héi Yj(f).

On choisit k > O tel que Re A - k < 0 et l'on définit 1'opéra-

teur @

k-1 .
1 ] k k-A-1
HEf = — Y. (f) t° + t G Rf,
§=o g o 3P ®e D

£eB wE(E) Ny = 0.
. | B

20
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On a :
k-1 .~ .
_ 1 j k k-A-1
H P f = Z_ 3T Yj(f)t +t G [R, (PyD)].
_ J=o .
Or :
1 (! k=1 gk
Rk(PAf) = =) Rk(f) + T .(l—p) (Bt t Btf])(pt)dp.
o
Puisque :
.k k+1 . )
3. t at =k Bt + t at , 11 vient :
Rk(PAf) = (k - A) Rk(f) + t Bt Rk(f)
Donc :
k-A—-1 _ L k=A-1 _
G R (P,E) = G Py R ) = R f

donc H Pkf = f et de la méme maniére PA Hf = £.

On note que :

k~A-1

WF' (G Rk) C méme relation que pour WF'(GA).

En outre :
WF' (t? 8>Yj) C {(t,x50,8) , (s=0,%;0,£)} C méme relation que

pour WF'(GA).

En conclusion :

WF'(H) C méme relation que pour WF'(GA).

3éme thé&oréme de propagation :

81 A ¢ {-1,-2,...} et si p_ € J\WF(P,u) et si

(Y;(Do) U Y;(po)) N WF(u) = ¢ , alors P, & WF(u).

21
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Preuve :
On considére P; =-P _ donc -(A+1) ¢ {0,1,...}. On prend
—(A+1
H tel que P _ H = I. On déduit que (-H) P, = L.
=-(A+])
v
WF' (1)
< -— >~

L L

La conclusion s'ensuit

N.B. : Dans le cas oi PA = It St ~ A, A matrice'N x N complexes les hypo-

théses sont :

spectre (A) N {0,1,2,...} = @ et resp.

spectre (A) N {-1,-2,...} = @.

Passons maintenant au cas ol
PA =t at - A(x,Dx—),

avec A € 0PS°@®™) classique et propre de symbole A(x,E) Ao(x,g) + A_l(x,£)+...
on essaie de "répéter" les arguments faits dans le cas X € €. Tout ce que je
dirais s'étend au cas P = IN t at - A(x,Dx) oli JAest une matrice N x N

d'0.P.D. classiques et propres d'ordre O.

L'idée naturelle est d'essayer de trouver des noyaux du type :

H(t—S) >\O(x’6) -)\o(X,e)-l
x [ (t+io) (g £io) + termes convenables]

-H(s-t)

22
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On suppose (ce qui n'est pas restrictif) que :

A, (x,0)] £ C <+ ¥(x,8) € ™ R™\0.

Définition :

On posé ¢, =c\lze¢ | Rg=0, ImZ< 0 }.

A\

On définit Bg = {a(z,w;x,0) | (z,w) € ¢, x¢ , (x,0) € ™ g™, qui sont holo-

morphes en z,w et telles que :
|93 2 o2 of af < o |2 [wEasep™ I8l

pour (z,w) € borné de €, x €, x € compact de RY, 6 € R"}. C'est un espace de

Fréchet.

L'exemple typique est donné par le symbole :

a0 00D, Tl B v e > 0(e 0 4 0).

Les deux lemmes suivants se démontrent par des arguments stan-
tards:

1) Soient a, € BN , m_>m 2> -0 ; il existe a € BN tel que :
k my o 1 m

a - z c BN Y. .
k<j j

23
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2) si Q € oPS™(@®™) est propre et a € Bg, , alors ¢

-i<x,6> i<.,6>
e e

P( 1

. N
a(z,w;.,0)) € Bm+m

avec développement asymptotique :

1 o o
Y — Dy q(x,0) 3 a(z,w;x,6).
a a! 78 X

On va définir les noyaux qui nous intéressent.
~ N '
Etant donné a € Bm , on pose, pour tout €, € > 0 :

EZ o1 (x,E3y,8) = f eI XTY50> g (grie, teie' ; x,0)d0
b ]

c'est 3 dire la distribution :

a
<Eg o1 s X(x,t3y,8)> =

) J X X8> 4 (saie, trie' 5 x,0) x(x,t3y,s)

d6 dx dy dt ds , X € CC®™)

(comme intégrale oscillante).

Or je dis qu'il existe la limite :

def ,
lim B2, = E; e D®*™?).
€+o+,g'—>o+€’€

On peut le voir facilement en considérant des fonctions test :

P(x,y) ¢;(t) ¢,(s). Sige @, z(0) = ;

24



IT - 18

et si Tk(,q)j), j = 1,2, et le polyndme de Taylor de cpj d'ordre k, on peut &crire :
01(0) d,(8) =19 = Tp(d)) T dy(s) + (1-(£)) Ty (o)) ¢,(s) =
=B - T () c(0)1ld, - Tk(¢2) z(s)] +
+ 1oy - T (9)) T(O)] (U-2Ts)) Ty () +

[, = T, (6,) T(O)] (-T(t)) T, (9 +
+ (l-t‘;(t))(l“C(s)) Tk(¢1) Tk(d)z)

Or si K est grand <Eg’€, . Y(x,y) [64-T (¢))T(D)] [¢2"Tk(¢2)C(S)] > a évidemment

une limite finie pour €, €' + o +, ainsi que :
a
<E€,€v¢(x,y)[¢1-Tk(¢1)C(t)](1‘C(S))Tk(¢2) > et

<EZ WG, T () T()] I-TNT (B >.

Le dernier terme &tant supporté pour lt[ > 1 et lsl > 1, 1'existence de la limi-

te est évidente. On estime maintenant le WF(E;). On trouve que :

+
WF(Ea) C {(x,t,&,T;%,8,-§,0)| t1=5s 0"

I
o
=]
v
o
Q
(\"
(@)
[}

U {(x,t,6,1;y,8,0,0)] tT=so=o0, T30, 030} = $om
En plus, si a € s, on a WF'(E;) cm.

Pour le démontrer on considére :

<t ~i[ <x,E>+<y, N>+t T+s0]

Qv Y,y 9, (£) 9, (s)>

25
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avec w,'¢], ¢2 3d support compact.

* 2n+2

Soit p = (xo,to,go,ro;yo,so,no,cro) € TR \O.

On voit que :

1) st £ # - n,, on peut intégrer par parties en x et y, et dé-

duire que p ¢ WF(E;).

2) si X, # v, et (Eo,no) # (0,0) on intégre par parties en 6

. e +
et puis en x et y (utilisant spectre) et p & WF(Ea).

. +
3) Si 0, < 0 ou T, < 0, alors p ¢ WF(Ea).

En effet si g(z) est holomorphe sur C, et si pour un N on a
IBi g(z)| g ¢ IZIN_J sur les bornés de € _, en définissant la distribution

g(s + i0) = 1lim g(s + i€), on trouve que Je_lsc g(s + io)ds est nulle pour

€0,

g < 0.

. +
4) si so % # 0 ou t T, # 0 alors p & WF(Ea).

Par exemple si sy 9 # O, on intdgre par parties en s en notant

que prés de So #0, 8% E; est une distribution d'ordre fini indépendant de £!.

N.B. : hors de {t = 0} U {s = 0} E: est la distribution de Fourier :

Jei<x-y,8> a(s,t,x,08)dso.

26
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On définit alors le moyau :

+
H(t-s) Ea

On vérifie facilement, gradce au théoréme d'HOrmander que :

WF'(H(t-s)EL) € A, U A, € TV ®*™\0)

Al = {(X,t,g,T;X,S,E,O’)! t 2 s, tT’= sc =0, T >0, 0L O}
*_2n+2
U {(x,0,E,13%,0,E,0)| T >0} UA(T R" "\0),
A2 = {(x,t,o;T;y,s,o,c)I t >s, tt =sg =0, T >0, 0 g 0}

v {(x,0,0,T;y,0,0,0)| T > o}
U {(x,t,0,T;y,t,0,T)| T #0}.

+
I1 convient de noter que si a €S, alors WF'(H(t—S)Ea) CA,.

On a l'interprétation géométrique de A (cf. le cas modéle):

A WF' (H(t-s)E}) N A,

Y
v

~1
~1
[}
=
ot
I
o
e

~3
It
——
)
it
(@]
——

On a le lemme fondamental :
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Lemme :

ct+l+e

Ye>0 3 a € B,

t.q. :

(t 3; = A(x,D)) (H(t-5)E.) = 6(t-s) ® 8(x-y) + R(x,t;y,s)

avec WF'(R) C AZ'

Preuve :
Quelque soit a € Bg on trouve :
5, H(t-s)E, = t §(t-s)E. + H(t-s)(t 3, - A(x,D))E’
t o, t-s) a = s)E, s N x,D ar
Maintenant :
+ +
(t Bt - A(x,DX))Ea = Eb , avec
i i< > i<.,8>
b(z,w;x,8) = ww%a a-e" x,0 A(x,DX) [et 6 a(z,w;x,0)].
L'idée est de cherch €Y de £ b € BY
idée est de chercher a o de fagon que o
Sia Z a. on est conduit aux &quations de transport suivan-
jo 3
tes :

) =
Vo ag - Ao(x,e)ao =0

w-g; a_, - )\o(x,e)a_l = )\_l(x,e)a0 +

P —

t~1p3
G)QJ
>
Q2
o

D'autre part il faut considérer le terme :

+

+ +
t 6(t—S)Ea = G(t_S)Ewa - EwalZ,W|z=w
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(x-y) on est conduit 3 imposer les con-

R +
Si 1l'on veut que E,

a
ditions initiales :
Walz=w~= b a|z=w = U
i.e. a =1/w , a_. =0 , j>21
z=w Hz=w

Si bien qu'on trouve :

- (X,e)"l - A (X,e) i
a (z,w;x,8) = z © w ° € BC+1+€.
) )
) Alors :
3 “Ag1 Ao
(W'ﬁﬁ - Aja_ =z W {A—l + ¢_y(x,0)log w — ¢_,(x,8)1log z}
avec un symbole d_y homogéne de degré -1 en 6.
I1 suffit alors de prendre :
—A,-1 Ao
a_; =z w o~ {A_,(log w - log z) +
1 2
t 5 ¢_1(X,9) (log w)© - ¢_l(x,9) log z log w
1 2 C+1+
+ 7-¢_l(x,6) (log z)°} € B, €
Noter que a_,; = 0,
z=y

Les autres équations de transport se traitent de la méme maniére

en obtenant a_j, j > 1, comme une combinaison de termes du type (log w)£ (log z)®

x fonctions homogénes de degré -j en 6.
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De fagon analogue on trouve :

(t 3, - A(x,D)) (-H(s-D)E}) = T + R.

2

définis comme Al et A2 en changeant t > s en t £ s). De la méme maniére on con-

Avec WF'(H(s—t)E;) C'A; v Aé et WF'(R) CA', (A; et Aé sont

sidére :
a(z,w;x,0) (z,w) €C_=C\ iR

4

vérifiant des conditions analogues au cas €, et, 1'on définit :

| ¢

/1
- &k\\\— |

E = f-el<g—y,6> a(s-io, t-io;x,0)ds.

a

Ensuite on définit les noyaux H(t—s)E; s —H(s—t)E; .

On laisse maintenant au lecteur de continuer jusqu'i obtenir le

ler théoréme de propagation des singularités comme dans le cas )\ € €.

Pour donner des résultats analogues sur ces mod&les quand Ao

évite les entlers, on définit :

Définition :

Am o n n
5§ = sY> € C 0,! R R .
{ alp,y,0) do,1] x g X g | Ye>o, Y5 0.8

0% (o ap)j ag ag a(p,y,90)| € c(1+|9|)m_lBl

¥p€]J]o,l , Vy€ compact, ¥ 8 € R"}.
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C'est un espace de Fréchet et on a les lemmes suivants :

Aa, An P

1) Soient aj €S ] s mj 4 — ; alors il existe a € S © tel que a - z a. € S ¥k.

1<k J
m 0 At
2) Soit Q € L R), propre et a € S, alors :
10> g el a(p,.,0)] € gh*m ’
avec le développement asymptotique :
1 o o
0 0).
g’ar De Q(y’ ) ay a(Q:Y: )
Exemple : -
i Ao (7,0 Al
Si Re Ao(y,e) > 0, alors p € s,
On construit maintenant un certain noyau.
/
Etant donné a € {S\m on définit T, S .D 032n+2) par :

def
<T,, ¢(&x,t;y,8)> =

1 .
[* {25728 ato,5,0) 6x, 57,0040 do ax ay ae
o
I1 convient de noter que l'opérateur associé :
T : cﬁ(mn”) > PR,

a

On estime :
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3_:'{(x,t,g,r;x,s,€,0)|

U A (T»[RZn+2\O) .

:F: {(x,t,0,T;y,0,0,0) |

t T = 0, T/UE[O,I]}

S) {(X:tsoxT;Yat9°’T)l T # 0}.

)

Noter que si a €

Démonstration :

S.m, alors WF'(Ta) C j:‘

On procéde comme dans le cas mod&le :
Interprétation géométrique de g :
)
N
A W) Mg
N\ pd
7 N
) Ly = {t=o}
14
22 = {1=0}

On a maintenant le théoréme :

Théoréme :

Soit Re A (z,E) € -1
[«
a €85 tel que

WE'(T, P - 1) cF,

V(z,E) € T"R™N0. Alors il existe

P=t Bt - A(x,Dx).
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Preuve :

U RPN
(T, P £)(x,t) f j e ¥ alp,y,0)[pt(3.£) (pt,y)
[o]

- A(y,Dy)f(pt,y)]dp do dy

L
- f f Y8 (02 (0,,6) 1 £Gpt)]
(o]

A YCR B CEa A CTCRROM IR

= f I XY0> L (1,y,0) £(t,y)d6 dy
1 . .
- fo f e1<x-y,8>{p %5 a+a+el<y’e>
[Tk(y,Dy)(e-l<"e>a)]}f(pt,y)dedpdy
On est conduit aux conditions :

a(l’y’e) ®'1

) _ _: Ao
o g5 avare’ VP (g,p ) (7P a)) €

En écrivant a ~ Z a.,a.e€s3

- s, on trouve les €quations de
j>o

transport suivantes :

0 % a +a + )\o(y,e)a0 = O.

ao(l,y’e) =1

: A_
p %5 a_; ta_y+ A (y,0a_| = termes d'erreurs € S !

a_1(19y,e) =0
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On obtient :

A (y,8)-1

et ensuite :
-Ao(y,e)—l

a_; (p,y,0) =p 2'-' (log p)!' hy s (y,0)

LEfini

homogdne de degré —-j en 6

On laisse au lecteur de démontrer le 2éme et 38me théordme de
propagation des singularités comme dans le cas mod&le X € C,(supposant, respec-—

tivement, A (y,8) ¢ {0,+1,+2,...} ou A_(y,0) ¢ {-1,-2,...}).

Références :

hY
1
i

N. HANGES : "Parametrics and propagation of singularities for operators with |
non-involutive characteristics". Ind. Math. J., 28 (1979), 87-97.
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On considére maintenant un systéme Fuchsien général :
@)) Pu-= (IN t at - A(t,x,Dt,DX))u = f ,

ol A est une matrice N x N d'o.p.d. classiques (et propre) d'ordre O définis

sur mp+1 ; on note par a(t,x,T,£) " ao(t,x;T,g) + a_](t,x,T,g) + ... le sym-

-

bole de A(ao(t,x,T,E) est le symbole principal de A).On s'intéresse a &tudier
WF(u)\WF(Pu) au voisinage d'un point p_ = (0,x,,0,E)) € y = 21 N 22,

L'idée naturelle est de chercher un o.p.d. Q d'ordre 0, ellip-
tique au point p_, t.q. , PQ = Q(Iy t 3, - B(x,D,)) (prés de p ) avec une
nouvelle matrice d'ordre 0, B qui ne dépends pas de t et de D,. Si cela est

possible on peut alors appliquer les résultats précédents.

On va montrer qu'une telle matrice Q existe si une certaine

condition est satisfaite. Précisément, considérons le polyndme (indiciel) :

(2) Igo(g) = det(z Iy - a,(p)), ¢ € €.

Définition :

On dit que P satisfait la condition de Fuchs en p, si pour les

racines ;l(po),...,cN(po) de Iz () = 0on a Ci(po) - Cj(po) ¢ z\{o},
)

i,j = 1,...,N.
On a le théoréme sulvant :

Théoréme 1 :
Si P satisfait la condition de Fuchs au point p,s Ll existe

deux matrices N X N, Q;, Qg d'o.p.d. d'ordre O, elliptiques prés de p,,
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telles que :
(Iﬁ t 9, - A(t,x,Dt,Dx))Ql = QZ(IN t 3, - B(x,D,)) (prés de p,),
ou B est une matrice N x N d'o.p.d. d'ordre 0 ; d noter que :

IZO(C) = IZ;O(;) , P =1I,t 3, - BlxD0)).

Preuve :

Supposons qu'on ait déja trouvée une matrice Q elliptique prés

de p_ et telle que :

n
(IN t Bt - A)Q = Q(IN t Bt;— A), prés de Py >

4y
oli A est une matrice N x N dont le symbole dépend seulement de x,f et de tr

dans un voisinage conique de 0 (naturellement zo(po) = ao(po)). On va montrer
qu'il existe une matrice N x N d'odre O , F elliptique prés de P,» avec sym-

bole dépendant seulement de x,f et de tT, t.q. (IN t Bt - X)F = (IN t Bt -
B(X’Dx))’ avec B indépendante de t et de T. Ceci est classique (astuce de

Chazarain). On pose F v Igy+F_; + ... et BVB + B_; + ... et on commence

n
par chercher F_, et B, , t.q. (IN t Bt SA@+TF) =Ipt Bt - B, modulo
-1

OoPS
En égalant les symboles principaux, on trouve :
iet £_,(t,%,T,8) - go(x,g,tT) = - b, (x,8)
posons : bo(x,E) = go(x,i,o) et

| 3o (x,E,0) = &) (x,E,ET)

T tT

f_,(t,x,7,8) =
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I1 vient que f_1 est bien défini et C° (et dépends seulement de

x,8,£7). En procédant de cette maniére, on arrive 3 la conclusion. On pose alors

Ql = QF, Qz = Q.

Donc tout le probléme revient 3 montrer 1l'existence d'une matri-

ce d'ordre 0, Q elliptique prés de Py et telle que IQ = Q(IN t at - X) avec

",
le symbole de A dépendant seulement de x,f et tT dans un voisinage conique de

0"

Commengons par un cas particulier. Supposons qu'au point P

ao(po) soit triangulaire supérieur de la forme :

(3) ao(po) = x : , ANEC

Admettons pour un instant le lemme suivant.

Lemme [ :
- . ® , > 2) atri
Soit M une variété C et soit a(z;t,T) € C (M x R") une matrice

N x N. Soit z, € M et supposons que :

a(z_;0,0) = x , A € C.

0 2
Alors il existe deux matrices N x N, q(z;t,T) € C M x R") et
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'e\{(z;s) € COO(M x R) avec :
1) q(z,30,0) = Iy
Sy Y
ii) a(z;0) = a(zo;0,0)
telles que :
def N
Lg = (£ 3, - 7 3)a(z;t,1) - [alz;t,T)q(z;5t,T)-q(z;5t,T)a(z;tD)]

= 0 au voisinage W x [-T,T] x [-T,T] de (zo;0,0).

Supposons IEol = |1 et considérons les ensembles :

1) = (67,8 €®™ xR x 77 ' [E'-E,] < e,
Ix—xol < g, |t|, lTl < g},

€ _ . * n+1 T [

\ (po) = {(t,x’ng) € TR \O ' E # O, (t,X, 'I'a ’ Ta")

€ A%(p )}, € > 0.

On cherche Q, X € 0ps® avec symboles Z q_: » Z 3
izo 1 30

Imposant que (IN t Bt - A)Q = Q(IN t Bt - X) on obtient des

équations de transport. La premiére est :

i}l=o0

(b3, -7 aT)qo - {aoqo = 99

On utilise le lemme 1 avec M = R" x $n_1, z = (x,£"), si bien
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qu'il existe deux matrices ao(t,x;r,g'), go(x,g';tT) (définies sur M x R%t T))
H

telles que :

A n
q,(0,%,30,€ ) = Iy, a,(x,€ ;0) = a (p)) et
A A A & €
(L3, -t BT)qo = aq, - 9,3, sur A (po) (pour quelque € > 0).

On définit alors :

3, (e,x, 7/ |E]LE/ED

qo(t,X;T,E)

(sur V< (p,))

ny V
a_(t,x,T,8) = a_(x,&/|E|;t1/]E])
. 3 N . e s * T |
On peut bien supposer que q, et a_ solent définies sur T R \0.
. ny - v .
Donc, si Qo et Ao sont des o.p.d. de symbole q et a, , on trouve déjia

“A)Q = v -1
I (t 3, ~A)Q = q (I t 3, - A) modulo OPS

dans un voisinage conique de Py
En continuant (et utilisant une variante du lemme 1 avec second membre) on con-

clut.

Montrons maintenant le lemme 1. Avant tout,on prouve le lemme
au niveau de séries formelles, i.e. étant données a(z;t,s) " z ars(z)trts, on
cherche q(z;t,s) " z qrs(z)trtS et g(z;tr) N z ’e\x‘e’(z)(tr)z telles que
(L) *S(z) =0, Vr,s 3 0. Or (Lq)°°(z) = -E°°(z)q°°(z) - q°°(z)'5°(z2~_‘ = 0.

. . . . . o
Cette relation est satisfaite au point z, si qoo(zo) = IN et go(zo) = a o(zo).

L'application :

(q,3) + F(z3q,8) = a°%(2)q - q3

est telle que l'application linéaire dérivée partielle :
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e = n _ .00
dF(q g)(zo,q Iy, a=a (z)))

n
: (Aq,Ag)r—* a°°(zo)Aq - Aq aoo(zo) - ba

est surjective. Utilisant le théor&me des fonctions implicites il y a donc un
. . : . 0o 00 o oo =
voisinage V 3 z, et deux matrices C sur V, q (z), a (z), avec q (zo) IN’

go(zo) = aoo(zo) t.q. : F(z,qoo(z), %o(z)) =0, Vz€ V.
. 10 )
En imposant (Lq) (z) = O on trouve :

qu(Z) - alO(Z)qOO(Z) - a°°(2)q10(z) + qIO(Z)go(Z) =0

O) 1'%2) (#¥°(2)) - a®(2)q'%(2) = a'%(2)0°°(2).

Dés que le spectre de I + go(zo) et celui de aoo(zo) sont dis-
joints, on peut ré&soudre (4) (en C 1) dans un voisinage V' C V de z. De la
méme maniére on résoud (Lq)OI(z) = 0 sur V'. Pour résoudre (Lq)"(zj = 0, on
observe que (t Bt qQ-T 8T q)11 = 0 et on est conduit 3 ré&soudre :
a%(2)q"(z) - qoo(z)g'(z) = matrice connue. On pose q''(z) = I, et puisque

qoo(zo) = Iy, on détermine g'(z) sur un voisinage V" C V' de z,-

Ensuite, on résoud (Lq)20 = 0, (Lq)02 = 0 et ainsi de suite. Il
faut remarquer qu'il existe un voisinage W 3 Z, sur lequel on peut construire
toutes les matrices qrs(z), gdkz) € ¢°(W) d'une fagon que (Lq)rs(z) =0,

Vz € W et Vr,s. Pour s'en convaincre il suffit de tenir compte du fait que les
équations linfaires a(K I + 3°(2)) - a°°(2)B = domné, k € z\{0}, sont toutes

- 00 ~ 4 g
résolubles (en C) sur un méme voisinage de z

-

e}
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En conclusion, utilisant le lemme de Borel on construit deux
matrices : &(z;t,T), a(z,tt) € M x Rz) telles que La = (t Bt - T BT)Q -
A A n ' oo : . .

[aq—-qa] =g est C et plate pour t = 0, T = 0 sur un voisinage W 2 z,- I1

A .
est alors facile de trouver a(z;t,T) € Cm(W X RZ), plate sur t = 0, T = 0 et

telle que (é = -g sur Wx [-T,T] x [-T,T] pour quelque T > O.

A A - .
En posant q = q + & on conclut la démonstration du lemme l. Il
faut passer maintenant du cas simple . ol ao(po) a la forme (3) au cas général
(supposant toujours la condition de Fuchs satisfaite). On se rend alors facile-

ment compte qu'on peut supposer ao(po) triangulaire supérieure par Bloes, de

la maniére suivante :

(5) ajlp,) =

avec :

i) ajj(po) = \ A EC
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ii) Spectre (ajj(po) + T INj) N spectre (aii(po)) =0,
i,ij =1,...,k, 1 #j, T € 2.

On va montrer qu'on peut découper le systéme (1) en k blocs

correspondants aux ajj(po)’ j=1,...,k.

Pour simplifier un peu je supposerai que k = 2. Admettons pour

un instant le lemme suivant :

Lemme 2 :

Soit M une varidté C~ et soit a(z;t,T) € M x Rz) une matrice

N x N. Soit z € M et supposons que :

o
:9
|
i
1
!
!
|
!
_———'—~—‘-"

0 322 (ZO;O,O)

ajj(zo;0,0) étant deux blocs de dimension Nj’ j=1,2, N, + Ny = N. On fait

1'hypothése que spectre (a,,(z ) + r I, ) N spectre (a,,(z_)) = @ pour chaque
11*%0 N1 22 %0
r € Z.

Alors il existe deux matrices N x N, q(z;t,T), g(z;t,r) €

dn(M x R?) avec :

1) q(2,30,0) = I
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PPN
ii)a(z;t,7) = | 0 === — —

|
|
|
pe
L
LY
~
N
o)
O
&
SN’
I

ajj (ZO;O,O) ’ j=1’29

telles que :
Lq=(t8t—18T)q—[aq*q3‘] =0

sur un voisinage W x [ -T,T] x [-T,T] de (zo;0,0).

. o
Le lemme &tant admis on cherche Q, A € _OPSo avec symboles

jzo

n v -
2 g s §>oa_j de fagon que (IN t St - A)Q = Q(IN t Bt - A) prés de P, La
premiére équation de transport qu'on obtient est toujours :

A
(t 3, - 1 aT)qo - [agqo B qoao] =0

On utilise le lemme 2 avec M = R x Sn_l, z

(x,£"), si bien
. . . A
qu'il existe deux matrices q_(t,x;T,E), a_(t,x;T,8) t.q. : § (0,x ;0,E) = I,
o o _ o o o N
AN £
ao(po) = ao(po) et (t Bt - T BT)QO = aoao - q,a, sur A (po), pour quelque

€ > 0. On définit alors :

1, (t,x;7,8) = q,(t,x,7/ ||, E/]E])

(sur V¥ (o))

T (e,x;1,8) = 3 (t,x, T/]E], E/]E])
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On prolonge q et go sur T*Rp+l\0(€ # 0) et si Qo et Xo sont

des o.p.d. dans ops® avec symbole q, et 20 on trouve que (IN t Bt - A)Qo ~

A - . . . ' .
Qo(IN t Bt - A) € 0OPS L (dans un voisinage unique de po). En continuant (et

utilisant encore une variante du lemme 2 avec second membre) on conclut.

Pour démontrer le lemme 2 on se limite au cas formel (on ajou-
tera ensuite un terme plat 3 t = 0, T = 0 exactement comme dans le lemme 1).
Posons : a(z;t,t) ~ z a’%(2)t*¢% et cherchons q(z;t,T) ~ z qrs(z)trts,

}(z;t,r) n z atS(z)tTts de fagon _que (Lq)rs(z) =0 Vr,s > 0. On a :

L)% (@) = - [2°°(2)¢°°(2) - ¢°°(2)3°°(2)]
Pour :
3 q
H 12 v, 2 3 o\
- def :
@ = Aoy . def
: > N ,» (0,a) =
q 3
21 22 1, INz o 2,y

on considére la fonction (quadratique !) :

@5 > FEdY = @@ - @1 0,5.

On a :
Ao , _
F(z, ; q=0, a=a(z,;0,0)) = 0.
. - n .
D'autre part la différentielle par rapport a (Q,a) est donnée
par :

45



I - 38

n,
-bay; a1 (25)84,,-8q 929, (z)
(z ) '
(08,A3) b dF : ac’g 04,43 =
. "
3y, (2,)8q,178qy 12y (z) ~Ba,,

qui est surjective dés que-all(zo) et aZZ(Zo) n'ont pas de valeurs propres

communes. On utilise le théor&me de Dini pour conclure qu'il existe deux fone-
. o A o N . .

tions C , z + (g(z),a(z)) sur un voisinage V EBZO, telles que :

F(2;4(2),3(2)) = 0 sur Vet Q(z ) = 0, d(z)) = a°°(z ).

On pose alors :
A
Iy 4,02
1°°(2) = °(2) =

A ri,
Gi(&) Iy SN0 3@

Pour construire q °(z) on observe que :
@) %(2) = 0 <> (r-5)q¢"%(2) - [2°°(2)q¢"%(2) - q"%(2)3°°(2)]
o+ qoo(z)grs(z) = matrice donnée.

Avec les mémes notations qu'avant on consid&re 1'application

(linéaire !)
@ > F,_ (2:8,3) = (-5) (4,0)

- 12%°(2) (§,0) - (§,003°°(2)] + q°°(z) (0,%)
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En z = zo on trouve :

e

1 19292 (25) = Laj(z,) - (x=8)Ty 1qy,
1
AN
Fr_s(z,qsa) =
N N
qZIall(ZO) = [322(20) = (r-S)INZ] q21 322

Grdce 3 l'hypoth&se du lemme 2 on reconnait facilement que les
- » 3 > 0 -~ L 3 L]
applications Fr-s sont inversibles (en C ) sur un méme volsinage de z,s Ce qui
. rs nrs o ~ P
permet de construire les q ~(z), a (z) € C sur un méme voisinage W de z . Le

théordme 1 est ainsi démontré.

Si la condition de Fuchs n'est pas satisfaite les constructions

précédentes tombent en défaut. On a toutefois le théor@me suivant :

Théoréme 2 :

Etant donné le systéme Fuchsien :
P=1I,t3, - Alt,x;D,,D) ,

supposons qu'au point p, € ) = 21 n 22 > P ne vérifie pas la condition de Fuchs.

Il existe alors un systéme Fuchsien :

B = IW t3, - B(z,D) ,

o) B est une matrice N x N d'o.p.d. classiques d'ordre O ne dépendant pes de

t et de D,, avec :

t.’

Ny
i) IZ; () = 1% (z)
(o] pO

47



II - 40

i7) ¥ > N, ﬁ dépendant seulement de ao(po), tel que, quelles
que sotent u, f € D@ )Y avee

0, & WF(f) , 0, & WE(P u - f),
sy
il existe U, 7 € D' @Y avée

7) WF(F) = WF(f) et WP(u) = WP(U) dans un voisinage conique de

ii) o, & WF(B U - F).

I1 est alors &vident que 1'dtude de WF(u)\WF(f) prés de P, Se

raméne 3 1'étude de WF(U)\WF(F) (pré&s de po).

On démontre le théoréme 2 en utilisant une astuce de Kashiwara-
Oshima. On va donner dans la suite une démonstration du théoréme 2 dans le cas

. . . . e o . / - .
particulier, mais significatif ou ao(po) est formée par deux blocs triangu-

laires sup@rieurs du type suivant :

N
-~ ' E
N { ajplog) v 0
1
a (p,) = —--—-—E—------— } L N#N, = N,
2
I
O i)
(6) |
] N.
4
A -1 -
\ \
_ \\ _ ~
311(pg) = o \ » 252(Pg) = 0 R
A =1 -
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On a alors le lemme :

Lemme 3 :

Supposons que ao(po) ait la forme (6). Alors-il existe :
1) Deux matrices N x N, Q1: Q, € ops®, elliptiques prés de Pq

2) Une matrice N x N , &%(t,x;Dt,Dx) € ops® de la forme :

Ny
—— :
BII(X’D ) : Dl(x’Dx)t
|
N, { i
I
i
g S G
- ]
‘| ]
: Ny
]
El(x,D )Bt : B22(x,DX)
R e
i N,

avec E, € OPS_l

1 (de dimension N, x Nl)’ D, € ors® (de dimension N, x NZ)’

telles que :
i) o (py) = 2, ()
ii) (Iy t 3, - A)Q; = Q,(Iy t 3, - b), pres de p,

En plus, si ao(t,x;T,C) est triangulaire inférieure (par blocs)
dans un voisinage conique de P,» on peut prendre Dl(x’Dx) = Q. On va montrer

comment déduire le théoréme 2 du lemme 3.

Si Pu=f, u,f Eg)' (Rn+l)N, N ¢ WF(f), posons V = QII u,
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Q—z-l £. On aura &'v = g (prés de P ), ol (/P= ‘IN t at - &t’ Ecrivons

1,5}
[}

v = (VI’VZ)’ g = (gl,gz), si bien que :

td vy =B, vy +Dyty,+g .
t o v, = El Bt vyt 322 vy, + gy

t

Posons : WP TV, Wy Tt V,, Wy = V. Alors :

t Bt W t Bt vy, = Bll W) + D1 W, + gy 3
t at Wy =t Bt(t v2) =tv,+ t(t at v2) =w, +t El at wy ot

*Byp vy ttgy s td wy=td vy =E; 3w + By, Wyt g,

Donc :
W) B]l(x’Dx) Dl(x’Dx) 0] W) g1
t at W, = t El(x,Dx)Bt IN2+322(x,DX) 0 Wy |+ tg,
V3 Ey(,D,)3, 0 Bya (:D) [\ W3 g
Y1
En posant ¢1 = ’ ¢2 = w3, On trouve que :
w
2
¢ 211 (€:%3D;5D,) ° ¢ 6
Mt - +
¢2 | ¢21(t,X;DtsDX) ®22(t’X;Dt’Dx) (bz G2
ot
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B D,
oy = s Oy = (B3 .0), 0yy =By, et
EEp 3 Iy *By
2
&y
¢y = » 63 = 8
t 8
On remarquera que :
1°) WE($) = WF(u), WE(G) = WE(f) prds de p,
@11 0
2°) La matrice ¢ = est triangulaire inférieure
291 292
3°) Le symbole principal @o(po) est encore de la forme
Nl + N2
’__M e—“'ﬁ
A ¥
\‘ |
Ny . |
\A \
RO S B
}
basl *
N LN
2 {: : -1

On peut alors appliquer encore une fois le lemme 3, si bien

que le systéme (7) se traduit (dans un voisinage conique de po) dans un systéme:
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N1+N2
Mﬁ
b NN, { Gy, (x,D,) 0 W\ (R
(8) td, = +
Yy G210 08, Cyp(x,Dy) } Ny \¥%2 )
—
Ny
-1 n+l N1+2N2
ayant méme polyndme indiciel & P, (Cyy € OPS ) et avec y, H E;D'mi )
t.q. WF(Y) = WF(u), WF(H) = WF(f) prés de P Définissons maintenant :
Up = V¥ys Uy = 8¢ ¥y, Ug = ¥y
Alors on vérifie que :
C, (x,D) 0 0 Uy B
t N
% = 0 €11 Dy 4y 0 Up |  * | %t
172 '
0 C2] (x,Dx) C22 (X’Dx) U3 H2
Le théor&me 3 s'en suit en posant :
Cll(x’Dx) 0
B(X,Dx) = 0] Cll(x’DX)_IN1+N 0 s
0 Cyq(x,D,) Cyy (x,D.)

qui a dimension 2N1+3N2 et Bo(po) = ao(po). Noter que WF(U) = WF(u),
Hy |
WE| 9. H,| = WF(f) prés de Py

Hy
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I1 reste donc A montrer le lemme 3. Un argument du type de ce

que 1'on a utilisé& au début de la démonstration du théor@me 1 montre qu'il suf-

fit de construire une matrice Q € ors°®, elliptique en Pg? telle que :

"

Pq = Q(1y t 3, -~ b (£,xD,D))  (pres de py)

avec Nl
Y
Bll(t,x;Dt,Dx) Dl(t,x;Dt,Dx)t
z. M
E, (t,x;D,,D )3, B, (t,x;D D) }, N,
—~—
N,

oli Bll’ Byss Dy € ops®, E1 € OPS_1 mais avec symboles dépendant seulement de

O
x,E et de tT dans un voisinage conique de Py (et, bien siir, avec dﬁ%(po) =

a, ().

Exactement comme dans la démonstration du théoréme 1, 1'existence

de Q et de oé’se déduit du lemme suivant.

Lemme 4 :

- > - - m L »
Soit M une variété C et soit a(z;t,T) € Cw(M x Rz) une matrice

N x N. Soit z € M et supposons que :

1
M—-‘
all(zo) : 0
Ny \
[}
a(2530,0) = T T avec
i ‘S N2
0 P ag(zg)
———
Ny
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a1(zy) = AN s ayy(z,) = N » ASC

I1 existe alors :

- ! I3 m
i) Une matrice N x N q(z;t,T) € C , avec q(zo;0,0) = IN

i1) Une matrice € Cm(M x R) de la forme :

N,
4\\
Cy,(z58) { d(z;s)
I
" ( R
!
: } Ny
e(z’s) ! C22(Z;s)
~———7
Ny
avec ij(zo;o) = ajj(zo)’ j=1,2,
telle que en posant :
Cyp(z5tD) i d(z;tT)t
i
I
i
a(z;t,1) = |===m= = - —-—— r _______
!
i
e(z;t1)T i C,, (z5tT)

on a :

Lg = (t 9, - T BT)q -[aq - qgl =0

sur un voisinage W x [ -T,T] x [~-T,T] de (zo;o,o).
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I1 suffit de démontrer le lemme 4 au niveau des séries formelles.
On se donmne a(z;t,T) " z ars(z)trrs et 1'on cherchera : Z qrs(z)trrs,
) cgj(z)(tT)ﬂ’j = 1,2, d(z;tT) " ) dz(z)(tT)z, e(z;t1) ~ ) e'e(z)(tr)ﬂ de fagon
3 obtenir (La)*%(z) = 0, vr,s. (Lq)Oo = Q équivaut & aOd(z)qoo(z)—qoo(z)co(z)=0

~

ou : -

On ré&soud cette &quation comme dans le lemme 2 (on utilise seu-

lement le fait que all(zo) et a22(zo) ont un spectre disjoint !).

La nécessité d'introduire les termes d et e se manifestent

quand l'on veut résoudre (Lq)10 =0 et (Lq)01 = 0.

En effet :
(Lq)lo - qu - (a°° qu + 310 °%) + qu c® + ¢°° a.
. 10 _ . <
Pour avoir (Lq) = 0 on doit résoudre :
1
q O(I + ¢ - a°° qu + qoo do - alO qoo
A i
91 0
4
On cherche qu sous la forme ..-.__é: _____ . En tenant compte
i
A VA
a1 1 4y

¢ - 2%9¢( ) ‘o )
que z)) =a (z)), on trouve, au point z,, l'&quation :
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1 A A
11 a)11(2,)q1970y92,, (2,)

A A
ay,(2)dy)745,2;,(2)) . —Cyy

= matrice donnée

Ce systéme est résoluble en C* et aprés on trouve toutes les

rl ls £ g4

q et q et les d~ et e~ en résolvant des systéme lin€aires. En procédant

de cette maniére on aché&ve la preuve du lemme.
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