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0 - I N T R O D U C T I O N 

Donnons-nous un nombre algébrique, c'est-à-dire une racine d'un polynôme à coefficients 

entiers. Se le donner qu'est-ce à dire ? De quels moyens dispose-t-on pour décrire un tel 

nombre, pour le coder . . .Le procédé le plus ancien est purement géométrique : V2 est défini 

comme la longueur de la diagonale d'un carré de côté unité. On lui associe alors une suite de 

valeurs approchées : citons le procédé d'Héron d'Alexandrie qui raffine l'approximation a de 

A/A par la formule (a + A/a) /2 , ou bien les valeurs approchées de V2 : 

1 + ^ - e t 1 + T7T + + — - trouvées sur des tablettes babyloniennes. A côté de ces méthodes 
6 0 6 0 60 2 603 

géométriques et numériques figurent la localisation et le codage par les signes. Dans le premier 

cas on décrit un nombre algébrique par un polynôme dont-il est racine et un intervalle à 

extrémités rationnelles contenant ce nombre à l'exclusion de toute autre racine. Dans le second 

cas notre nombre a est donné par l'équation qu'il satisfait P(a) = 0 et par les signes des 

dérivées successives de P(x) en a. 

La localisation suppose avant tout de connaître un intervalle contenant les éventuelles 

racines réelles de P(JC). D'où un premier problème : estimer 

P(P)= m a x { | r | , P(r) = 0} 

Puis, si l'on procède par dichotomie, on a besoin d'un test d'arrêt qui sera fondé soit sur le 

nombre 

sep(P) = min{ | r r r j I , P(r.) = P(rj)*0 et r . * ^ } 

(tout intervalle de longueur m < sep(P) contient au plus une racine), soit sur le calcul du 

nombre de racines réelles contenues dans un intervaille donné (méthode de Sturm). 

Nous exposons dans le premier paragraphe des résultats classiques concernant p(P) et 

sep(P), ainsi que des estimations des modules des racines fondées sur la méthode de 

Dandelin-Graeffe et les inégalités d'Ostrowski. 

Les techniques de codage par les signes des dérivées sont exposées au cours du second 

paragraphe. Elles sont bâties à partir du lemme de Thom d'une part (on peut le faire) et des 

suites de Sturm d'autre part (comment le faire). 

Nous ne donnons de démonstrations que des résultats que nous n'avons pu (ou su) 

trouver dans la littérature idoine. Quant aux autres . . . nous renvoyons le lecteur à la 

bibliographie ci-jointe. 
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1 - LE C A L C U L DU PLUS G R A N D DES M O D U L E S ET SES 

CONSEQUENCES 

1. Introduction 

n 

S n-i 
a. x à coefficients réels et de degré n, 

i=0 1 

dont les racines sont rangées par module décroissant : Ir j l > I r 2 I ̂  • ^ I r n I. 

Notons p(P) = max I r. I. Nous allons décrire diverses méthodes qui permettent 
l < i < n 1 

d'estimer ou de calculer ce nombre en toute généralité. Le maximum des modules est relié à de 

nombreuses questions sur les racines d'un polynôme. Par exemple le calcul du minimum des 

modules des racines ou du minimum des distances des racines. On peut aussi, connaissant 

p(P), calculer le diviseur de P(x) dont les zéros ont un module égal à p(P). On obtient ainsi la 

factorisation équimodulaire de P(x) (c'est-à-dire dont les facteurs ont des racines de même 

module). 

Nous n'avons pas ici cherché à être exhaustif. Notamment, nous ne présentons que des 

résultats que l'on peut prouver sans faire d'hypothèses sur les racines de P(x). par exemple 

réelles, ou de modules distincts, ou déjà localisées. 

2. Des inégalités classiques 

Les inégalités suivantes sont aussi satisfaites pour des polynômes à coefficients 

complexes. Leur démonstration figure dans le livre de Marden ou l'article de Mignotte. 

Cauchy (1829): 

(1) p(P) < 1 + max - — - . 

l < i ^ n | a 0 l 

Montel (1931) : pour p > 1, q > 1, p _ 1 + ç - 1 = 1 : 

(2) p ( P ) < d + ( i l ^ l P ) q / P ) 1 / q • 
i=l a 0 

Landau : 
n n 

(3) laQl Jl m a x { l , l^lj^cS U j V 7 2 . 
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m . 

L'inégalité suivante (M. Mgnotte, 1982)relie les coefficients d'un diviseur Q(x)= 2, \ x d e 

i=0 1 

degré m de P(x) à ceux de P(x) : 

m n - n 

(4) X M < I tyaJ 2 m ( 2 k l ) 
i=0 1 a 0 i=0 1 

La double inégalité suivante est due à Birkhoff (1914). 

n . 

Notons IP I (x) = I a n I x - X I a ; I x -Ce polynôme est à coefficients réels et par 
u i=l 1 

la règle des signes de Descartes on peut voir qu'il possède un seul zéro r (P) > 0. On a : 

(5) ( 2 l / " - 1 ) r (P) < r(P) < r (P ) . 

Il existe des polynômes pour lesquels les bornes de ces inégalités sont atteintes. 

3. Le minimum des modules des racines 

Supposons que 0 ne soit pas racine de P(x) et notons a(P) = min | r. I . 
l < i < n 1 

n -1 -1 -1 
Le polynôme Q(x) = x P(l/x) a pour racines rj , . . . , r n de sorte que a(P) = p(Q) • 

4. Calcul de p(P) lorsque c'est une racine de P(x). 

Ce qui revient à dire que la (ou une) racine de plus grand module est réelle. Supposons 

que aQ > 0. Toutes les racines de P(x) sont dans le demi-plan complexe Re(z) < p(P). Le 

théorème de Lucas nous dit qu'alors les zéros de P'(x) et P"(x) sont aussi dans ce demi-plan, 

et ceci prouve que pour x 1> p(P), P(x) est positive, croissante et convexe. L'itération de 

Newton partant de XQ > p(P) fournit alors une suite décroissante et qui converge vers p(P) 

(Figure 1). 
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^P(X) \ 

^^^^^^^^ ^̂ "Ure * 

x 2 x l x 0 x 

Proposition 1 - Lorsque p(P) est racine de P(x) l'itération 

a i 
x n = l + max I — I (ou x n > p(P)), 

u l £ i £ n % 0 

P<*n> 
x n + l x n • p-(x ) ' 

n 

est décroissante et converge vers p{P). 

Ce résultat permet de calculer ou de majorer r (P) dans l'inégalité de Birkhoff (§ 2.2.). 

En effet, si l'on applique cette inégalité à \P\, on obtient p( |P | ) < r ( \P\ ) = r (P) de 

sorte que p(\P\) = r (P) et c'est une racine de \P\. D'où le corollaire : 

n 
Corollaire 1 - Pour | P | (x) = | ̂  ! x - I a-1 x et r(P) sa racine >0, l'itération 

u i=l 1 

a i 
x n = 1 + max I — I 

0 l < i < n a 0 

|P l (x n ) 

V l = X n " T F F Ô g 

est décroissante et converge vers r (P). 

5. Calcul de p(P) dans le cas général. 

Supposons que P(0) * 0 et soit Riy) = res^CPOt), xn Piylx)) le résultant en x de ces 

deux polynômes. Les racines de R(y) sont les produits ry, 1 < ij< n, des racines P(x) 
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(Davenport -1.4. proposition 3). On a bien sûr p(R) = p(P)2 S o i t r u n e r a c i n e d e p l u s 

grand module pour P(x). Comme ce polynôme est à coefficients réels, la conjuguée r de r 

est aussi racine de plus grand module et ceci prouve que r . r = p(P)2 = p(R) e s t racine de 

R(y). La proposition 1 du paragraphe précédent nous donne : 

Proposition 2 - Supposons P(0) * 0 et soit 

R(y)=res x (P(x) , X n P(y/x)). 

L'itération 

i 3 i i 2 2 
y f t = ( l + max I — I ) (ou y 0 > p(P) ) , 

l < i < n a 0 

v n + l y n " R . ( Y n ) 

est décroissante et converge vers p (P) 2 . 

6. La méthode de Dandelin-Graeffe 

n 
V 1 n-i 

Il s'agit de construire une suite de polynômes P, (x) = 2̂  a., x , de même degré que P(x), et 
i=0 J 

dont les racines sont les puissances k-ièmes de celles de P(x) : r ^ , . . . , ^ . Les coefficients 

a i ,k s o n t des fonctions symétriques des racines, en particulier : 

k k k n k 
a l , k / a 0 , k - Oi + ... + r n ) « - VI +1 (r{ r"/) ) . 

Si l'on suppose que p(P) = I l | > |r 2I ^ ... ^ | r n | , on obtient asymptotiquement : 

p ( P ) = | r i | ~ \alfk/a0>k\Vk . 

Le cas où il existe p racines de plus grand module se traite de façon identique mais en 

considérant apfc au lieu de a\^. 

Cette méthode a été inventée par Dandelin (1826) et popularisée par Graeffe (1833) et 

Encke (1841). Elle est aussi citée par Lobachevsky (1834). Ces auteurs ne considéraient que 

la sous-suite Pj^(x), k = 2S, et obtenaient p(P) par extractions de racines carrées. 
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6.1. Le calcul de P2 

n 
Supposons que P(x) = a n (x - r.), on a 

i=l 

2 n 2 n n 2 

i=l i=l 

ce qui conduit à la formule suivante : 

(6) P 2 ( x ) = P ( ^ ) P(-T^). 

Les coefficients de P2&) sont donnés par : 

(7) \ 2 ^ l " ' H • • 'H 

en convenant que = 0 pour & < 0 et & > n. 

Une autre façon de calculer P2&) est la suivante. Séparons dans P{x) les termes en x*L 

et ceux en * 2 î + l : 

Pfe)=A(x2) + xB(x2). 

Si P(r) = 0 on a A ( r 2 ) = - r B(r 2 ) e t en élevant au carré A ( r 2 ) 2 = r

 2B(r 2 ) , ce 

qui prouve que r2 est racine de 

(8) P 2 ( * ) = A ( X ) 2 - * B ( J C ) 2 . 

Connaissant P on construit par ces formules la suite Pjfe, k = 2S. 

6.2. Le calcul de P ^ . 

Les résultats précédents sfétentent ainsi pour k quelconque : 

(9) Pk(x) = PiwxVk) p(w2xl/k) ... P(wkxl/k) 

où w est une racine primitive &-ième de l'unité. 

k 2 

Pour k = k j k 2 et = 1 on a : 

k, 1/k, 

(10) P k ( x ) = P k 1

( C 0 2 x > - P k ( ( û 2 x } ' 

Une autre possibilité de calcul est obtenue en regroupant dans P(x) les monômes de même 

congruence modulo k. 
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k-1 . 

X i k 
x A.(x ) alors 

i=0 1 

AQ(X) AJ(X) \ - 2 W 

x A ^ x ) AQCX) \ - 2 W 

(11) P k(x>-

x Aj(x) x A^x) x A j ^ x ) AQ(X) 

Démonstration : Notons Q(x) la matrice dont les entrées sont celles du déterminant 

ci-dessus, fixons une valeur de x et considérons d'une part le polynôme : 

k-1 . 

R(y) = S / A-(x), 
i=0 1 

d'autre part la matrice k x k suivante : 

' 0 1 0 0 '' 
0 0 1 0 

B = 
0 0 0 1 

, x 0 0 0 , 

Il est connu que det R(B) = R(X\)... R(Xk) où les Xj sont les valeurs propres de B, 

c'est-à-dire ici Xj = wJ x^k, j = l...k, uA = l . On obtient: 

k-1 
x v j 1/k i j 1/k 

R ( t y = 2 (co x ) A.(x)= P(co x ) . 
J i=0 1 

Comme par ailleurs R(B) = Q(x) on a : 
det Q(x) = P(w x1/k)... P( xVk) = pk(x), 

d'après la formule (9). 

Remarquons que pour k tn les entrées de Q(x) ne sont plus polynomiales mais 

scalaires. Pour k = 2 on retrouve la formule (8). 

7. Raffinements de l'inégalité de Birkhoff. 

L'inégalité de Birkhoff (6) appliquée aux itérées de Graeffe Pk(x) de P(x) nous donne 

une estimation de p{P0 - p(P)* . 
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1/n 1/k p(P) 

r(Pk) 

Cette estimation permet de prévoir indépendamment du polynôme P(JC), le nombre 

d'itérées de Graeffe que l'on aura besoin de calculer pour obtenir une précision donnée. 

8. Les inégalités d'Ostrowski sur les modules des racines 

Dans un long mémoire consacré à la méthode de Dandelin-Graeffe, Ostrowski (1940) 

donne des estimations des modules des racines à l'aide des inclinaisons numériques du 

polygone de Newton associé à P . Le polygone décrit ici diffère de celui introduit par Newton 

dans sa "méthode des fluxions" : il s'agit de la version donnée par J. Hadamard (1892) pour 

l'étude de la croissance des fonctions entières. 

On suppose ici que an * 0, c'est-à-dire que P(0) * 0. 

Notons : 

M( = (iy - Log | a ; | ) , 

Di = {(i,X)\-Log\ai\< A } , 

avec i = 0 ... n est en convenant que D[ = 0 lorsque ai = 0. Le polygone de Newton 

Tip de P(x) est l'enveloppe convexe de la réunion des D^. 

Notons : 

37 = min {X |(î, A) e N p ) , 

6/ = exp(-^- ), î = o| n . 

La majorante newtonnienne de P(x) est : 

n 

X n-i 
b. x 

i=0 1 

et les inclinaisons numériques du polygone de Newton sont : 

VJ = bilbi-i , i = 1 ... n . 

Donnons un exemple de cette construction : 

P(x)= S6 + 4 J C 5 _ 8 X 4 - 8 J C 3 + 3 2 * 2 + 3 2 * + 1 . 



11 

1 • • f • • j—» 
X 1 2 3 4 5 / 6 

- L o g 2 -- \ . / 

Figure 2 

On a ici : 

Np(x) = xG + 4x5 + 8x* + 16x3 + 32x2 + 32x + l , 

v i = 4 , v 2 = v 3 = V 4 = 2 , v 5 = l , v 6 = 0,03125 

Remarquons que les inclinaisons numériques VJ sont décroissantes et > 0. De plus, si 

les a j sont rationnels ou algébriques, les 6j (et donc les vj) sont aussi algébriques. Les 

inégalités d'Ostrowski sont les suivantes : 

Théorème 4 - On a : 

i < Kl , , M < 
- < < 2 , — < ^ n , 

l n 

1 l/(n-i+l) ' r i ' l 1A _i 
1 - ( T ) < < d - ( T ) ) 

lorsque i = 2 ... n-1 . 

Corollaire 1 - Notons ^ inclinaisons numériques du polygone de Newton de l'itérée 

de Graeffe P^Ot) de P(x). On a : 
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1 ' r l ' 1/k 1 | r J 1/k 
- 7 7 - ^ < 2 , —— < < n 
n ^Lk 2 V k 

1 l/(n-i+l) 1/k ' r i ' 1 1/i -1/k 
d - ( T ) ) < < d - ( T ) ) 

v i ,k 

lorsque i = 2 ... n - 1 . 

9. Le minimum des distances des racines 

Définissons : 

sep(P) = min {\ri - rj\ \ri * rj\}. 

. On obtient si Ton connaît un minorant de sep(P) une limite inférieure pour la longueur 

des intervalles lorsque Ton cherche à isoler les racines réelles de P(x) par dichotomie. 

Pour des polynômes sans racines multiples on a (Mignotte) : 

n>w U n i 1 / 2 - ( n + 1 V 2 , V 2. (l-n)/2 sep(P) > 13D I n ( 2, a- ) 
i=0 1 

où Ton désigne par 

D = discriminant (P) = res (P.P'X 

Une autre façon de minorer sep(P) est la suivante : 

7Xx)= re&y(P(y-a),P(x) 

est un polynôme de degré en x qui possède pour racines - rj, 1 < i, j < n, 

(Davenport, I, Prop.2). C'est-à-dire : 

0 si ri = rj 

ri - rj et rj - ri si ri * rj et i < j . 

Aussi on obtient la factorisation 

Tix) = cx™. Tl(x2 - (r/ - r/)2) 

où le produit est pris pour i < j et ri*rj . Considérons : 

t/(*2) = * - m Tix), d = degré (17), 

VCx)=*<* £7(1/*) . 

Les racines de V(x) sont (r; - rjY%, pour 77 * et 1 < i <j < n, de sorte que 

sep(P) = p (V) - l /2 . 

Le calcul de sep(P) est ainsi ramené à celui d'un plus grand module. 
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10. Séparation des racines réelles par dichotomie. 

Soit P(x) un polynôme ne possédant que des racines simples et supposons donnés des 

nombres M et m tels que 0 < m < sep(P), p(P) < M. 

Le shéma suivant permet de trouver pour chaque racine réelle de P(x) un intervalle la 

contenant et n'en contenant pas d'autre : 

- diviser l'intervalle [-M,M] en sous-intervalles [a/ ,af+i] de longueur <ra, 

- calculer P(a{) (en fait : signe (P(a l0)), 

- s i P(a() * 0, calculer le signe de P(a0 P(ai+\), 

- si P(a{) P(ai+\) > 0 il n'y a pas de racine dans [a/, a^+i], 

- si P(a/) P(a/+i ) < 0 il y a une racine de P(x) dans ]a/, CLÎ+I [ et une seule. 

Le coût de cet algorithme dépend de la qualité des bornes m et M. 

IL Calcul des facteurs équimodulaires 

Posons p = p(P) et supposons que an * 0, c'est-à-dire que P(0) * 0. Les racines de P 

étant rangées par module décroissant, on peut supposer que 

p = lnl = - =kpl>kp+ll^... * k n l . 

Les racines du polynôme x n P(p2/x) sont p^/rf, / = 1... n . Lorsque i = 1... p, on a 

(le conjugué de r{) et c'est une racine de P(x). Lorsque i = p+1. . . n, on a 

\p2lri\ > p et ce n'est pas une racine de P(x). D'où le résultat suivant : 

Proposition 5 - Si P(0) * 0 et p = p(P), le polynôme 

Vëcd(P(x),xnP(p2/x)) 

a pour racines celles de P(x) dont le module est égal à p (P) . C'est un facteur 

équimodulaire de P(x). 

Corollaire 1 - Le nombre de racines réelles ou complexes de P(x)ayant pour module p(P) 

est égal à 

degré (pgdc(P(x), x*P(p2/x)) 

lorsque chacune est comptée avec sa multiplicité. 

12. De la factorisation équimodulaire au calcul des racines. 

Supposons que l'on sache calculer pour un polynôme P(x) sa factorisation 

équimodulaire : P(x) = P^(x) | Pm(x)y c'est-à-dire où les zéros de PJ(x) ont le même 

module. Comment en déduire les racines de P(x) ? En considérant un des facteurs PJ(x) à la 
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place de P(x), on se ramène au cas où P(x) est équimodulaire ; notons p le module commun. 

Dans une première étape on teste si p ou -p annule P(x). Les autres racines sont 

complexes et conjuguées, de module p, d'où la factorisation : 

n l n 2 m 

P(x) = a 0 ( x - p ) (x + p) f i ( x - i j ) ( x - r . ) 
i=l 

l 2 m f—r 

= a 0 (x - p) (x + p) x 11 (y - 2 Re(r.)) 

u i=l 

avec y=x + p 2 / x , ni + n<i + 2 m = n . 

On est ainsi conduit à l'étude d'un polynôme Q(y) de degré m < n/2 pour lequel on 

réitère ce processus. Les racines r;, r( de P(x) se déduisent de celles de Q(y) par la 

résolution des équations : 

x2 - xy + p2 = 0 . 

Par exemple pour P(x) -xJ - 1 dont les racines sont de module p = 1 on a 

^ i 3 3 2 
P(x) = ( x - 1 ) X ^ ( x - D x (y + y - 2 y - l ) 

i=0 

avec x2 - «y + 1 = 0. On a ramené la factorisation de x^ - 1 à celle de + y 2 _ 2y - 1 . 


