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UN PROBLEME A FRONTIERE LIBRE.

XAVIER PELGRIN

1. Préliminaires.
Soit K un compact de R? dont le complémentaire est connexe.
Soit j € L=(R?) t.q :

{ supp () C K,

/]szdx>0.

Pour u € H}(RR?), on note Q, = {z € R*/u(z) # 0} , |Q,| la mesure de
Lebesgue de 2, et x, U'indicatrice de §2,.
On définit :

A(y) = {w € H'(R*)/ || < 7}

J(v) = % /132 Vo?(z) dz— /an(z')v(:v) dz .
On considere le probleme :

Trouver wu € A(y) tel que :
PN\ woeam , Tw<Iw.

On admettra :

e Le probléme (P) a une solution u.,.
e u,eWh °°(]R2) (donc est lipschitzienne ), et a un support borné.
eOna:—-Auy=j dans Q. (qui est ouvert).

o(0u,) =5—ATxu,, 0

sw=% Joaionta = vyt dy.

A=~2—17- /2jVu.fdx,
1
Tg = lim — g(z —y)y~*d

=027 Jjy)>e

Remarques :
- Tg est la transformée de Beurling de g.
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- On a utilisé les notations :

1 ({8v _ ., 0v
6’0—"2 Bz 231.’2 )

Y=y +1ys,

dy = dy; dy> : mesure de Lebesgue de R*.
e Pour v assez grand, on a : KC 2, et u, >0 sur Q.
e On pose :

1 .
Uool(T) = ~5 /]‘112 Injz —y|j(y)dy
"y

et on a alors —~Aus = j dans RZ.

On peut montrer que (U () —u,(0)) = (Uoo(T) —Uxo(0)) tend vers 0 quand
v tend vers +oo dans C*°(B) pour toute boule B .

En utilisant cela, plus le fait que les ensembles de niveau de u.
{z/uoo(z) 2 uoo(zo)} sont convexes pour |z¢| assez grand, on montre que
u a au moins un ensemble de niveau conveze et contenant K, pour -y assez
grand. On note A = {z/u,(z) > a} cet ensemble.

2. La frontiére est lipschitzienne.

Ce qui précéde va nous permettre d’utiliser un “réarrangement étoilé”
(starshaped rearrangement, cf [1}).

On suppose que A = {{p,8) € R?, p < 7(8)}, o1 r est une fonction donnée
telle que : V8,7(¢) > §, & étant une constante positive et (p,8) désignant
les coordonnées polaires de IRZ.

Soit ¢ fixé. On pose :

D.={z/u(z) > c},
D@)={t>é/(t,6)€ D},

¢ dt
D(6)

| R(6) = 689

On définit alors :

D;= |J {(n6) eR’p< RO}
pef0,27]

et :
u(z) = sup{c € [0,a] [z € D},
J (u(z) si z€A,
| ¥ = i o
u(z) sinon.
On a alors (cf {1]) {Qu+] < || et ||Vuljp2z 2 ||[Vu*|jL2 d'ol, en prenant
u=uy:ul € A(y) et J(ul) < J(uq).
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Done, u, et ul sont deux solutions de (P) qui coincident sur K. En

remarquant que {2, est connexe et que A(u, —u}) = 0 sur @, N Qu;,
on obtient d’abord : u., = u,"; sur qu N Qu;.

On en déduit que 2, = Qu; (et donc que u, = u} sur R? ) : en effet,
sur la frontiere de €2, N Qu;, uy = uZ par continuité, or sur cette frontiere
uy =0 ouul =0,douu, =u} =0 et on en déduit que 2, N Que =Dy,
d’ou le résultat.

Or, par construction, la fonction u’, possede certaines propriétés :

e Ses lignes de niveau sont étoilées par rapport a O.
¢ Elle est décroissante a ’extérieur de A sur toute demi-droite issue de
0.

u, va donc vérifier les mémes propriétés. De plus, tout point de A peut
servir d’origine pour les coordonnées polaires a la place de O.

On en déduit :

o Les ensembles de niveau de u., sont étoilés par rapport a tous les points
de A. (C’est donc vrai en particulier pour 2,,_.)
s La fonction u., est décroissante sur toute demi-droite sortant de A .

On déduit de la premiére propriété que 9, est lipschitzienne. (En effet,
comme {2, est étoilé par rapport a tout point de A, pour tout z appartenant
a 0§, , on peut trouver un céne C, de sommet z contenant A et tel que
Uintersection de 02, avec C; soit réduite a {x}.)

3. Comportement de Vu, sur la frontiére.

Par un principe du maximum appliqué & h(z) = (z — x¢)Vu., on montre
facilement que :

Vzo € A,Vz € (2., \ A), (2 — 20)Vu,(z) <0

et donc Vu, # 0 On va & présent étudier le comportement de Vu, au
voisinage de 0f),_, et plus précisément : lim Vu,(tzo) avec zo € 8Q, .
t—1-

On utilise : (Quy)? = s — ATxy, et (Juy)? = 0 en dehors de €, .
On pose : h = I_:T et on calcule, pour a > 0 :

(Ouy)?(z — ah) — (Ouy)?(z + a k) , puis on fait tendre & vers 0.
Comme s est continue, lir(r)l_(s(z —ah)—-s(z+ah))=0.

On s’intéresse donc a la limite de
Txu,((z —ah)—Txu, (z+ah)).

Formellement :

1 4zh
Txu,((z —ah)=Txu,(z+ah))= ~om /]R’ Txu,(z+ az)(z2 — h2)2 dz.

On suppose que 9§, admet une tangente en z et on note II, le demi-plan
contenant O et limité par cette tangente.
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On a alors : xu,(z + az) — xm, (¢ + z) pour p.t. 2.
a—
On suppose d’abord que I, = z + {(z1,22)/22 = 0}. Alors :

4zh
/ ) TXIIw(l' + 2)(—22—_—7?’—235 dz = —m.

Dans le cas général (qui s’en déduit par rotation), on trouve 7(vy —i 1) ot
- s » \ . . 2
77 est la normale extérieure & II,. Donc : lim (u,)*(z—ah) = §(V1 —ivg)~.
a—0~

Remarque : 90, étant lipschitzienne, elle a une tangente en H? presque
tout point.
On en déduit : lim Vu,(z — ah) = ui/, en posant : p = —v2A.

a0

4. Analycité de la frontiére.

On pose : 2 = (2, \A)\ S ou S est un segment reliant A a €, .

On a: Au, = 0 dans §, c’est donc la partie imaginaire d’une fonction
holomorphe : f =v + i u,.

Comme Vu. € L®(R?), Vv est dans L>®(); d’ol, comme d’autre part
0§, est lipschitzienne, v est (localement) lipschitzienne au voisinage de
0Q, ; on peut donc prolonger v de maniere lipschitzienne sur 99, . (En
faisant tendre € vers 0 dans v((1 — ¢)z) — v((1 — €)y) ol z et y sont deux
points de J€2, ol il y a une tangente, on obtient que v = po sur 9, _, o
étant l'abscisse curviligne sur 8(2,_.). On considérera donc désormais que f
et v sont définies sur QU 08, .

On considére & présent la ligne de niveau de u, : £ = {z/u,(z) = [}
paramétrée par son abscisse curviligne o.

On pose : V(o) = v(z(o)); on a : V'(s) = £|Vu,(z(0))|; le signe
dépendant de Vorientation prise sur £. Donc V est strictement monotone
sur £. On en déduit que f est bijective de Q U 8, sur son image; on
note ¢ = f~'. f' ne s’annule pas sur  (puisque Vu. # 6), donc g est
holomorphe dans f(Q) et :

1
f'(g(v+iu)))

On veut montrer que g est lipschitzienne. Pour cela, on va montrer que
lg'| est majorée sur f(2) en montrant que |f’| est minorée.

Pour cela , on se restreint & Q\ A', ou: A' = {z/u.(z) > a'} (avec d' < a
pour avoir A C A').

On définit : p(z) = —Z.Vu, = §.Vv, avec § = (=23, z1). On sait que ¢
est strictement positive dans Q .

Soit zg € 0, , un point en lequel 092, a une tangente 7, prise telle que
la base (7, V) soit directe, 7/ étant la normale extérieure & 0y, -

Comme 2, est étoilé par rapport & tout point d’une boule B centrée en
0, il existe un coéne C' de sommet z¢, d’angle au sommet «yq, tel que B C C
et CNAQ, = {zy} et 7 pointe nécessairement vers le complémentaire de C.

gw+iu)=
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Ona: lirln P(tzo) = yo.uT 2 |zo| |p| sinaq.
t—1-

Or sinag 2 sina ot a est donné par :

R ,
tga = T avec: B(O,R)Cc ACQ, C B(O,R).
Donc uyo.7 2 |p| Rsina = 6;.
Comme ¢ est strictement positive et continue sur §2, é; = Iéléi)%’ e(z) > 0.
. x
On pose 6 = min(é1,62). On a : ¢ = 6 sur OA' et lim p(tzq) 2 é pour
t—1-

tout point o de 0, ol il y a une tangente, i.e. ‘H! presque partout sur

9.
Soit :
O — R
pr - T — Lp(t;r) .

La fonction ¢, est harmonique sur ', continue sur ¥/, on peut donc écrire
en utilisant la mesure harmonique w®' : (cf [2],{3])

i) = / oe(z) dw®i (2).
afY’

On fait ensuite tendre t vers 1; comune ¢ est continue en 1, p¢(x;) tend
vers (1) ; comme d’autre part : VE C 90, HY(E) = 0 & w™(E) = 0
(car Q' est lipschitzien,cf [4]), et que : lim (¢ z) o F(x) > 6 pour

t—1—
H! p.t. z € O, on obtient en utilisant le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue et le fait que w*®! est une mesure positive :

/ pi(z)dw® (z) 5 | F(z)dw® (z)
o/ oY
246 dwo*t =§.

donc ¢(z1) 2 6 pour tout =, € .

On en déduit que |f'| = é' et donc : ¢' € L™('). :

On va étudier g (et ¢’ ) sur un (petit) rectangle A =]ay, a2[X[0,8]. ¢
est bornée sur 'intérieur de A, donc g est uniformément lipschitzienne sur
intérieur de A, et comme g est continue sur A, on en déduit que ¢ est
lipschitzienne sur A.

On pose :

G,(v)=¢'(v+iu)  pouru >0,
Go(v) = dérivée au sens de D'(Jay, az[) de t N g(2).

Comrue g est holomorphe sur lintérieur de A, on a : G, € C*®(Jay, o)
pour u > 0 . Comme § est uniformément lipschitzienne sur Jay, ay{, on en
déduit que : Gy € L=(]ay, azl).
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Soit + € Oy, on a: g7 (z) = po(z) donc pg'(v) = 7, ou 7 est la
tangente & 0%, en §(v), d'ou : {Go| = |u|™! pp..

On peut montrer que G, (v) converge vers Go(v) pour presque tout v.

Idée de la démonstration : on prend z = v+1u, I' un demi-cercle de centre
z,Pe=TNn{uze}et:TenN{u=c}={ac+ie;b +ic}.

La formule de Cauchy donne :

1 [ g'(t+ie) 1 g'(¢)
- dg .
Gulv) 2i1r/a¢ t+i5——zdt+2i7r/p (—=z ¢

Oun fait tendre ¢ vers 0, en utilisant : ¢'(. + t€x) —  Gp, pour une
L? faible

certaine suite (€ )i, et on obtient :

_ L7 G 1 7
)= 57 [, o R | G

A présent, on fait tendre u vers 0, la premiére intégrale est en fait
Fu(v) = (® x 257)(v) ol ®(t) = —Go(t)X{ae,bo)(t), €t en utilisant la
transformée de Fourier, on montre que F, converge dans L?, donc presque
partout, quitte a extraire une sous-suite.

En utilisant le fait que les lignes de niveau de u., sont étoilées par rapport
a tous les points d’'une boule B, on montre que, a condition de prendre A
assez petit, arg(g') reste dans un intervalle de longueur strictement inférieure
a 27 ; on va donc pouvoir définir une fonction A holomorphe dans 4 par :
h(v+iu) =t log(pg' (v + i u)).

Si on pose hg(v) = ¢ log(uGo(v)), d’apres ce qui précede, on a :

(%) h(v + iu) converge vers hg(v) qui est réel, quand u tend vers 0.

On pose :

; o h(v + 1 u) siu>0,
o tiu)= h(v +iu) siu < 0.

Soit Iy un cercle de centre zp € {u = 0} et de rayon ry; on le coupe a
u = e.
On pose :

P-{-s: u 6} U({U=€}OB(Z07TO))?

2
P»-s = {u < -—E} U ({u = —3} N B(Zo,T‘o)).

Soit z € B(zg,r9),0on a,siu >0:

R(z) = h(z) = = O

2i7r F+¢ C—Z

et :




d’ol, en faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant () :

h(z) = .,_L/r ,h“)z d¢.

2i7r L

Donc h est holomorphe sur B = B(z, %), et on en déduit que g est
la restriction d’une fonction holomorphe sur B, et donc ,comme {2, est
I'image par g de 'axe des réels (i.e. {u = 0}), on en déduit que 9, est
analytique.

Remarque : Une fois que I'on sait que 9, est analytique, et donc que
Vu.| =constante sur 052,_, on en déduit que IQ,_ est conveze. (cf [5
v y? q 2l
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