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MARCHES ALEATOIRES SUR L E C E R C L E 

T H E O R E M E C E N T R A L L I M I T E E T IRRATIONNALITE 

K a t y P A R O U X 

STAGE D E DEUXIEME ANNEE D E MAGISTERE 

1. I N T R O D U C T I O N . 

Depuis fort longtemps, de très nombreuses études ont porté sur la question du 
η 

théorème central l imite pour des sommes du type Xn = ' Zj de variables 

aléatoires Z\ , Z2 , ... Zn Si celles-ci sont indépendantes, identiquement 

distribuées de moyenne nulle et de variance σ 2 alors le théorème central limite 

affirme que la loi de converge vers une loi de Gauss de moyenne nulle et de 

variance σ 2 . Ce résultat a été généralisé pour des situations où l'indépendance 

des variables aléatoires Zj est remplacée par une indépendance asymptotique 

d'un type markovien, et une condition de stationnante, par exemple. 

Ici , on se propose d'exposer quelques résultats obtenus en se plaçant sur le 

cercle Τ = R / z muni de la mesure de Lebesgue π, dans le cas particulier où 

Zj = fixj) avec / € L 2 ( T ) et (xj) est une chaîne de Markov stationnaire de mesure 

initiale π, que Ton précise maintenant. On définit le noyau de la chaîne à partir 
de l'opérateur Ρ sur Τ par : 

η η 
Ρφ(χ) = Pi <p(x + ai ) où les ai sont des angles et les pi des poids (pi >0, ]T pt = 1). 

L'invariance par translation de π implique πΡ = π. I l semble que le degré de 

continuité de / minimal à satisfaire pour la validité du théorème central limite 

soit fortement lié à l'irrationnalité des angles α/. On se propose d'étudier ce 

phénomène de manière plus approfondie et d'établir, dans chaque cas, le 

théorème central limite pour la classe la plus large de fonctions et les angles at 

les plus généraux possibles. 

On fera appel d'une part, à des résultats d'approximations diophantiennes des 

irrationnels par les rationnels ; d'autre part, à un théorème de Gordin [1] 

suffisant pour établir le théorème central l imite dans deux des quatre cas 

étudiés et enfin à un théorème plus f in de Kipnis [2] quand l'utilisation du 

premier théorème se révèle non satisfaisante. 
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I l semble que ce dernier résultat soit optimal par rapport à la classe de 

fonctions. Dans ce cadre, i l paraît alors utile d'étudier un ensemble de contre-

exemples portant sur la régularité de la fonction et l'irrationnalité des angles, 

conduisant à des situations variées où le théorème central limite ne serait pas 

valable. 

2.1. E N O N C E D U T H E O R E M D E GORDIN [1]. 

Soit Xk, k = 1,2,... un processus de Markov stationnaire et ergodique, sur (Χ>0,μ) 

de fonction de transition QiXyA) et de distribution initiale μ. 

Supposons ElJ^ixk)] < oo et Ε flxk) = 0 ; dans l'espace de Hubert Ζ,2(3Γ,^,μ), on 
considère l'opérateur de transition Q : 

Qg(x)=jg(y)Q(x,dy). 
χ 

L'hypothèse d ergodicité du processus (xk) réduit à un la dimension du noyau 

d e J - Q . 

Théorème. Supposons f € Im(I - Q) alors 

1. f=g-QgoùgeH-={heL*W,<h, 1> = 0} 

2. E(SI) = σ 2 η + 0(1) avec σ 2 = \g\2 - |Q* g\* 7> 0 

Sn l Q i 

3. ̂  > ^ ( Ο , σ 2 ) . -\ln n-x» 

(Pour a = 0, la loi (Ο,σ2) est une loi de Dirac en 0). 

Preuve. L'idée principale est d'utiliser les résultats connus sur les sommes de 

différence de martingales. 

Suivant [3], on décompose ftxk) selon : fixk) -gixk) -gbk+l) + yk où les variables 

aléatoires yk = g(Xk+l) - Q g(Xk) forment une suite stationnaire et ergodique de 

différences de martingales. 

Alors Sn devient : Sn =g(x{) - gixn+l) + £ yk avec var yk = E(y\) = σ 2 

puis var S„ = , d (1 -f . „ w + 0 ( i ) , 
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et la troisième assertion découle du théorème de BiUingsley-Ibragimov [4], [5] 

d'après lequel 

4= (yi + . - . + j ' » ) - ^ ^ ( Ο , σ 2 ) . 
η-κχ> 

2.2. ENONCE D E S T H E O R E M E S D E KIPNIS [2]· 

I l s'agit de prouver un théorème central l imite pour les sommes partielles 
η 

Xn = ^ Zj d'une suite Z\ , Z% ... Zn ... de variables aléatoires. On considère un 

cas particulier de suite stationnaire qui permet d'obtenir l'analogue d'un 

théorème central limite sans hypothèses supplémentaires : 

Théorème 1.1. Soit {Zj ; - oo <j < oo} un processus ergodique, stationnaire de carré 

intégrable tel que 

E(Zn+i | ?n) = 0 ps où ? n = a(Zj ;j < n). 

Alorsf le processus stochastique Xn(t) = ~h=\Z\ + ... + Z[nt][ converge en loi vers la 

distribution d'un mouvement brownien de variance σ 2 , pourvu que Ε Z% = σ 2 < oo . 

On se propose ensuite d'utiliser ce théorème pour établir le théorème central 
η 

l imite pour Xn V(yj) où {yj ; - oo < j < oo} est une chaîne de Markov 

stationnaire, ergodique et symétrique, et V est du type le plus général que l'on 

puisse espérer par cette méthode. Soit {yj ; - oo < / < oo} une chaîne de Markov du 

type envisagé dans l'introduction stationnaire, ergodique et symétrique dans 

l'espace X ; soit n(dx) la mesure invariante et Q(x,dy) la probabilité de transition 
de la chaîne, on note aussi Q l'opérateur (Qf)(x) = f(y) Q(x,dy). 

J 
X 

Soit V(y) une fonction sur X avec J V%(x) dnix) < + oo, supposons J V(x) dnix) = 0 et 

posons Zj - V(yj). On peut alors voir [2] que la condition 
σ 2 = l i m ^ E[V(yi) + . . . + V ( y „ ) ] 2 < + oo équivaut à Ve Im(I - Q)^2. 
Notons Ω = {{y/} , - oo <j < oo}, &n = σ(ν/, j r S n) et Ρ la probabilité sur ( Ω , F ) où 

η 

Théorème 1.2. Soit VeL*ÇX,n) vérifiant VeIm(I-Q)W-

Alors on a Xn=Mn + ξη où Mn est une martingale pour ( Ω , &n, P) et 
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1 Ρ 
yn l v s n τι—χχ> 

Déplus, l i m ~ Ε | ξ η | 2 = 0. 

2.3. R A P P E L S S U R L E S APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES D E S I R R A T I O N N E L S 

PAR L E S RATIONNELS. 

I l s'agit de répondre à la question suivante : dans quelle mesure un nombre 

irrationnel α peut-il être approché par des rationnels du type ^ avec p, q 

entiers, q > 0. Pour q fixé, le minimum de \a = q"1 \qa-p\ est 9""1|ga| où 

\a\ =min({a} , 1 - { α } ) 
= min \a-n\ pour η e Z . 

On s'intéresse donc à des résultats de majoration et minoration de lqa\ ... 

Citons un premier théorème prouvé dans "Continued fractions" de 

Khintchine : 

Théorème. Pour tout irrationnel a dont les éléments de la décomposition en fraction 

continue sont bornés, il existe une constante C > 0 telle que l'inégalité suivante soit 
Q 

vraie pour tout entier k>0: \ka\ £ ^". 

I l est satisfaisant du point de vue minoration mais ne concerne qu'un 

ensemble négligeable d'irrationnels ; i l est complété par le théorème suivant : 

Théorème. Pour tout e>0et pour presque tout irrationnel a, il existe une constante 
Q 

C > 0 telle que l'inégalité suivante soit vraie VA > 0 : \ka[ £ · 

Définition. On dira que a est ε-irrotationnel s'il existe une constante C > 0 telle que 
l'on ait: 

Donc, le théorème dit que,pour ε fixé, presque tout a est ε-ir rationnel. 

Enfin, on souhaite étendre cette étude au cas d'un ensemble de nombres 
(αι, . . .α Λ), ce qui est beaucoup plus difficile. Cassels prouve le théorème 

essentiel de la théorie métrique des approximations dans "An introduction to 

diophantine approximation" : 
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Théorème. Soient aj des réels de [0,1] (1 £j £ ή), ψ une fonction monotone 

décroissante telle que 0 < ψ(Η) £ ^ . Alors l'ensemble des solutions entières de 

l'inégalité \kaj[ < ψ{Κ)pour l<j<>n est infini dans les conditions suivantes : 
+ 0 0 

* pour presque aucun ( a i , . . . an) si (ψΟι))* < + oo 
ι 

+ 0 0 

* pour presque tout (αχ,... an) si ]j£ (ψΟΜ1 = + oo . 
ι 

3. CAS D E S POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES. 

On considère le cercle Τ = R / z , des angles αχ, ... oyy rationnellement 
Ν 

indépendants, des poids pj [(1 ^ j f £ N) pj >0 et pj = 1] et l'opérateur Ρ sur Τ : 
Ν 

Ρ φ(χ) = X φ(χ + α/) . 
Κ 

Soit / le polynôme trigonométrique /Oc) = ^ e2i*fcr a v e c co = 0. (Car on 

suppose jf dn = 0) et S/* les sommes de Birkhoff le long des trajectoires 

associées à la chaîne de Markov de noyau Ρ : 
η 

Puisque (a i , a i a n ) sont rationnellement indépendants, la chaîne de 

Markov est ergodique et on s'intéresse aux lois limites pour Sn en particulier 
Sn au théorème central limite car d'après le théorème ergodique, „ tend vers η 

zéro (presque partout). 

On se propose de montrer la proposition suivante : 

Sn 
Proposition 1. La loi de-γζ converge vers une loi de Gauss de moyenne nulle et de 

yn 
variance σ 2 avec 

Ν 

κ 1-ΙΣ Pje2i*kaj\2 

σ 2 = Σ N i 2 „ fe 2 · 
- * Ιι-Σ pj*Kkai\2 

j=o 



β 

P r e u v e . On cherche à résoudre l'équation (/ - P) g - / , ce qui permettra 

d'appliquer le théorème de Gordin [1] pour lequel toutes les autres conditions 

sont vérifiées. 
κ 

Supposons donc que le polynôme trigonométrique g(x) = Σ e^nkx soit 
-K 

solution de l'équation (J-P)g-f, 

alors f dk (1 - Y Pj e2**1"*') e®*** = Tc* e2**** 
-κ >=i -κ 

donc dk = χ C * car les aj sont rationnellement indépendants. 

L'équation (I-P)g=f possède donc l'unique solution : 

κ ι~Σ # e 1 

I l est alors possible d'appliquer le théorème de Gordin [1], ce qui donne le 

théorème central limite pour Sn : 

ÊfL -iu» ^(0 ,σ2) avec σ 2 = \g\2 - \Pg\2 . 

Sn n-*oo 
K 1-1J Pje^f 

De l'expression de g, on déduit que σ 2 = ]|Γ |c*|2 , ce qui 
prouve la proposition 1. 
On va désormais considérer, d'une façon plus générale, des fonctions 

fe L 2 (T ,TT) et utiliser des résultats sur le lien entre le degré de continuité de / 

et la vitesse de décroissance de ses coefficients de Fourier dans le 

développement en série de Fourier. 

Mais auparavant, considérons le modèle de Kac pour les chaînes de polymères 

dans le plan qui illustre bien le cas des polynômes trigonométriques. 

3.2. E X E M P L E : L E S P O L Y M E R E S . 

Dans le plan, on considère une chaîne de polymères dont chaque segment de 

longueur 1 fait un angle ± a avec le précédent. On s'intéresse à la longueur de 

la chaîne constituée par η segmente. 

file:///Pg/2
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D'après Kac, le problème se modélise de la façon suivante : 

soit a un angle irrationnel et £& des variables aléatoires indépendantes et 

identiquement distribués selon la loi Ρ {ε* = 1} = Ρ {ek = - 1} = \ ; 

la chaîne de polymères s'obtient alors en appliquant à l'origine 0 les 

déplacements successifs g\ ... gn oxxgk = [ι>* , 0*] est distribué selon la loi μ 
définie ainsi : ι;̂  - T ,0£ = β£ α . En posant zn -g\ ... gn 0 et en désignant par pk 
la rotation de centre Ο et d'angle e Z i n 9 k 

Zn = V\ + p i V2 +...+ p l P2 ... P/i-l VN . 

Donc zn s'identifie au nombre complexe 1 + e 2** 1 + ... + β « Κ · ι + . . . ^ ι ) 

La longueur de la chaîne est donc : Sn » |1 + ̂ η ε \ α ' + > β β + e2wKe1+...+€nr.i)a| 

2 S n ο 
Kac montre que S S L - en (c>0) et » Jf(0,c2) ce qui est un résultat 

η-κ» \ n n~>oo 

voisin mais plus fort que celui obtenu en appliquant la proposition précédente 

avec f(x) = e 2 i n x car on considère ici une mesure initiale invariante alors que 

Kac fixe la direction du premier pas. 

4.1. CAS NON S Y M E T R I Q U E A V E C UN S E U L A N G L E , PAR L A P R E M I E R E METHODE. 

On considère encore le cercle Τ = R/jr , mais un seul angle a irrationnel et 

l'opérateur Ρ sur Τ : 
\p,q>0,p+q = l 

Ρφ(#)=ρφ(χ + α) + 0φ(χ--α) avec < 1 
[P*2 · 

Soit feL^in) avec jfdn = 0 et Sn les sommes de Birkhoffle long des trajectoires 
η 

de la chaîne de Markov de noyau Ρ : Sn = f(xk). 
fc=l 

On suppose la chaîne de Markov ergodique et on se propose de prouver le 

théorème suivant : 
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Théorème l.Dans chacune des deux situation suivantes : 

* a est irrationnel dont les éléments de sa décomposition en fraction continue sont 

bornés et f est de classe C 1 

* a est ε-irrationnel et fest de classe C 1 + e avec ε > 0 . 

Λ Sn l o i w n 2^ 2 V l 12 l-\De^a+Qe-2ikna\2 
0 n a : ^ ^ m > 0 ) & ν β 0 0 = ξ ' C * l 2 l l ^ ^ a ^ e - ^ a ^ · 

Remarque. 
On a 0 < σ 2 < + oo car a est irrationnel, ρ + ç = 1 pq*Q donc 
Vfc, \p e%ikna + q e-2ikKa\ < χ# 

Preuve. Comme dans le cas précédent, on cherche à résoudre l'équation 
(7-Ρ)£ = / dans L 2 ( T ) , en vue d'appliquer le théorème de Gordin [1], 

+ 0 0 + 0 0 

Posons f(x) = J cke%nhx avec co = 0 e t ^ * ) = ]£ e2**** avec do = 0 
- 0 0 - 0 0 

KI-P)g] (x) -pg(x + a)-qg(x- a) 

+ 0 0 

= X dk(l-p e 2 l 7 r* a - g e~2™ka) fiwkx 
- 0 0 

+ 0 0 

= 2 rf*(l-e2iir*«-2p/sin2^a)e2i^ 
- 0 0 

donc s i 5 est solution de l'équation (J-P)g=f, dk = 1 - c o s 2%ka+ill-2p) 8m2Kka 
1 

avec ρ * 2 · 

L'équation (J - P) g = f admet donc une solution (qui est alors unique) dans 

L 2 ( T ) si et seulement si Τ τ:— n i , , v i ο \ - ο L 12 < + 0 0 · 
^ |l-cos 2πΛα+ι(1-2ρ) 8ΐη2πΛα| ζ 

On va utiliser des conditions dites de "petits dénominateurs" pour trouver une 
condition suffisante de convergence : 

|1 -cos 2nka + 2p) sin 2nka\2 = (1 - cos 2nkaYt + (1 - 2p^ s i n 2 (2^a ) est 
petit si cos 2nka est proche de 1 et sin 2nka proche de 0, c'est-à-dire |Λα | 
suffisamment petit et dans ce cas, 
|1 - cos 2nka + i ( l - 2/>) sin 2nka\2 = (1 - cos 2% \ka\)2 + (1 - 2p) 2 siri2(2ir \ka\) 

~ 4 / r 2 ( l - 2 p ) 2 | à a | 2 . 
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I l suffît donc d'imposer la convergence de la série |lfea|2 p o u r ° ^ t e n ^ r υ η β 

solution g. 

* Soit a un irrationnel dont les éléments de la décomposition en fractions 
continues sont bornés, et / de classe C 1 . 

D'une part, i l existe une constante C > 0 telle que l'inégalité suivante soit vraie 
pour tout entier k > 

k [k a\ > C 

+00 

d'autre part, / étant de classe C 1 , ^ k2 \ck\2 < + oo 
-00 

iiteJF = P i i t a F s c * M d o n c Σ jita^ < + ~ · 

4O0 

* Si / est de classe C1** avec ε > 0, on a ]j£ jfe2(l+e) | c^|2 < + «>. Si α est ε-
-00 

irrationnel, i l existe une constante C > 0 telle que l'inégalité suivante soit vraie 

pour tout entier k > 0 : k1+e \k <x\ > C. 

d'où le théorème 1 en appliquant le théorème de Gordin [1]. 

4.2. CAS S Y M E T R I Q U E A V E C UN S E U L A N G L E , PAR L A P R E M I E R E METHODE. 

On considère toujours le cercle T= R/jr , mais un seul angle a irrationnel et 

l'opérateur Ρ défini par : 

Pç)(x) = | φ(χ + α) + ^ φ(χ-α). 

Soit / € L 2 ( T ) avec J / dn = 0 et Sn les sommes de Birkhoff le long des 

trajectoires de la chaîne. La chaîne de Markov est ergodique et on se propose de 
prouver la proposition suivante : 

Proposition 2. Soit fde classe C 3 . Alors pour presque tout irrationel a, on a la 
convergence: 
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Sn loi ο 2 V I 12 COS2(**«) 

I l ™ ^ ( ° ' σ } ^ σ 5 1 *' s in2 (^a) · 
+00 +oo 

Preuve. Posons / (* ) = £ e2**** avec co = 0 et gGc) = £ d* β21*** avec do = 0 
-oo -oo 

KI-PW <x) =g{x)-\g{x + a ) - \ g ( x - a ) 

+00 

= ]T djfe (1 - cos 2*fca) e2**** 
-00 

Cb 
donc sig est solution de l'équation (/ - P) g = / , dfc = 2 sin 20rfca) 

soit 0 < ε < ^ , pour presque tout irrationnel a, i l existe C > 0 tel que Vfe > 0, 
C c l*al ^ p+ε /étant de classe C 3 , i l existe c> 0 tel que V* > 0, |c*| £ p " 

k i l 2 C ~ 4 

donc pour tout entier k > 0, |jfe%|4 - jfe6-4(l+c) a v e c 6 ~ 4(1+ε) > 1 

d o n c ξ ïJ^F <+~ · 

+2? | C J r i 2 

Or si | λα | est petit : sin4(;rôa) = sui4(/r [k a\) ~7t*\k a[4 et ]T sin4oÎfea) < + 0 0 · 
-oo 

L'équation (I-P)g = f admet donc une solution dans L 2 ( T ) et en appliquant le 

théorème de Gordin [1], on prouve la proposition 2. 

Néanmoins, ce résultat n'est pas satisfaisant car i l n'est valable que pour des 

fonctions de classe C 3 . On va donc utiiser une méthode plus fine pour 

améliorer la classe des / convenables. 

5. CAS S Y M E T R I Q U E A V E C UN S E U L A N G L E , PAR L A D E U X I E M E METHODE. 

On se place sur le cercle Τ = R / 2 , on considère un seul angle a irrationnel et 

l'opérateur Ρ sur L 2 ( T ) : 

P p ( x ) = | φ(χ + α ) + | φ(χ-α) . 
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Soit / e L 2 0 r ) avec jf dn = 0 et Sn les sommes de Birkhoff le long des 

c 2 

n 

trajectoires de la chaîne. Notons σ 2 = l i m Ε — et supposons la chaîne de 
n-4oo n 

Markov ergodique. 

Théorème 2,Dans chacune des deux situations suivantes, 

* a est irrationnel, les éléments de sa décomposition en fractions continues sont 

bornés et fest de classe C 1 

* a est ε-irrationnel et fest de classe C 1 + e , ε > 0 on a la convergence : 

Sn : — » ^ ( Ο , σ 2 ) . 

Preuve. En vue d'utiliser le deuxième théorème de Kipnis [2], on cherche 
+00 

à résoudre ( I - P ) ^ 2 g = / supposons f(x) = ]|T ck e^nkx 

-00 
+00 

avec co = 0 etg(x) = djfe e2ijckx avec do = 0. 
-00 

4 0 0 a 
Ρ est une contraction donc (I-P)m est bien défini et tf-P)^2 P n £ 

n-1 
avec an = ̂  ( l - ^ ) . . . ( n - l - ^ ) . 

+00 

On a Ρ* £ Or) = ̂  dk (cos 2π£α)71 β2**** 
-00 

+oo +oo a 

donc Κ / -Ρ) 1 / 2 ^]ω = Χ (cos 2nkaW e®*** 
-oo n=l 

+oo 

= J (1 - cos 2nka)W e%*kx . 
-00 

Si g est solution de (/ - P)m g=f, alors dk - r - ° h 

Λ /2 |sinff&a| 

l'équation (Z - P)^2 g = f admet donc une solution dans I/Κπ) si et seulement si 

y | c * l 2 

~± 8ΐη2(πΛα) 
—00 

Comme i l a été vu en 4.1, cette condition est réalisée dans chacune des 

situations envisagées. Les hypothèses formulées permettent donc d'obtenir une 
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solution de l'équation (J - P)1/2g=f. Avec les notations déjà introduites on peut 

utiliser le théorème 1.3 de Kipnis [2] pour écrire Sn sous la forme : 

5 η = Μ η + ξ η 

1 Ρ 
où Mn est une martingale pour (Ω,^,Ρ) et - p sup \ξη\ > 0 

déplus, l i m £ Ε\ξη\2 = 0. 

n 
Posons Zn = Mn - Afn-i avec Mo s 0 alors Sn devient : Sn = £ Ζη + ξη 

on a E(Zn+i \ Fn)=E(Mn+i \Fn)-Mn = 0 

et l EiZi+...+ΖηΡ^ ΕS%-± Ε\ξη\* 
donc l i m £ E(Z\ + ... + ΖΛ)2 = l i m \ Ε SÎ = σ 2 < + <χ> car / € Imd - P ) ^ 2 . 

1 Λ 

D'après le théorème 1.1 de Kipnis [2], la loi de - p J Z/ converge donc vers 

une loi de Gauss de moyenne nulle et de variance σ 2 . 
Et puisque la loi de -7= ξη devient négligeable quand n 00 , on en déduit le 

in 
théorème central limite pour Sn : » .Υ(0,σ 2) 

dfoù le théorème. 

Dans ce cas particulier, i l semble que le meilleur résultat possible soit obtenu... 

mais cela reste à prouver ! 

Afin d'apporter quelques arguments en faveur de cette affirmation, on se 

propose d'étudier en 7 la variance de Sn. En effet, i l suffit de prouver que 

n 

l i m Ε -7= =+oo pour pouvoir affirmer que le théorème central limite est faux 
η-κχ> 

pour —fz, 

6. CAS SYMETRIQUE A V E C P L U S I E U R S A N G L E S . 

On considère le cercle Τ = IR/^ , des angles αχ, .... , ct2N avec αχ, «2» «JST 

rationnellement indépendants et CCJ+N = - aj ; les poids pj (1 £ j ύ 2N) pj > 0, 
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22V 

Σ Pj =1 etPj+N=Pj (1 N) avec N £ 2. Soit Ρ l'opérateur sur Τ : 
M 

2N 

Ρ = Σ *y ^ + aJ)> f € ^ 2 0T) avec J / dn = 0 et Sn les sommes de Birkhoff le 
long des trajectoires de la chaîne de Markov de noyau P. On suppose la chaîne 

de Markov ergodique et on se propose de montrer le théorème suivant : 

Théorème 3. Pour presque tout ensemble (a i , ON) d'angles rationnellement 
1 1 

indépendante et pour / de classe C2 N au moins 

1 - ( Y pi cos 2/rfca/)2 

o> loi +oo +J J J 

ψ > ΛΧΟ,σ2) aveca 2 = £ \ck\2 f 1 . 
7 1 -+* 1 6 ( £ Pjsin2(2Kk(Xj))2 

Remarques. 

a) / de classe Ca signifie que la dérivée de / d'ordre [a] est holdérienne 
d'exposant a - [a]. 

b) Pour Ν Φ 1, on devrait ici supposer / de classe C 3 / 2 au moins, alors que 
l'énoncé du théorème 2 montre que C 1 + e suffit. Dans le cas N > 1, une étude 

plus précise permettrait sans doute d'obtenir un meilleur résultat. 

Preuve. On cherche encore à résoudre l'équation (7 - P)^2g = / dans L 2 ( T ) . 

+O0 4 0 0 

Posons f(x) = Ck e2**** avec co = 0 et g(x) = ]ST dk e2**** avec do = 0. 

- 0 0 - 0 0 

71=1 - 0 0 =̂1 

-oo j=l 

4O0 iV 

= X Py cos 2πΗαβ1*2 e2**** car o/+iV = - a / etpj+N=pj 
-oo >=1 

donc si g est solution de l'équation (/ - P)^2 g=f, dk- — j j . 

(2 £ Pj tin*OAaj))V* 
M 
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L'équation (J-P)g = / admet donc une solution dans L 2 ( T ) si et seulement si 

f \£k£ < + o o 

~°° Σ Py 8ΐη2(πλα/·) 

Ν N 
Or Σ Pj BtoPOckaj) = Σ Pj ήηΗπ \kaj\) est petit si tous les termes de la somme 

j=i j=i 
sont petits, en particulier si tous les \kajl sont suffisamment proches de 0. 

Ν N 

Et alors Σ Pj sin20rifeq/) ~ π2 Σ Pj l̂ ty'l2» ^ suffit donc d'imposer la 
+~ \Ck\2 

convergence de la série Σ ~N— P o u r obtenir une solution g. 

^ Σ ^ Ι Η Ι 2 

Cette condition est réalisée pour presque tout ensemble (a i , ajy) d'angles 

rationnellement indépendants, si / est de classe C 2 N avec e > 0. 

En effet, i l existe une constante c > 0 telle que pour tout k > 0, |c^| £ ——ï— et 
k 2 + N + E 

d'après Khintchine pour presque tout ensemble (αϊ, ..., αχ), i l existe une 
constante C > 0 telle que l'inégalité suivante soit vraie pour tout entier k > 0 et 
pour tout j : 

C 
ikaji > Γ 

. . \ck\2 . cC~2 c 
ainsi, N < 2 2 = 2ε 

Σ ^ Ι Η Ι 2 * 1 + * + 2 ε -* ( 1 + ε ) k1+2e'X 
M 

2 +00 j 
commeiV£2, 2 ε - ^ £ ε > 0 donc Σ 2ê < + 0 ° 

" ~ J f e 1 + 2 e ~ * 

d'Où J N |C*'2 < + 0°-

- Σ*/Ι*«/Ι 2 

Enfin, on déduit le théorème 3 des théorèmes de Kipnis [2] comme 

précédemment. 

file:///kajl
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7.1. C A L C U L E X P L I C I T E D E L A VARIANCE. 

On considère le cercle Τ = R /^ > les angles a i , .·.., ajf et les poids pi (1 < i ^ JV), 
iV N 

Pi > 0 et ^ p i = 1, l'opérateur Ρ : Ρ φ(χ) = £ pt φ(χ + α^). 
i= l i= l 

Soit / e L 2 ( /r) avec J / = 0 et Sn(x) les sommes de Birkhoff le long des trajectoires 
n 

de la chaîne de noyau Ρ : Sn(x) = 
Jfc=l 

On se propose de calculer explicitement la variance de Sn afin d'évaluer son 

comportement limite par rapport à n : 

varSn = \Ex(S
2

n(x))dn(x) 

*=1 \<k<£<ji 

- Σ ΐ Λ ) + 2 Σ Exfixk)Axe)) 

- £ p* y2( x ) + 2 J P*(/ P*~* f) (x) du fait du caractère markovien. 
*=1 1<*<#<&ι 

Puis f Ex(Sl(x))dn(x) = X < P * / 2 > i > + 2 X Pk(f^f)fl> 

*=1 lSfeSfcn 

n 

= Σ </2Λ> + 2 Σ f>car π est invariante 
fc=l \<k<£<*i 

= η | / 2 + 2Σ (n-p)<ffPf> 
p=l 

d'où v a r S n = n J / 2 + 2 Σ (n-k)<ffkf> . 
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7.2. COMPORTEMENT L I M I T E D E L A VARIANCE DANS U N CAS S I M P L E . 

Supposons que la fonction / et les angles α ϊ , . . . , ajv (N = 1 ou N £ 2) soient tels 
qu'il existe une fonction g e L ^ Î T ) telle que (J-P)g=f. (voir paragraphes 3 et 4). 
La variance devient alors : 

v a r S n = n J / 2 + 2 J (n-k) (</,P* g> - <fj>k+l g> 
*=i 

= n | / 2 - 2 X (<fj*g> + 2(n-l)<ffg> 

= n\j* + 2n<ffg>-2fà {<fj>*g> 
*=i 

donc v a r ^ = J / 2 + </Λ?> - f f <^P*I?>. 

D'après l'ergodicité et le théorème de Von Neumann 

donc l i m var ̂  = [f2 + 2 <fyPg> 

or 1/2 + 2 <fj>g> = < / / + 2P#> = <g-Pg, g+Pg> = <P#,P£> 

donc l i m var%=|^|2- . |P^|2 . 

Λ/η 

Remarque. On retrouve bien dans ce cas spécial le résultat énoncé par Gordin 

EU 

8. QUESTIONS E N C O R E O U V E R T E S . 

I l semble que les deux derniers théorèmes obtenus soient optimaux par rapport 

à la classe de fonctions. I l paraît alors utile d'étudier un ensemble de contre-

exemples portant sur la régularité de la fonction et lirrationnalité des angles, 

conduisant à des situations variées où le théorème central limite ne serait pas 

valable. 
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D'où l'intérêt en particulier de l'étude du comportement limite de la variance 

de Sn car si $$, le théorème central limite n'est alors pas valable 

pour $$ ; la formule de 7.1 est alors utile. 

Dans ce cadre, le cas des fonctions en escalier, pour lesquelles les coefficients 

de Fourier sont d'ordre $$, semble particulièrement intéressant. 

Mais i l se pose alors la question du théorème central limite pour $$ 
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