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Calcul de Malliavin et développement asymptotique de la densité
d’une probabilité invariante d’une chaine de Markov

Raymond Viard

IRMAR, UNIVERSITE DE RENNES I, Campus de Beaulieu, 35042 RENNES.

Résumé : On consideére, une famille paramétrée de chaines de Markov de parametre
€, d - dimensionnelles admettant une probabilité invariante 5*, telle que 7° converge
en loi vers la masse de Dirac en 0 lorsque ¢ tend vers 0. On donne au moyen du
calcul de Malliavin, des conditions permettant un développement asymptotique de
la densité f¢ de la probabilité invariante 7° de la forme :

fo(y) = glie—%%{%(y) +ecy) +---+eVen(y) + eV R(e, v)}.

Mots clés : Calcul de Malliavin,Chaine de Markov, Grandes Déviations, équations
aux différences aléatoire.



Malliavin calculus and asymptotic expanding for the density of
a Markov chain invariant probability

Abstract : We consider a parametrize family of IR?—valued Markov chains with
parameter €, with with an invariant probability °. Suppose that n° converges in
distribution to the Dirac mesure if € tend to 0. Using Malliavin calculus, we give
sufficient conditions to obtain an asymptotic expanding for the density f° of the
invariant probability 7°, manely :

fy) = ée—é‘;‘?{%(y) +ear(y) + - +eVen(y) + eV R(e, y) .

Key words : Malliavin Calculus, Markov Chain, Large deviations, stochastic differ-

ences equations.

1. Introduction

1.1. Notations et résultats généraux

Soit (2, F, P) un espace probabilisé. On considére sur cet espace, une suite (Z,),>1
de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans JR?, de méme loi normale de
moyenne nulle et de matrice de covariance la matrice identité sur IR®, notée X =
N(0,I5). Soit ¢ : IR* x IR°—IR* mesurable. On considére la famille de chaines de

Markov ((X:”)"ZO)»O a valeurs dans IR® définie par :

Xt =z ,0uz € R

(1) et, pour n > 1
X; =0(X;_1,eZy) = op(x,€2y, -+ ,€2,)
oti, pour tout z € IR? et tout z,,2y,++,2, € R° on a:

p1(z,21) = p(x, 21)
et, pour n > 2

‘Pn(x, 21yttt ,zn) = @(‘P’n—l(zl, tee ,zn—l), zn)»

on notera (X:).>o la chaine de Markov partant de 0.

Définition 1.1. Nous dirons que la famille de variable aléatoire (Y*),5o, & valeurs
dans R®, suit un principe de grande déviation (voir par exemple M.I Freidlin et
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A.D.Wentzell [{] ou D.W.Stroock [16] ou encore Y.Kifer [7]) de fonction d’action
(ou fonction d’énergie) I si la fonction I vérifie les 2 propriétés suivantes :

1. I(I:R*-[0,+c0)) est une fonction semi-continue inférieurement, telle que
pour tout a > 0 Uensemble {z € R*: I(z) < a} est compact dans R°.
2. I est telle que:

(a) SiO est un ouvert de IR* alors :

liminf e’logP[Y*® € 0] > —inf{I(z): z € O}.

(b) Si F est un fermé de R* alors :

li_rgsup e’logP[Y*® € F) < —inf{I(z): 2 € F}

Remarque :

Pour tout n € IV — {0}, lorsque ¢ est continue, la famille (X2)oce<1 suit un
principe de grande déviation en ¢, de fonction d’action I,,/2 définie, pour tout y €
IR?, par : »

@) Lp)= it {z: a0, 21, 22) = 1)

(z1,42n)ERPXT

Notons, lorsqu’elle existe, 7° la probabilité invariante associée & la chaine de
Markov (X&)nen-

Nous donnons, au moyen du calcul de Malliavin et par des passages a la limite
en loi, des conditions impliquant que la probabilité 5° posséde une densité f° que
’on peut développer en & jusqu’a ’ordre N en un point yo du support de 5° pour €
suffisamment proche de zéro.

On considére les hypotheses suivantes :

(H.1.(k)) On suppose que ©(0,0) = 0.

(¢ est de classe C* sur IR* x R®,
sup || Dop(z, 2)|| = 6 < 1
z,z

{ etVp,ge INtel quel <p+q<k, on ait

| sup D23 e(z, )| < +oo.



(C) Sous I’hypothése (H;(1)) on suppose que Dy est inversible sur R? x IR®
et qu’on a sup ||(Dee(z, 2)) || < +oo, on posera b = sup ||(Dap(z, 2)) || et

z,2
v:=1/b.

Soient yo un point de JR? et ng un entier

(H.2) si pour n > ng I,(yo) est fini alors il existe un unique point (27,---,2;) de
IRPX™ vérifiant

@a(0,27, -, 28) =y et Li(y) =Y |I2713-

=1

(H.3) sous I’hypothese (H.2) pour tout n > ng il existe un réel ¢y strictement positif
tel que
|detU, (0,27, ,2n)| 2 co

Remarque : Pour tout zy,- -+, z, € IR® et tout z € IR? on définit la matrice
d x d de type positif Un(z, 21, -, 2,) par:

Un(z, 21, Zn) = Dn,"wzn’w"n(w, 215005 20)(Diy e 2 P (@5 20, - azn))T

= DZ‘P(SDn-l(xv 21,00, zn—l), Zn)(DzSo(Son—l(m) 21yt azn—l)a zn))

+Dz<|9(‘10n—l(w, 2157 zn-—l)a zn)Un—l(x', 21y 7zn-1)
(Dx(P(CPn—l(-T, 21,070, zn—l)'a zn)T

(3)

Remarque : On notera
Den(z, 21,y 2n) = Dy o npn(Zy 215+, Z0).

Si (H.1.(1)), est vérifée ainsi que (C), on pose :

(4) C(z,2) = (Dop(a,2)) " Datp(z, 2) X (Dap(,2))" .(Datp(, 2)) ™,
(AT : transposée de A).
Si, de plus (H.2) est vérifiée on pose, pour tout 1 <7< n:

(3) Ci(z,2) = C(z,2 + 2).

(B.1) soit yo € R?, d’énergie I(yo) < r, soit n; € IN, supposons qu’il existe un
entier ng > n; et une constante strictement positive ¢;, dépendants de yo, tels
que :

e 1= sup  sup sup  A({z € R :y".Clz,e2).y < allyll’}) < L.
n2>Np 0<ign~N, zERd,yeRd—{o}
(6)

En posant 2§ := 0 pour tout n > n,.

(B.2) 1l existe une constante c; strictement positive telle que, pour tout z et tout
y de R? :
y".Us(2,0).y 2 eallyll*.
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Remarques :

1. L’ hypothese (H.1.(1)) entraine 'existence, pour chaque € > 0 fixé, une prob-
abilité invariante (voir 'annexe) notée 7°.

2. L’hypotheése (H.1.(1)) entraine l'unicité de la probabilité invariante ° pour la
chaine de Markov (X;)nen. En effet, en considérant X5(z) — X5 (ot X3(x)
est la chaine de Markov, associée & (1), partant de = dans IR?), on obtient,
avec sup,,, || D.(2, 2)|| < 1 que X5(z) converge aussi en loi, quand n — +o0,
vers X . D’ou le résultat.

3. 0 est attracteur global pour le systéme dynamique ¢,(.,0,0,---,0) associé &
la famille de chaine de Markov (X*).s¢. En effet, sous I’hypothése

sup || Dyp(z, 2)|| = 6 < 1, on a, pour tout z € R?, ||a(z,0, --,0)|] < 6"||z]|.
D’ou ngrfw ¢n(z,0,--+,0) = 0, pour tout = € IR®.
4. I(z) est limite décroissante des I,(z), donc si I(z) < r alors il existe un entier

no(z) a partir duquel pour tout n > ng(z) on ait I,, < r.

En posant I(z) = 11;fl I(z), pour tout = € IR%.

Les remarques 1, 2 et 3 nous permettent d’énoncer un lemme analogue au
théoréme 4.3, chap 4, de M.LFreidlin et A.D.Wendzell [4].

Lemme 1.2. Soit A C R* un ensemble régulier de frontiére OA(= A — A) com-
pacte . Nous avons :

(7) lim log n°(A) = —inf{I(z),z € A}.

A est un ensemble régulier si inf{I(z),z € A} = inf{I(z),z € int(A)} , ou int(A)
désigne lintérieur de A.

Théoreme 1.3. Sous les hypothéses (H.1.(2)), (B.1), et (C) si o, < v* alors la
probabilité invariante n° posséde une densité f° par rapport ¢ la mesure de Lebesgue
sur IR, ' “ '

Preuve : voir le corollaire 7.5..

Remarque : Comme dans [3] ou [5] on peut obtenir des conditions entrainant
I’existence, pour la probabilité invariante n¢, d’une densité f¢ de classe CP.



Théoréme 1.4. Sous les hypothéses (H.1.(2N+5)), (H.2), (B.1), (C) et si il existe
un réel ex > 0 tel que pour tout 0 < € < ey @, < Y4 N2 (o4 qq est défini dans la
proposition 3.1. ), alors :

a) la probabilité invariante n, admet une densité notée f.,

b) et f. admet un développement asymptotique en ¢, en toul point y € R?
d’énergie I(y) <r (r est défini dans la proposition 3.1. ), ]usqu ’a Dordre N de la
forme :

®)  fuly) = o (olw) +eca(y) + 0+ M en(y) + M Rl 9)

,avec Ry41(€,y) borné ene. O
Preuve : voir le théoréme 6.3. ainsi que les corollaires 7.5. et 7.6..

Proposition 1.5. Les hypothéses (H.1.(1)), (H.2) et (C) ainsi que la condition
(B.2) entrainent d’une part les hypothéses (H.3) et (B.1), d’autre part pour tout

p > 1 il existe un réel ¢, > 0 tel que pour tout 0 < € < ¢, on ait a, < ¥*¥ (o1 a.
est défini dans Uhypothése (B.1)).

Preuve : 1) La condition (B.2) implique P'existence d’un réel n > 0 tel que pour
tout z € B(0,75) (oit B(0,7) désigne la boule ouverte de IR® de centre 0 et de rayon
n) et tout ¢,y € R?

y" Uiz, 2)9ll 2 eallyl*/2.

D’autre part si I(y) < r alors il existe un entier ng(y) tel que pour tout n > ne(y)
n

L(y) = )_||2}|1? < r, donc il existe au plus K(< [r/n?], ot [.] désigne la partie
i=1

entiére d’un nombre réel) points (27) a Pextérieure de B(0,7). Dans le pire des

cas, d’apres ’expression de la matrice de Malliavin déterministe (cf 1’égalité 3), on

obtient pour tout n > sup(ne(y), K)
NUa(0, 27, -+, 20)|| 2 co avec, co := v¥ /2.
D’ou ’hypothese (H.3).

2) D’apres la proposition 2.2. pour tout n > ng il existe une unique constante
An € R telle que pour tout 1 <7< n:

2.0 = ")‘Z-Dx‘P(‘P:—la 2p) Dap(0Fi1, 2041) D2(0,27) =
Dot ||2P|| < ||Au]l6"K/2 ot K := sup||D,¢(z, z)|| < +00, de plus la remarque
fondamentale 25 nous dit que ||A,|| < 24/r/co.
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- Ainsi il existe un entier n; € IV tel que pour tout 1 < ¢ < n—ny [[27]| < 5/2il
suffit de prendre ny > log(n+/co/2K+/r)/ logé.

Sous les hypothéses (H.2) et (C) posoﬁs :

ac:=sup sup sup sup A({Z:y"Cf(s,eZ + M)y < allyll’}),
zeR% ye R4/{0} n2n0 1<i<n—ny

ol ¢1 < y%¢/2.

D’aprés ce qui pressede a. < P[|leZ]| > /2] < exp(—n?/8€¢?). Donc a, < 4%
(voir le théoreme 1.4.) dés que € < \/n?/16dpIn(b).
Corollaire 1.6. Lorsque les hypothéses (H.1.(2n + 5)), (H.2), (C) et (B.2) sont
vérifiées alors pour € suffisamment proche de 0 :

a) la probabilité invariante n° posséde une densité notée f¢,

b) de plus f¢ admet un développement asymptotique en ¢, en tout point y € IR®
d’énergie I(y) < r (avec r défini dan la proposition 8.1.), jusqu’a ’ordre N de la
forme :

9 fy)= -35-6“%5*-(%@) +eci(y) +- o +eVien(y) + ¥ Ry (e,y))

,avec Rny1(g,y) borné en €. O

1.2. Applications :
1.2.1. Equations aux différences aléatoires :

On considére le cas particulier de (1) suivant.
o(2,2) = A(2)z + B(z),
avec A: R — M(d), B: R® — R® et A, B mesurables.
[M(d) désigne P’espace des matrices d x d a coefficients réels].

(1) s’écrit alors , pour tout € > 0 :

X5 =0
(10) : et, pour n > 1
X: = A(eZ,)X:_, + B(eZ,)

(10) est une "équation aux différences aléatoires” et il s’agit du cas ol il y a
indépendance : la suite de variables aléatoires, & valeurs dans M(d) x IR?,
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(A(eZy,), B(€Zy))n>1 est formée, pour chaque ¢ > 0, de termes indépendants (et
de méme loi). ( pour une étude plus détaillée de (10), voir A.K.Grintsevicius [6] et
W.Versaat [14]; voir E.Le Page [9] par exemple dans le cas général).

Considérons les hypotheéses suivantes : (H'.1.(k)) On suppose que B(0) = 0.

(A, B sont de classe C* sur IR? avec,
sup|IA(:)]| = 6 < 1

et Vp € IN tel que 1 < p <k, on ait

sup || D5 A(2)]] < 400
sup || D5 A(2).z + D B(2)|| < +00.

\ &2

La condition (C) devient ici :
(C) A(z) est inversible en tout point z de IR®. Et on a :

sup [|JA(z)™|] = b < 4+00. On notera aussi y:=1/b < § < 1.

C(z,2) := A(2) YD, A(2).z + D,B(2))(D,A(z).z + D,B(2))T A(z)~"7.

(B'.2) On a: D,A(0) =0 et D,B(0).DTB(0) # 0.

On a alors le corollaire suivant :

Corollaire 1.7. Sous les hypothéses (H'.1.(2N+5)), (H.2), (B'.2), et (C) poure >
0 suffisamment proche de 0, la probabilité invariante n° a une densité f¢ admettant
un développement asymptotique en €, en un point y d’énergie I(y) <r , jusqu’d
Pordre N de la forme suivante:

(1) f@) = e (eoly) +e.cr(9) + -+ N on(y) + €V R (e, 1),

avec Ryy1(e,y) borné en e.

1.2.2. Application a certains processus de sauts.

On se donne une famille de processus Markovien de sauts (¥, );>o & valeurs dans IR®,
admettant une probabilité invariante 5°, pour tout ¢ > 0, solution d’une équation
stochastique de la forme :

Yi=a2
(12) et, pour ¢t > 0,
Y =2+ (c(Y2) * %),
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avec ¢ : IR? x IR® — IR?, et avec (#°)e>0 famille de mesures de Poisson sur Rt x IRP

de compensateur v°(dt x dz) = edt x /\(—z) ol,
€

A(dz) = (\/Q_W)de_ﬂ'zgﬁdz.
Si on lui associe I'application :
oz, z) =z + c(z,2)
on alors le corollaire suivant :
Corollaire 1.8. Sous les hypothéses (H.1(2N+5)), (H.2), (B.1), et (C) poure > 0
suffisamment proche de 0, 1° posséde une densité f¢ admettant un développement

asymptotique en €, en un point yo d’énergie I(yo) < r , jusqu’d l’ordre N de la forme
sutvante:

1 _z
(13)  F(0) = e ot et oot Moy N By (e),

avec Ryy1(e) borné en ¢

Preuve :

On associe au processus de sauts Y° la chaine de Markov X¢ solution de (1) et
tel que pour tout n € IN* on ait X7 = Y7,, o T;; est le n-itme temps de saut de
pt. 1l est alors facile de voir que 7° est aussi la probabilité invariante de la chaine
de Markov X¢. D’ou le résultat demandé. m

1.3. Rappels sur le calcul de Malliavin:

Pour commencer rappelons deux résultats classiques qui sont & la base de P’étude
de la régularité de la densité des lois étudiées par la calcul de Malliavin (Voir ; 1)
ii) s’obtient au moyen de la transformation de Fourier, 2) et 1) i) par la théorie des
distributions).

Lemme 1.9. Soit ® = (®*);cs une variable d— dimensionnelle. On a d’une part :

1. sin > 1 et %l existe Cy, > 0 tel que, pour toute f € CF(IR?), tout multi-indice
a tel que |la| < n, on ait :

(14) | |E[D2f(®)]] < Crellfloos

alors:



(i) sin =1, la loi de ® a une densité par rapport a la mesure de Lebesque de
Rd
(ii) sin > d+1, la loi de ® a une densité de classe C*%1.

D’autre part on a :

2. sin > 1 et si, pour tout multi-indice o tel que |a| < n, il existe une variable
aléatoire réelle U, € IL%(P) pour un ¢ > 0, telle que, pour toute f € C}(IRY),
on ait :

(15) E[Dz. f(?)] = E[f(®). V],

alors la loi de ® a une densité de classe C*1.

On note, pour ¢ > 1 et n > 1, R;(n) la classe des variables aléatoires réelles @
de la forme & = F(Z,-++,2Z,) avec F : RP*™ — IR de classe Ci(: ensemble des
fonctions de classes C; bornée ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’a 1’ordre ¢ ).
On définit également R; par R; = U Ri(n).

n>1

R; est stable par C;,( I’ensemble des fonctions de classes C* & croissance polynémiale
ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’a ’ordre ¢ ). Sous I’hypothése (H;(2)), X7,
j-ieme composante de X¢, est un élément de R, (pour tout j = 1,---,d). On définit
Popérateur L par la formule :

(16) @)= 13- ALF (B, 2) 4 (DLF (B, 2,
I=1

ou ® = F(Zy, -+, Z,) (A, F désigne le Laplacien de Papplication Z;— F\(Zy,- -+, Z,)).

On définit de méme sur R; X R, l'opérateur bilinéaire associé :

(17) I'®,9) = Zn:D,'.F(Zl, sy Zn ) (D5 G( 24,y -, Zn))T,

=1

ow & = F(Zy, -+,Z,) et ¥V = G(Zy,-+-,Zy,). T est appelé "I’opérateur carré du
champ” associé a L. On a alors, si L est ’opérateur linéaire introduit précédement
(sur Rg) et si I' est son opérateur carré du champ, la formule d’intégration par
parties suivante :

Si® = (8)ica € (R2)%, ¥ € Ry et f € Co(RY), on a,
pour j =1,---,d:

(18) . 9f . : 4
E[(; 557(@).1“(@',@1)).\11] = —IE[f(®).{2V.L® + T(¥,d")}]

En notant, pour & = (&), € (R,)", U(®) = (I(¥,89)),,, = I'(®,9), on

obient alors le résultat suivant :
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Proposition 1.10. Si & = (®);cq € ('R,z)d, O, € Ri(n) et f € CL(IR%), on q,
pouri=1,---,d et l entier >0 :

BlL(®).(det(U(2)))*. 0,
(19) |
= E[f(3).(det(U(9))) . H (U(2), L(3),T(U(®), $),['(O,, ®))].

Avec H' : M(d) x R* x T3(d) x R*—IR de classe Cr. (det(M) désigne le
déterminant de la matrice carré M et Ts(d) ’ensemble des tableauz a trois indices
T = (ti,j,k)i,j,k<d' M(d) désigne Uensemble des matrices d x d & coefficients réels

Notons, pour tout € > 0 et tout n € IN* :

1
RMe) = /0 Da(0,6tZy + 20, -+ 6l Zn + 2") (21, -+, Zo)dt.

Remarque :

1. Pour ¢ = 0, la matrice de Malliavin I'(R}(0), R7(0)) est déterministe et vaut :

(20)  T(R(0), B(0)) = L((BF(0))', (B (0))) = Un(0, 2, -+, 23

On la notera U,,, avec U,,(0, 2}, - - - , 27') définie page 4 .De plus, sous ’hypothése
(B1) avec I(yo) < r, pour n suffisamment grand cette matrice est inversible.

2. Pour € > 0 la matrice de Malliavin vaut :
T(Ri(e), Bi(€)) = Un(0,62: + 27,623 + 23, -+, Zn + 23).
On la notera U,(¢). De plus, si 'on note, pour tout i € {1,2,---,n}
Ui = Uilo,e21 + 21,622 + 23, €4 + 27)
en particulier U?* = U,(¢) et l'on a :
UM = Dp(pi,eZi + 2P)(Dap( @iy, €2 + 22))F
D +Dop(pi,eZ; + 2P ) U (2, 21, 22, -+ - ,2n—1)(Da:‘P»(‘P?-;sla eZ; + Z?)T

) avec 90?75 = 50,'(0,621 + zil7€Z2 + 23,‘ v, €4 + Z?)7 pour t > 1et (pg,e =0
pour ¢ = 0.
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2. Présentation du probléeme :

A partir de maintenant nous considérons la chaine de Markov (X{).>o partant de
0. Nous allons, avant de développer formellement la densité f¢ au point yo, dans un
premier temps faire apparaitre les termes 1/¢e% et exp(—I,.(y0)/2¢?). Rappelons, tout
d’abord, que si 7° admet une densité f° nous avons alors sous ’hypothése (H.1.(1))
Pégalité suivante (voir le lemme Al. de 'annexe) :

f(wo) =lim lim Eg,(X; — o)
(22)
v—0

= lim - 9(z = yo)-n°(dz)

olt (g,).>0 est une suite de fonctions de C3(IR?, IR) ( ensemble des fonctions de
classe C*, & support compact, allant de IR® dans IR) convergent vers la masse de
Dirac en zéro au sens des distributions.

Remarques :
1) On peut aussi considérer la chaine de Markov (X¢(z))n>o partant de z € IR?.

2) Dans Pannexe on montre, sous ’hypothese (H.1.(1)), en utilisant le théoréme
de Inonescu-Tulcea-Marinescu, outre ’existence et I'unicité d’une probabilité inva-

riante Pégalité suivante (voir le lemme A.1) :

lim Bl = [ f@n(d),

n—++4oco
ceci pour toute fonction f appartenant & C2(IR%, IR).
Soit ¢ une fonction appartenant & C$ allant de JR* dans IR, posons

g,(z) = vig(z/v), pour tout = € IR et tout réel v > 0. Alors la famille de
fonctions (g,),>0 appartenant & ’ensemble C¥ et vérifie lin(l) gy, = 6y au sens des
v

distributions.

Recentrons la chaine de Markov (X[), 5, autour du point extrémal de I’hypothése

(H.2).

Proposition 2.1. Pour toute fonction g mesurable on a I’égalité suivante :

X;— _Iny n0,€Z +Zn,"',€Zn+Z:: - 1 n n
E[g(___g_qg.)] - e 5ed .E[g(Lp ( ! 1 8 ) yo)).exp(—-ﬁ-ZZiT.z,- )]
i=1

12



Démonstration : En effet, E’{g( — Yo )] =

(0,621, ,€2,) —
Jpen (B ) Ty IS

€ t--l

En posant pour tout 1 < ¢ < n, 2z, = z; — 33 on obtient :

[g(————’ﬂ)l

n(0,€2] + 27, e2] + 20
/Rﬂx"g(‘P(, 1 1,6, n) = y exp(_ Z”Z‘*’“‘” 2 dz,

=1

ainsi,

(pn(0,€Zi + Z{‘, Tt ,62; + z::) - yo)
ﬂxn e

Blg(Xizm) =58 [ g

/H2 /T

exp(— Z( I

=1

)) dzy +--dz)).

D’ou le résultat. =

Lors de cette transformation de Girsanov, il apparait une terme de dérive en 1/¢
que nous devons transformer pour pouvoir le controler lorsque 1’on fait tendre ¢ vers

0.

Proposition 2.2. Si l'on suppose que I, (yo) < r. Alors, sous les hypothéses
(H.1.(1)),

(H.2) et (H.3), pour tout n > no, il existe une constante A, € R?, fonction du
point extremal (27,---,2%), telle que :

(29) S ZF = =X D02, 2 e ),

=1

ol D‘Pﬂ(o’z?’ cre 7ZZ)(Z1a e aZn) =
Doo(pn_1,20)(Zn) + -+ -+ Dop(n_152n) " Daip(93, 25 ) D2(0, 27),

si l’on note, pour tout entier 1 <1 < n ¢! 1= ¢i(0, 27, -+, 27).

Démonstration : Le calcul du point extremal (27, - -, 27) est un probleme d’extrema
liés. On est amené & minimiser le Lagrangien suivant :

(24) Lo.((21,°y2n)y Aoy An) = )‘OZ ||z,,|l2 + /\;":.(cpn(O,zl, ety Zn) = Yo)-

=1

13



Comme, pour 1 > ng, det{(Dea(0, 27, -+, 2")) Dipn(0, 22, -, 2%)] est différent
de 0, on peut poser Ay = 1, de plus A, est unique. (voir I’hypothese (H.3)).

Pour que (2}, -+, ) soit un point extremal on a pour tout 1 <: < n:

0L, ,, . n
W((zl" te ,zn)vl’)‘n) =0

C’est a dire,

2. Z + /\T DZ(IO(SOn-l’ n = 0

2'2";‘ + Ag'Dl“p(g’Z—la Z::) : 'Da,(P(QDg, ZQ)DZ‘P(O) zit)
D’ou, le résultat. =

Remarque fondamentale : D’apreés la démonstration précédente, pour n > ng,
on a:

42 “27”2 = ()‘H)T(D(Pn(o’ zil’ Tty z:))TDMP(O, Z?, tne ,Z:)/\n-

t=1
On en déduit, d’aprés les hypotheses (B), (C) et I'expression de Dy, en fonction
de D,p et de D,y :

n C’)’2
(25) r > In(yo) = 2 [l 2 ==l
i=1

Lorsque I,(yo) < r.

On montre ainsi que la suite (A\;)n>0 est bornée en norme dans IR®. On peut
donc trouver une sous suite (fo(n)).>o telle que Agy(n) converge dans IR? lorsque n
tend vers 'infini.

Proposition 2.3. Pour n > Nlyg), sous les hypohéses précédentes on a l’égalité

suivante :

lim hm E[g.,(X —Y)] = iexp( (yO))

v—s0n— 6 262
-1
lim lim Elg,(pn* — yo)exp(Q—z/\f (pn* = yo — eDpn(0, 27, -+, 23)(Z1, -+, Z,))]

ot, o = pn(0,eZ1 + 27, €2, + 2).

Démonstration : Pour approcher la fonction 6y, on peut prendre une suite de
fonctions (g,),50 telle que g, soit Ci° & support dans B(0,r,) C IR?, avec r, ten-
dant vers 0 lorsque v tend vers 0. Ainsi, en considérant ’ensemble A des w de
Q vérifiant ||h*(w) — yo|| £ 7, (de probabilité 1), le terme ajouté est de l'ordre
exp(—r,.||Anll/€?), il disparait lorsque n tend vers I'infini puis v vers 0. =

14



Proposition 2.4. Pour tout € > 0 fizé, si yo est un point du support de 5, nous
avons :

(Pm, lim_ Fla (o - ) WO = lim lim -

v—+0n-—+o0 ed

E[gu(?ﬁfg_@)exzﬂs(e)/z],
en posant R;‘(e) = (‘PZ’C — Y — ED‘Pn(Oa z?, v az:)(Zh M Zn))/ez'

Démonstration : immédiate. u

Nous pouvons maintenant effectuer un développement limité en ¢ jusqu’a ’ordre
N, avec un reste intégral, du terme:

(pn,s — y _1 T,& n
E[g(_!}_g___o) exp('ée'—z"\gz"((lan, — Yo — 5D50n(0,21 (R 7271:)(Z1) Tt ’Zn))]
Nous aurons besoin pour cela de quelques notations.
Notations 2.5. On pose o = (ay,---,ay) un multi-indice de IR®.

la| = a1+ +aq et D2%ag(z) =
de classe C!°! allant de IR® dans R.

Hlod
xadg(:cl,- v+, Tq), 0U g est une fonction
d

9z - -9

2.6. On note pour toutl (avec1 <1< n) et toute >0 :

(

D?(n,s) = 301(0,€Z1 + z?" ot ,€Zk,+ z‘n)’
Dll('n’e) = DSDI(O’eZl + Z?" v ’EZI + Z?)(Zla' o ,ZI)

e

et, pour k > 2:
DF(n,€) := D¥py(0,e2, + 2}, ,eZy + 2 (Za, - -+, Z1)F

2.7. Poure >0, et tout | (avec 1 <1< n) on note :

Ry (e, 1) := DP(n,e),
et, pour k >1:

1 o +)k-1
R}(e,l) :=/0 %?-—-t)lTDf(n’st)dt'

(28)

15



2.8. Avec, en particulier pourl=n :

( R2(€) := pn(0,6Zy + 2%, -, €2y + 27),
1
R (e) :=/ Depn(0,682, + 22, + et Zy + 28)(Zn, e+, Zn)dt
4]

(29X
et, pour k > 2:

1 k-1 n n
$ Ri(e) := 0 ((k )1)' k‘Pn(O,etZI + 27, et 2y + 20 ) (21,000, Zn)kdt’

et poure =0 :

Rg = %Yo

(30) Rn = Dn(0, 27, -, 25 ) (21, -+, Zy)
et, pour k > 2. ,
n =1 Dk(Pn(Oa 2?3 T ’zZ)(Zl, toty Zn)k-

Pour k > 1 les variables R} sont des formes k-linéaires en (Zy,--+,Z,) donc de
classe C* en ces vartables, de plus R} est une variable aléatoire Gaussienne.

2.9. Pour0<e <1, etl (1 <1< n)on définit les ensembles suivants:

(C&%(n, 1) := {T((R2(e, D))", (Ry(e, 1)) (RE(e, D), , (RE(e, D)™,

avec 13,1 € {1,- d}}

cHe(n, 1) : {L(R’(a D),T((Ry(e, D)), ¥), ¥ € C5°(n, 1), 4,5 € {1,--,d}}
(B1 yck*(n).

et, pourp > 2:

Ch(n, 1) := {L(R}(e)), T((RP(e, D)), ¥), ¥ € CE5y(n, 1), 4,5 € {1,-+-,d}}
{ UCkfl(n D).

2.10. Si C5°(n,1) est bien définie, on note W;™"(k,j) la variable multidimension-
nelle dont les composantes sont toutes les variables aléatoires réelles qui constituent

Ch*(n,1).

2.11. Lorsque | = n on note Cf’s(n) Pespace corespondant et WS(k,j) la variable
multidimensionnelle (d valeurs dans un espace de dimension indépendante de n,
notée d(k,j)) dont les composantes sont des éléments de Cf’e(n).

2.12. Enfin, les Pk, ;> pour j < k, seront des fonctions polynomiales, en les variables
We(r,0) et A, a valeurs dans IR.

16



Remarques :
1) Sous les hypothéses (H.1.(N + 1)) et (H.2) on a, pour tout n > 1 :

¢n(0,6Z1 + 27, €2+ 23) = Yo+ R} + - - + eV Ry + N MRY L (e).
2) Par construction C(n) C C*(n) dés que i < j.

Proposition 2.13. Sous I’ hypothése (Hy(N + 3)) on a, pour toute fonction g
appartenant ¢ CR(R*, R) :

E[g(P =00, expl ML (oh" ~ o — <Dipn(0, 5+, Z)(Zay - 2o

= E[g(R:(e). exp(—AZ—'Rg—@)]

T pn T pn
=IE [g(R}’). exp(— )‘"éRz )] + el [e:vp(—- /\"éRz ){g(R{‘)Pol(Wn(3, 0), An)

(32) + 2 Deg(BDPL(Wa2,00, M)} + - +

laj=1

eV TRy

S [eop(- 22 ) > 5 Dromye N (Wl +2 = ,0), 1)
‘ k=0 |o|=k

+ i > D2g(R})PN,(Wa(k +1,0), )} + RN+1(n e),

k={241]41 al=k

ott, RN*1(n,€) est le reste intégral du développement limité et vaut :

RN'H(n,E):
: T pn,et [%"]‘H
1 N /\n'R2 o n,et\ pN+1 &t
L= B[eap(- 22200 5 5 Deg(RYBNAWEN 43— £,0),1,)

k=0 |a|j=k
N+1
+ Y Y Dag(RYPNF (W (k +1,0),),) }dt
k=[Z)]+2 lal=k
(33)

Démonstration : On effectue un développement limité, avec reste intégral, en ¢,
jusqu’a 'ordre N de la quantité :

ne _
g((pn € yO) eXp[z 27'n" (‘P —yo —€Dwn(0,27, 2 (21, , Zn)))-

17



Puis, on passe a ’espérance en permutant les deux intégrales au niveau du reste. »

Pour pouvoir justifier le passage a la limite en n puis en v, nous avons besoin
de controler les termes intervenant dans le développement limité et dans le reste
intégral.

3. controle

Commencons par controler le terme exponentiel.

Proposition 3.1. Sous les hypotheses (H.1.(3)), (H.2), (H.3), et (C) avec I(yo) <
2

2
r (our= - ot K' =

BHK)?(1+ K')

K = sup (|| Dx(z, 2)ll; ID%¢(=, 2)II, [| Dg2e(, 2)II, 1|1 D3 oo (z, 2)1]) < o0,

avec

1-46

et § = sup ||Dyp(x, 2)|| < 1) alors il existe un entier n(yy) > ng, dépendant de
T,z
Yo, et un réel pg > 1 tel que:

(34) sup sup E[exp(—@/\f.R;‘(a))] < o0
0<e<1 n2n(yo) 2

Nous noterons qo le réel vérifiant 1/qo + 1/po = 1.

Démonstration : On a :

Elep(-2N.Bi)] <Y p BT Ry(e)]

k=0

< S a@lrpnmonn
Il nous reste & majorer convenablement IE[||R?(¢)||*].
Lorsque e > 0 :
R3E) = [ (1 = 0)D%u(0,6070 + 24, el + 2)(Zay -, Za)'e
d’o,

n 1 n n
B @llgs < 5. sup 1D%a(0,620+ 28,7 + ) (Zas -, Bl
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Comme,

D2(n,e) = D*pn(0,6Zy + 23, ,€Zn + 22) (21, + , Zn)? = DX%o(pnt1, €2y + 27)(Z,)?
+D%p(pn 1,620 + 23)(Dpn-1(0,621 + 20, + € 2n1 + 25 1 )21, +, Zna))?
+2D§,2‘P(‘szl,€zn + Z;':)(Zn) DQOn_l(O,EJZl + Zf', s )6Zn—l + 277:-—1)(Z1> Y Zn—l)

+Da:‘P(‘P2—1’ z,':)ngon_l(o, €4y + 27y €2 + z::—l)(zl’ tt Zn-l)z'

En utilisant I'inégalité triangulaire sur les normes, on est ramené & majorer les quatre
termes de droite de I’égalité ci-dessus.

Etudions tout d’abord la quantité
D}L—l(n75) = DSOn_l(O,f:Zl + Z;", v ann-—l + z:_l)(Zl) hty Zn—l)

= Dap(PnZ2,€Zn-1 + Z3_1)(Zn-1) + Dotp(P 22,6 Zn—1 + 21_1) D} _5(n,¢),
on a alors : .
E{||D}_(n,e)lIF]* < K||Zn1l|gx + 6]|D}_5(n, €)1,

les variables aléatoires Z; sont identiquement distribuées on en déduit, par récurrence
sur n :

-
E[||D}_(n,)|F]* < T4l

D’ou,
K?
1DZ2¢(Pnt1s€2Zn + 23)(Dp_y(n,€))?||pr < K-mllzlll'ih
et
|D2 p(pnt1:€Zn + 2)(Zn) Dy (s €)][ g1 1] < K”ZIHL" — 141l

Enfin, || D2 (@51, €40 + 22)(Za)*]] < K||(Z0)*] g avec [|(Z1)2|gx = L || Z:] 1%
Ainsi, en utilisant Pinégalité triangulaire pour les normes IL*, on obtient :
ID2(n,e)llgx < KI(Z0)l1gr + el 20l s
+ 25| Zallr 1 Zal s + 611D3-1 ()l px,
< K(1+ 2 + ZE5)(Z0) g+ 81ID2_y (ny )1l e
D’ou, par récurrence sur n :

ID2(n,€)ll e < K'(1 + K'Y (|| Z:]1*]%,

K

o
en posant K' = T
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Calculons E[||Z;| |2k]% avec Zy = (Z1,-++,2P), ol les Zi sont des variables aléatoires
réelles indépendantes de méme loi A(0,1).

E(\Z*F = E[(1Z117 + - + 12017

8 o 1
< SENZ | = BE[|| 2111

=1
!
Le moment d’ordre 2k d’une variable aléatoire de loi (0, 1) valant %2-];%, on obtient
ad ]
Blew(-3R3@) < Yplhel gy g
=k 4 2%k!
o0 An
= Z(p—————ous ”.K’(l + K" B)*CE,..
k=0
>, 1
Or la série Igkaé‘k = =5 pour |z| < 3.
On doit donc avoir, po||An|l.K'(1 + K')*8 < 2.
Donc pour que po > 1, il suffit que pour n > ng, ||A:||> < (2‘37(71*2-&-_[(7)7)2

D’autre part en supposant que I(yp) < r on peut trouver un entier n(yo) > no,
dépendant de yo tel que pour tout entier n > N(yo) on ait aussi I,(yo) < r. On
a alors, d’aprés la remarque fondamentale de I’introduction (voir I'inégalité (25)),
pour tout n > n(yo) :

2
c

AP < Lufyo) <7

Donc pour avoir po > 1, il suffit de choisir :

2

' _ ey
(35) r= BHKY (1 + KNt

Finalement, en prenant n > n(yos) > ng et I(yo) < r on obtient I’existence d*un
réel po > 1 tel que : ’

sup  sup E[exp(—2AT.R(e))] < oo.
0<e<z0 n>n(yo) 2

Proposition 3.2. Sous l’hypothése (H.1.(2N + 4)) on a le résultat suivant : Pour
0<e<L1:
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1. Pourtout 1 k< N+3,ettoutl1 <p<oo:

(36) sup sup ||Re(e)||rr < 00
0<e<1 n>0

2. Pourtoutk (1 <k<N+3),r (0<r+k<2N+4et0<r<k), et toutp

(1<p <o)
(37) sup ||Wo(k,7)|lzr < 00
n>0
3. Pourtoutk (1<k<N+3),r 0<r+k<2N+4e0<r<k), ettoutp
(1<p<oo): ,
(38) sup sup ||W:(k,7)||zr < 00
0<e<1 n>0
Démonstration :

1. Montrons que 1) est vraie.
-Pourk=1:
Re) = / D}(n,et)dt = / Dpn(0, 662y + 2%, -+ 6t Zn + 2")(Z4, -+ -, Z)d.

D’ou: K
Ry (e)]ler < HZdlLP < oo,

puisque la variable Z; a des moments de tous ordres.

-Pour k& > 1: supposons que sup sup||R}(¢)||r» < oo jusqu’au rang k. Comme
0<e<eg n2>1

n l
tae) = [ S e, e
avec,

DX (n,et) = DXL @(@th, €t Zn + 20)(Z0)** + Doip(9lSh, €t 2, + 22) Dt (n, et)

+ Py ((D::tz‘t‘so((to:f?l’ €tZy + 23 )(Zn)t. Dy, 1 (1, €)) (s u)e v ;ugk,zssﬂsk}) )

ot Pj est un polyndme en les variables ci-dessus de degré au plus k. D’od, par
hypothése de récurrence sur les variables (DY (n,))ick on a:

1D (n,€)ller < (K (k,p) + 6]|D5Fi(n, €)llLr)
ou K(k,p) est une constante dépendant uniquement de & et de p. Ainsi, on obtient

1Dz (n, €)llz» <

IREA < o gy < +oo.
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2. Etudions maintenant les processus dérivés W, (k,r) issus de R;. Comme R}
est une forme k-linéaire en les variables (21, -, Z,,), les variables aléatoires W, (k,r)
sont bien définies sous ’hypothese (H.1.(k)).

D’aprés 1) on a :
sup ||Wn(k,0)||z, < 400, pour tout p>1et 0 < k< N +3.
n
Supposons que 1’on ait pour r > 0, pour tout k et pour tout p > 1:

sup [[Wa(k, )z, < +oo.

Montrons cette proprieté pour r + 1. On raisonne comme précédemment et ’on
obtient, en faisant une récurrence sur k, la relation de récurrence suivante :

[Wa(k, 7 + Dllee < K(ky 7 +1,p) + 8|[Wo_i (K, r + 1)]| .

Ou K(k,r + 1,p) est une constante dépendant de processus déja contrélé. Ce qui
nous donne :
sup |[Wo(k,7)||Le < +o00.
n

3. il nous reste, enfin, & contrdler les processus dérivés Wy (k,r) issus des va-

riables R}(¢) pour € > 0. Sous ’hypothese (H.1.(2N + 4)) ces processus sont bien
définis avec 1 Kk S N+3,0<r+k<2N+4,et 0 <r <k. Comme € est borné
on est ramené a 1’étude de variables semblables a celles étudiées dans 1) et 2)u

4. Convergence en loi

Lemme 4.1. Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans C°([0, 1], R?),

muni de la norme uniforme (notée ||.||os) est tendue si et seulement si :

1. pour tout n > 0, il existe un réel a tel que, pour tout n > 1 :

P[[|Xa(0)llec > a] < 7.

2. pour tout n > 0 et € > 0, il existe un réel 6 avec 0 < § < 1, tel que :

p[ sup HXn(t) - Xn(t,)”w 2 5] < UB
0<t,t'<1, |t—#1|<6

cect pour tout n > 1.
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Remarque : Sous les hypotheses (H.1.(2)), (H.2), et (H.3) en supposant que
I(y0) < r. On amontré existence d’une sous suite (Agy(m))n>1 , ON NOtera Ao, € sa
limite.

Proposition 4.2. Sous les hypothéses (H.1.(2N + 5)), (H. 2), et (H.3), , il existe
une suite d’entiers (0(n))n>1 telle que :

1. La suite (Ag(n))n>1 converge dans IR®.

2. La suite de processus (Wg,) (N + 2, N +2))u>1 (de paramétre € d valeurs dans

Co([0,1], RAN+ZNH2) | || ) converge en loi vers un processus, & valeurs dans
c°([o, 1],R"I(N'"2 N42), ) leo), que Uon notera (WS (N +2,N+2)) n

Démonstration : Pour montrer cette proposition, il nous suffit, d’apres la remarque
précédente, de prouver, en utilisant le lemme ( 4.1.) que la suite
(Weo(n) (N + 2, N +2))n>1 est tendue.

1. D’apres la proposition 3.2., on a :

sup sup ||Wg y(N +2, N +2)||p: < co.

0<e<1 n>1

Comme,
SUPP[” o)V +3, N +1)]| 2 a] < E[” to(m)(N +2, N + 2)|[]

on en déduit le (1) du lemme 4.1., en prenant a suffisament grand.

2. D’apres le théoreme des accroissements finis nous avons, pour tout s,t € [0,1]

sup Wa (N +2,N +2) = W (N +2,N 4 2)|| 1

0
< S;?H(Tﬂ to(m) (N + 2, N +2)|| 2 [t — s].

Si sup ”-6% to)(V +2, N +2)|[ 2 < 400 alors la deuxieme partie du lemme sera

démontrée.

i} :
Or, sous ’hypothése (H.1.(2N +5)) le processus 5 fo(n)(V + 3, N + 1) est bien

défini, en utilisant un raisonnement par récurrence analogue a celui de la preuve de
la proposition (3.2.) nous obtenons :

0 9 e
5 Wam @V + 2N +2)llgr < KV +2,N +2,1) + 6]l 5 Wy (N + 2, N + 2)] |
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ainsi :

0
Sg?”a 6‘50(11)(N+27N+2)”L1 < +00,

d’ou le résultat.

Lemme 4.3. Soit (2, F,P) un espace probabilisé soit ¥ une variable aléatoire
P-intégrable, soit ¢ une variable aléatoire d-dimensionnelle, vérifiant pour toute
fonction g de classe C* bornée et d dérivé bornée, pour tout j € {1,---,d} :

[BL5 69 < clalle

Posons P = WP (elle est bien définie puisque ¥ est P-intégrable) et appelons i,
la mesure image sur R® de P par ¢. Alors lirrg FElg(¢)¥] (limite au sens des
g—9%

distributions) a un sens c’est 4 dire que fi, admet une densité par rapport d la
mesure de Lebesgue sur IR®.

Démonstration : On a:
Elg(¢)¥] = Eplg(9)] = [  9(@)Fs(da).

Il reste a montrer que la mesure 7, possede une densité par rapport a la mesure de
Lebesque. Appelons ji4 la transformée de Fourier de 7, :

1 / .
iy(u) = —— exp(—t < u,z >)f(dz),
o) = Go5g fpaemal (o)
u € IR?. Alors, pour f,(z) = exp(—i < u,z >),pour j € {1,---,d} en utilisant Pégalité
du lemme on obtient :

0 ¢ (@) de)| < =X

- 1
|u' |l 2e(w)] < —=|

(2m)3 ' Jre Bz; (2r)7’
K est une constante positive qui change de ligne en ligne.
Or, comme
1 1 K
i(u)| £ — Ig(dz)| < E(|¥) < < +00.
@] < gl [ Fold) < g BOED <
0 déduit
n en dédui K %

fp(u)| < <
|,LL4,( )|_1+|u1|++|ud|_l+|u|
ainsi, fi, est dans IL(IR?) donc sa transformé de Fourier inverse existe et est exa-

ctement la densité de ¢ par rapport a la mesure UdP. u
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Lemme 4.4. Soient (An)n>1,(Bn)n>1,(Cn)n>1 trois suites de variables aléatoires
a valeurs réelles, soient Py > 1 et § > 0 deux réels tels que lon ait :

1. sngAnHLro < +00.
n>1

1 1
2. Sup”Bn”L<10+n < 400, avec — + — = 1.
n21 : Po 9o

8. sup||Cpl|lLe < +00, pour toutp > 1.
n>1
Alors la suite de variables (A,.B,.Cp)n>1 est uniformément intégrable.
Si de plus la suite (An.B,.Cp)n>1 converge en loi sa limite est dans L'a
Preuve : Pour montrer I'uniforme intégrabilité de la suite.(A,.B,.Cy)s>1 il nous
suffit de montrer I’existence d’un réel £ > 0 tel que :

sup ||An.By.Chl|g1+e < +00.
n>1

L’inégalité de Holder nous donne :

sup E[|Ap.B,.Co|"*¢] < E[|An|?])7 . E[|BoC,|0+]5
n>1

avec 1 < 1+e<py, 1 <p=pof/(1+c)et1/p+1/q =1, ce qui est possible
en prenant € assez petit. Comme sup ||A,||lLre < 400 il ne nous reste plus qu’a
n>1

contréler JE[|B,C,|"*®)] avec ¢ = po/_ (po—1-—¢).
En réutilisant ’inégalité de Holder on obtient :
E[|B,C,|"*9] < E[an|"°+’7]511'.E[|C,.l“(1+‘)‘“]?11'

D1
P —1

-1
a,vec0<e<77(p0pg )ona1<p1<a%91-i;%etonposeq1=

D’ou uniforme intégrabilité de la suite (A,.Bn.Ch)n>1, eﬁ utilisant les proprietés
de (An)nZI et (Bn)nZI-

D’autre part, si cette suite & une limite on voit clairement qu’elle appar_tiént a
I' w

A partir de maintenant nous allons scinder ’étude du développement asymp-
totique en deux parties. Nous étudierons séparemment le developpement limité
proprement dit, et le reste.
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5. Etude du développement limité :

On intégre par parties les termes du développement limité, afin de faire disparaitre
les dérivées de la fonction ¢,, € C2(IR?, IR), puis on passe & la limite en n. On a
alors :

Proposition 5.1. Sous les hypothéses (H.1.(N +2)), (H.2) et (H.3), avec n > ng
et I{yo) <r, on a

pour tout k (1 < k< N) :
a)

1. pour tout ky (1 < ks < [k_+—1])

[e:cp P2 ) PE 4 (Wa(k +2 = k1, 0), \a) }]
= IE[eXp(— T 2) ( ;l)d t )2k1{ |¥k kl,kl(Wn(k+2— kl-)kl);An)}]
(39) -

2. pour tout k; ([k+ 1] +1<k <k

T
E[ewp(—i\——@){ Ifi‘k D2.g(R})PE,, (Wa(ky +1,0), M)}
(40) . o
= E[exp(— R2 )g( ?)d t(U )2kz{ Z kz,kz(Wﬂ(kz +1, k2),’\n)}]

la|=k;

ot les H!:,k‘,k'. sont, pour it = 1,2 , d’aprés la proposition (1.5), des fonctions poly-
nomiales. '

De plus, en prenant se resteignant d la sous suste (0(n))n>1 définie dans la propo-
sition ( 4.2.) on a :

b)
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1. pour tout ky (1 < ky < [Ei—l])

\go-BE

i 3 DEg(RE)EL Woo(k +2 = k1,0), Aoo) }]

Bfesp(- 22

T
= Bfexa(= 2250 () | T Bl Wk 42k k) M)
(a1)

2. pour tout k, ([

]+1<k2<k)

R
E{emp(— 2){ Y D2g(RY)PE, (Weo(kz +1,0), M) }]
lol=k2
AL Ry |
= E[CXP(" 9 )g(R )Zkz{ Z k2 k2 kz +1 kz) /\oo)}
Jarl=k2
(42)
Démonstration :

a) L’hypothése (H.3) nous permet, en utilisant la proposition 1.10. au plus N
fois, d’intégrer par parties les expressions de gauche des équations (39) et (40), d’ou
le resulat ’

b) Nous traiterons le cas ou k; (0 < k; < [Zc—g—]), il en va de méme pour k,
([-,?—-—tl] +1 < k; < k). Notons pour n > N(y,) :
A, = exp(_f_l‘z;ﬁi)
Bu(ky) =~
M det(U, )2k
Cu(ki) := Y. DZagm(R})PY, (Wn(k+2—k1,0),)\n)
lod=k1
Culkr) = 3 H, k;,kl(W (k+2 =k, k1), An)
lor|=ky

Ag(n) (K1), Bony (K1), Cogny (K1) et C’e(n)(kl) sont des fonctlons continues en des va-

riables Wyn)(N + 3, N + 2) et Ag(n) qui convergent respectlvement en loi (voir la
proposition ( 4.2.)) et dans R?.
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De plus, pour tout ky, les propositions ( 3.2.) et ( 3.1.) ainsi que la remarque
concernant A, page 14 nous permettent de montrer que :

Sl;l; HAr(k)lLre < 400

sup || Ba(k1)|| aotn < 400
n>1

(d’apres ’hypothese (H.3))

n

sup |Gy (ka)llz» < +o0
n>1
avec po > 1 (défini dans la proposition 3.1.), go = po/(po — 1) et pour tout p > 1.

Le lemme ( 4.4.) nous montre que les suites (An.Cn)n>1 €t (An.By.C})n>1 sont
uniformément bornées, ainsi :

Jim, Bl Ao O] = Jim, Bl B Cho

de plus, la variable Ay.Boo.C!, € L' »

Pour conclure il nous reste A vers tendre v vers 0.

Proposition 5.2. sous les hypothéses (H.1.(N+2)), (H) et (H.3) (avec I(yo) <)
avec la sous suite (0,)n>1 on a, pour tout k (0 < k < N) :

1. Pourky (0 <k < [‘k—‘g—‘l])

. T R
: lim, o I [ CXP(—QTRL)QV(R?) det(Uto)“l
(43)

{ Clamts Ho ey iy Woo(k + 2 = ki, ), )‘oo)}]
a un sens.
2. Pour k; ([k'2*11+1 <k < k)

R T R oo

lim, _, o [E | exp(— 227 )g, (RS )z
(44)

{ Z|a|=k2 Hi,kz,kz(Woo(kZ + 11 kZ)) )\oo)}]
a un sens s
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Démonstration ;

Etudions lecasoli k; (0 < &y < [——2tl]), il en va de méme pour k;, ([k 1] +1<ky <k).

Notons pour n > N(yo)
M.Rp 1

VY, = exp(~=2> )det(U,,)W‘l{ |a§, HE oy (Wa(k+2 =k, k1), 00) }

D’apres la prop031t10n ( 5.1.) la suite (w4 I ") )Jn>1 converge en loi vers une variable
appartenant & IL!, notée U,

La limite lir%E[g,,(R?)\I'zf] a un sens si, d’apres le lemme ( 4.3.), pour toute

fonctions g de classe C' bornée & dérivée bornée, pour tout j € {1,---,d} I'inégalité
suivante est vérifiée :

99 | ooy 00
|E[5E(Rl )‘I’k,]l < (k)19 oo

Or,
ag . ag n n
EZ'[—-——'-(R1°°)\II,Q°°1 = nhm E[———(Rf( ))\Ilig )]

Sous I’hypothése (H.1.(N + 2)), pour n > ng on peut effectuer une intégration par
parties (voir la proposition ( 1.10.)) qui nous donne :

0 n
E[-Z(R})¥;,] = Blg(R)W, 5],
Oz;

ou

\ MR 1
\I’(km') = exp(— 2 )det( )2(k1+1){ a Jea ke J(W (k+2 -k, ky + 1 n)}

On pose, comme dans la proposition 5.1., pour n > N(yo) :
< A, R} >

2 )

1
det(U,)2®+D)

Cn(khj) = Z H:,kl,kl,j(wn(k + 2 - kla kl + 1),An)'
|a]=k1

A, (ky) = exp(—

| Bn(k - 17.7) =

On a alors :
sup || An k1)l < to0

sup “Bn(kl)HquM < 400
n>1

sup ||Cr(k1)]lze < +00 pour tout p > 1.
n>1
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En appliquant le lemme ( 4.4.) on montre d’une part que

B S (B)VE] = lim Blo(R™)¥()

d’autre part, si 'on note U% ., la limite de la suite (\Ilf,gf,)j))nzl (qui existe d’apres
la proposition 4.2.) alors ¥, . € IL' et I'on a

9y

Bl

(B)TR]| < olkr)llg]]oo-

D’ou le résultat par le lemme 4.3.. »

Ainsi l’egahte ( 32) page 17 devient, formellement, sous les hypotheses déja citées,
aprés passage 3 la limite en n puis en v :

Fo(wo) = & exp(—2) lim, 4, nmsz[mR;"‘).exp(f—*ﬂ%’&)]

2e2

= Jrexp(~ ) (co(vo) + ecx(v0) + -+ + eVen(yo) + - lim lim RY(e)).

Nous introduisons a ce niveau deux hypotheses supplémentaires :

(H.4) La probabilité invariante n° a une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue sur IR®.

(H.5)(p) sous les hypothéses (H.1.(1)) et (H.2), nous supposons I'existence d'un
réel €, > 0 tel que pour tout € €]0,¢,[ la limite en loi de la suite de matrices de
Malliavin (Up(n)(€))n30 (la suite ((n))n>0 étant celle de la proposition 4.2.), notée
Uso(€), vérifie la propriété suivante :

(det(Uns (€)™ € L2,

Etudions maintenant le comportement limite de RV**(¢) sous ’hypothése

(H.5)(2¢o(N + 2) + 1), avec n > 0 aussi petit que ’on veut, et go défini dans la
proposition 3.1..

Remarque : Si la constante a, intervenant dans la condition (B.1) vérifie, pour
tout 0 < € < ¢, inégalité o, < y*°WN+D (o « est défini dans Phypothese (C))
alors les hypothéses (H.4) et (H.5)(2g0(N + 2) + 1) (pour au moins un 5 > 0) sont
vérifiées. Pour plus de précision voir respectivement les corollaires 7.5. et 7.6..

6. Convergence du reste :
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Proposition 6.1. Sous les hypothéses (H.1.(N + 3)), (H.2), (H.3) avec I{y,) < r
pour toute fonction g de C(IR*,R).

a) Nous pouvons permuter dans le reste R¥*!(n,¢) Uintégrale en t et la limite
enn.

b) posons alors :

1 Rﬂ(n),et
RV+1(c0,¢) = /0 (1 = ¢)" lim Blexp(~ Mé——).TNH(a(n),st)]dt
O,
( (¥+1)
TN+1(n, et) { Y. 3 De.g(RyHPNFYW(N 42— k,0),),)
k=0 |a|=k
(45)
N+41 .
+ Y Y Dag(RY)PNF(WE(E+1,0),).)}
L k=[-12!]+2 lal=Fk

avec la suite (6(n))n>1 définie dans la proposition 4.2. et g € C*(R?, R) avec toutes
ses dérivés bornées.

Démonstration :

a) Commencons par justifier la permutation entre la limite en n et I'intégrale en

Le terme exponentiel est, d’apres la proposition 3.1., uniformément borné en
€t et en n dans IL?, avec pp > 1. La fonction g étant de classe C* avec toutes
ses dérivées bornées, les termes de la forme D% g(R™**) sont donc eux aussi uni-
formément bornés en et et en n. Enfin, les variables WEH(5,0) (avec 0 < j < N +2)
(respectivement A,) étant majoré uniformément en €t et en n dans tout les espaces
IL? (respectivement en norme dans IR?) (pour plus de prec1smn voir la proposition
3.2. page 20) on en déduit que les fonctions polynomiales P% ' sont uniformément
bornées en et et n. Ainsi le reste R (n, €) est majoré par une constante indépendante
de ¢ et n. Cette majoration du reste nous permet de permuter I'intégrale en ¢ et la
limite en n.

b) Posons :
An(et) = exp(— ———2—*'—)
Cy(et) = T™(n, t)

D’aprés a) on a :
sg;; || An(et)l|x,, < +o00
> _
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et
sup ||Cr(et)l|L, < +o0.
n>1

En utilisant la proposition 4.2. ainsi que le lemme 4.4., on voit que RN¥!(co0,¢) a
un sens. =

Remarque : On obtient, pour n > N(yo), en posant Q,(¢) = det(U,(¢)) :

" | E[2 f(R3(e)QA(e) F(WE(k, 1), An) exp(— 2227 )]
46
= E[f(R3(e) H (We(k, 1 + 1), A, exp(—22527)]

pouri=1,---,d2<k<re0 <1<, sous (H1l.(r+1)), avec f vérifiant les
hypotheses de la proposition 1.10. et F' étant C° en les variables W (k, 1) et A,.

Les propositions 3.2. et 4.2., nous permettent, en prenant la sous suite (0,,)n>1, de
faire tendre n vers 400 dans( 46). On prendra f € C}(IR*) et F € C;°(]Rd('°") x IR%),
on obtient si Qu(€) = det(Uy,(¢)) :

w B £ (RF (€)@ () F(WE k1), )l 555
47 :

= BIf(RFE)H (W (k1 +1), )= =F)

ou HY c C;O(Rd(k'l+l) > Bd).

En utilisant le lemme 4.3. on va montrer le résultat suivant :
Proposition 6.2. Sous les hyphothéses (H.1.(2N +5)), (H.2), (H.3), avec I(yo) <
r, avec les hypothéses supplémentaires (H.4) et (H.5)(2go(N + 2) + ) et en re-
streignant a la sous suite (6(n))n>1 définie dans la proposition 4.2. on peut permuter

Uintégrale en t et la limite en v, de plus la limite lorsque v tend vers 0 a un sens
c’est a dire plus précisemment :

lim RN(co,€) existe et vaut
v

. A Rooet
. N
Vll_l"l})R (o0,¢€) /(1—t hm E[emp( —2—)
(48) [+
Y 3 Dig (B PV WEN +2 - k,0), \uo)
k=0 |a|=k
N+1
+ z Z Dzagu oost N+1(Wet(k+1 0) /\oo)}]
k=[-1,21]+2 fee|=k
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Démonstration :

1. De ( 47) et de l’expressxon explicite de H* donnée dans la proposition 1.10.
en prenant

Fo(W5,(k, 1), Ao) = F(WE, (K, 1), Aoo)- ¥ (r.Qoo(€))-Quo€) ™~

a la place de F., avec ¥ € Cp°(IR) telle que 0 < ¥ <1, W(u) = 0si |u| < 1 et
U(u) =1si|ul/>1,0nen déduit :

(49) E[Z f(RY ")e 5 Qoo(e‘) P F(WE (R, 1), Ao)]

= B[f(R3").e ™7 —.Quole) 2. Hpg(WE (K, 1 4 1), A0)]
pour 2 < k< N+3,0<I<N+1,0< 8 <2N, f e CRY et
F € CP(R*™ x R*), avec Hj4 € C“(Bd(" H1) o RY),

Pour prouver I’égalité ( 49) on se limite a la sous suite définie dans la proposi-
tion 4.2., on fait tendre n vers +o0o (I’hypothese (H.5)(2(N +2) +n) ainsi que
la proposition 3.2. nous permettent de montrer, en utilisant le lemme 4.4,
que la suite des espérances convergent), enfin pour conclure on passe a la limite
en r. (pour plus de précision voir la preuve du lemme (4.14) de K.Bitcheler,
J.B.Gravereaux et J.Jacod [2] qui ne repose que sur la formule ( 49))

2. Permutation entre la limite en n et 'intégrale en ¢ :

en appliquant (49), au plus N + 2 fois sur le reste d’ordre N + 1. On obtient :

. : 1 T 00,et
R"(c0,€) = /o (1- t)NE[exp(-—:\ﬁz—-').Gm(R‘f‘”d)FN*'l(at)]dt

2
avec,
( [
PV = { T 3 (Qu(e))F*IHS, {Wa(N 42k k1), M)
k=0 |a|=k

N+1

+ 3 2 (Quol)) TV HZ (W (k + 1,k +1),00) }

k=[4]+2 lal=Fk

\

Ot G,, est une fonction allant de IR dans IR, telle que 8G,,/0z; = gn (ol
(g4 )m 3o est une suite de fonctions C* & support compact tendant. vers la masse
de Dirac en zéro) et tel que ces fonctions soient bornées par une constante K

indépendante de m.

Il nous reste a majorer uniformément la limite RN *1(00,€), en €t et m. Nous
avons :

|R¥*!(c0,¢)| < K. / (1 = )V B[l =50) PN ()t
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Le lemme 4.4. nous permet, grace & I’hypothése (Hy(2¢o(N +2) +7) et & la
proposition 3.2., de montrer que :

sup [|FN(et)||re0 < +o00.
0<e<1

Cette majoration nous permet de permuter la limite et 1'intégrale.
3. L'existence de lim RN*1(o00,¢€) :

d’aprés ce qui précede on a 1’égalité ( 48). Pour conclure on fait un raison-
nement analogue a celui de la proposition 5.2.

Théoréme 6.3. Sous les hypothéses (H.1.(2N+5)), (H.2), (H.3), (C) avec I(yo) <
r, et les hypothéses supplémentaires (H.4) et (H.5)(2go(N + 2) 4+ ) on a ’égalité
suivante

1(30)

2¢2 )(co(¥o) + €c1(yo) + -+ + en(¥o)e” + eV Ry a(e, %0)),

1
F*(yo) = g exp(~
avec |Rn41(€,y0)| borné ene (0u 0 <e<ey)m
Démonstration : L’hypothése (H.4) nous dit que la probabilité invariante 5° possede
une densité f¢ par rapport & la mesure de Lebesgue sur JR®. Cette densité donne

un sens aux termes du développement asymptotique lorsque ’on fait tendre n vers
+00. On conclut en utilisant les propositions 5.2. et 6.2..

7. Etude de l’intégrabilité de (detUZ)™? et appli-
cations

7.1. Introduction et résultat général

Soient ng un entier assez grand, ¢ un entier compris entre 1 et n et € un nombre
strictement positif. La suite (U"%)n>n, est & valeurs dans M(d), et vérifie, une
équation aux différences aléatoire de la forme suivante, voir 21 :

Ug* =0
et,pourl <:<n
(50) UM = DX, eZ)UL(DHXE, eZ:)T + B (X3, €2:)

avec DI : R® x R® — M(d)
et B : R? x R® — M(d),.
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On suppose de plus q‘ue"'pour 1 Sz <n:
(51) X =oMeZy, +r,e2)

et X3 =0, ol ¢! est une fonction mesurable en les variables (Z;,---

variables sont indépendantes et de méme loi A.

Posons : ‘ '
(52) AURGm (g, 2) = (DF)9)(z, 2).(D})*™(z, ).

On a é,lors, pour tout 1 <: < n:
(53) UM = ANXY,€Z:). U + BR (X3, €2:),
en notant A.U = D.U.DT.

On pose également :

o (47 (=,2)) 7B} (z,2)
(54) Cl(z,z) si det(D}(z,z)) # 0

0 sinon,

et on considére si d > 1 les conditions I, 11, I11, et IV suivantes.

I
(i)ona:
sup sup sup  ||BF(z,2)|| < o0
(55) n2ng 1<i<n (z,z)e R4 x RP

(ii) sup sup = sup ||D*(z,2)|]|=6<1
n2ng 1<5i<n (2,2)e R3¥x RP

» Zi), ces

IT 1l existe des constantes ¢, c et un entier n; appartenant respectivement & ]0, 1],
IR}, et {1,2,-+,ng} tels que pour presque tout = de IR? et pour tout y de Sy_y

il ex1ste des ouverts :
(56) E*(z,y) C {z € R®: yT.C}(z,e2).y > c|lylI*}
avecn >ng, 1 <t1<n-—nyet:

n,e >
(57) ztnédyel&f AEM(z,y)) = c..

IIT 1l existe € €]0,1] telle que, pour tout & € IR, pour tout y € R* — {0} et pour

A—presque tout z € IR® on ait :
(58) inf inf [|D(z, 2))ll 2 €yl

n2ng 1<i<n

1- €
IV, Les constantes de I, I, et 111 sont telles que : —é% <1
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En sachant déja, grace a la proposition (4.2), qu'il existe une sous suite (8°(n))n>1
telle que U} converge en loi lorsque n tend vers P'infini. On a alors, lorque d > 1, le
résultat suivant :

Théoréme 7.1. Sil’on suppose I, I1, 111, et IV, sont vérifiées, alors (det(UE))™7 € IL*(P).
Remarques :

1. Si d = 1, Pétude est plus facile. E*°(z) remplace les ensembles E["*(z,y) et
I1] devient :
inf inf [|D7(z,2)|| 2 ¢,

n>ng 1<ign

pour presque tout = € R% et A presque tout z € IRP.

2. La condition IIT entraine que, pour presque tout z € JR® et A presque tout
€ R°:
. . n > d.
nf inf |det(D}(z,2))| 2 ¢

n>ng 1<i<

(Considérer (D?(z,2))T.D(z,2)) et utiliser le fait que, pour une matrice
symétrique réelle U, yT.U.y > K|ly||? pour tout y de IR* entraine que

det(U) > K°.)

Le paragraphe suivant est consacré a la démonstration de ce théoréme.

7.2. Preuve du théoréme (7.1)
7.2.1. Notations et compléments.

Posons D} = D}(X{3,e2;), B = B}(X{:3,¢Z:), C7"° = C7(X{1,¢Zy),
et A7 = AN (X[M,eZ:).
Ona:

Upy”® =0

et,pour1 <:<n

1—1
ne __ NE | ATE e
U;" = Z AT AN G

k=0

(59)

(On'a: U™ = A} .[UM] + C}*] pour 1 < i < n, d’oul le résultat par récurrence sur
Posons, pour 1 <i<mn, k=0,1,---,i—1ety € R*:

(60) Y (y) = (D)7 -+ (DF) g
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On a alors pour tout 1 <i < n et tout y € R?:

i—-1

(61) yT.Uf’e.y = E( ""(y))T S "’s(y) et aussi :

k=0

(62) YUy = Z(Y“ ) CLY (v) + (YL () UL YR ()

(pour obtenir la dermere égalité on applique k fois P’égalité U;"* = A}"*.[U] + CT°)).

On considere les applications T7*° de © x JR? dans IV suivantes :

T5*(w,y) = +o0

~et,pour 1 <1< n,
T (w,y) = inf{k = 0,--,i = 1: Z;_4(w) € EX5(X15 1 (w), Y5 (9)(w))}
(= +oo si {-} =).

(Les ensembles E;"° ont été introduits dans la condition II).

(63

Onaalorspourl1 <r<n:

n,e _ s N -n,e w, Oe )(w =r—1
(64) Tn (w,y) = r équivaut a { Z. ¢(En,c(X(7:’l'{sl(aJ))), n’“:(’,‘(y)(w))

(car Up* = AMe.[URE + CHF)).
D’autre part on a :
(65) T™*(w, ) = r implique T2 (w, Y(w)) =0

Rappelons maintenant un résultat classique (Lemme 7,29, page 92 de K.Bitcheler,
J.B.Gravereaux et J.Jacod [2] ).

Proposition 7.2. SiU est une matrice d X d symétrique définie positive, alors on
a:

I(Q)d d(2g-1) ,—yT
< 9-1) =¥ Uy g
(66) ( let(U))q = _/ 4 ||y” € dy

(.|| est la norme euclidienne sur R%et T désigne la fonction gamma usuelle).

On va utiliser cette proposition et les fonctions ¢, suivantes pour obtenir 'intégrabilté

de (det(U=))™9).

Pour u > 0 et U € M(d),, ensemble des matrices symétriques de type positif
(non nécessairement inversibles) on pose :

2g~1 —yT y y Uy
(67) Pul0) = [ MlIe.e" 0 1y (< +oo)
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0si0$m<%

(68) ol f(z) =4 2(z—3)si;<z<1
lsiz>1.

Pour chaque u > 0, ¢, est continue et bornée (par / ||y||d(2"‘1).e"”“y”2dy). On aura
donc convergence de E[p,(Uy*)] vers E[p,(US,)] lorsque n — +o0.

7.2.2. Etude des E[p,(U)).

On cherche & majorer uniformément en n € IN* les quantités positives IE[p,(U;*)].
pour cela on commence par poser, pour u > 0 :

(69) Cu(0) = [ IO 1 sy (9)dy.

On a alors, pour tout u > 0 et pour toute U € M(d), :

(70) pulU) < 3 (U).

Il suffit donc de considérer les quantités positives IE[¥,(U;)]. Notant :
(1) H(w) = {(w,y) € 9 x (R~ {0}) : yTU* )y 2 5llyll*),

on a l'inclusion évidente suivante pour tout n > 1 :

(12) B () € (U AT = k) (™ () (T = +oo).

k=0

On obtient alors :

n—1 .
ne)l < d(20-1) ~v"Uy 1 .. du.
BN S 3 [ [ Wl 05 iy ). dy. ()

- T
+/ Ade ”y“d(2q 1).6 4 'U‘y.I{T;;,c=+°°}ngn,c(u)(w,y).dy.P(dw).
(73)

On va étudier les termes de droite dans la proposition suivante.

Proposition 7.3. a) L’application (w,y) — ||y|{‘“2‘"1).e"”T'U"’.l{T:,Ek}(w,y) est,
pour tout n > ng et tout k = 0,1,---,n —1, P x A—intégrable (A désigne la
mesure de Lebesgue sur IR®) et on a

i) pour0 < k<ny :

- - 1
(74) /Lde “y”d(Zq 1).8 yT.U-y.l{T:m:k}(w,y).dy.P(dW) S L(Z—ﬁq—k)
I'(d
avec L = 67‘54:—2'1 < +0c
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it) pourn; +1<k<n-1:

1) T U 1 1—¢o\pp
J e W75 i3 (,4) P () € L ()™
(75)
I'(dg)
avec L' = m < +00.

b) Pour tout v >0 on a:

S Jax e IIy'Id(zq_l)-e—yT'U'y'l{T,','"=+oo}ﬂHu,c(u),(Q,y).dy.P(dw) <

(76)
K(3)- gty ()" ™™
avec I‘(d )‘
_ d(29—-1) _—-ully|]? __1laq).
K(w) = [ lly]|eD.eif gy = —CL.
Démonstration :

- ~yT.U.
a,) Posons Ik = //Qde ”y”d(Zq 1),6 Y UU.I{T’?J:]‘}(LU,y).dy.P(dW).
1) Montrons d’abord le a) pour .
{T3*(w,y) = 0} = {Zn(w) € EX7[Xa51(w), Yoo (w)(w)]}-
On a: y".Up*(w).y 2 (Va5 (@) ())" .Cr(Xnti (), €2n(w)). Y75 () (y)-

Par la suite, en faisant le changement de variable y — w = ¥;'§'(w)(y) pour w

fixé dans un ensemble de probabilité 1 (y — w(w) est une transformation linéaire
bijective de IR? dans IR pour P-p-s tout w), on obtient, par la condition 1T aprés
intégration par rapport a P :

n,e

1 .,
(lly]] est majoré par E||w|| et |det(D (X "51,62Z,)| est minoré par £9).

1 - ~wT .o} w
Iy < (Z)2dq/[)xnd “w“d(2q 1).3 Cn 'l{ZnGE:."‘(X:"I,w)}(w7 y)dw.P(dw)
Or lintégale de droite s’écrit encore :

- —wT o8 (X™E ez)w
-/Axnd”w”d(zq 1)(/ me(xme ) On(XnZre2)w \(dz)).dw.P(dw)
n n1tW

(car Z, a pour loi ) d’ott le résultat pour k = 0.

(On pose w = r.v avec r > 0 et v € S;_; on utilise le fait que

/+°° ,r_d(2q—1) e—r’.vT.c(a:,az).v dr = F(dQ)
0 ' ' (vT.c(z,€2).v)%

39



puis la condition IT).

On trouve donc :
I'(dq)

Io S €2dchq

2) Montrons a) pour 1 < k <ny :

on a:
T = [ [ e IO L ey, 9) dyP(d)

par le méme chagement de variable y — w = Y}, o(w)(y) on obtient :

e —wT U™
I < / /Qx - [lw]|#@aD. e Unat¥ Ligme b 13n(zagBne (X2, w)3-dw. Pdw)
(on a minoré yT.U™.y par w!.UpSy.w).

On en déduit que le terme de gauche est majoré par :
1 I ;
o / /Qde [lw][*@sD. e UaZaw 1 igme o 13.dw. P(dw).

En effet les variables aléatoires U, et 1;pne —x_13 sont o(Zy,+ -+, Z,—1)-mesurables,
{ n-—1 }

o ; ST “wT U™
ce qui donne le résultat en conditionnant e nUUL e —k-1}0{Z.gEDE (X ™, w)} PAT

rapport & 0(Z1," ++ , Zn-1) pour w fixé et en utilisant la condition I1. D’ou le résultat
aprés k changements de variables.

3) Montrons a) pourn; +1<k<n:ona:

fe= / /Qde lgl[Ce=D.e7 VL ey (w, y).dy.P(dw).

D’aprés la partie 2) de la démonstration, en effectuant n; changement de variables
on obtient :

1 _ —_ TU",C
S g [ o IO

n—n

. =k-n} (W, ¥).dy. P(dw).

Puis, par le méme changement de variable y — w =Y., ;(w)(y) on obtient :

B < gz [ [ gl O,
QxR

1{T:’_‘n1_1=k—n1—l}ﬂ{Z,._,,l gENS, (XS _l,w)}dw-P (dw)

n-~-ng

(on a minoré yTU,’,‘imy par wTU,?im_lw).
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On en déduit comme précédemment que le terme de gauche est majoré par :

l1-c d(2g-1) —wTU, _w
€2d9("1+1)/[1xndllwll (29-1) ,, nong -1 'l{T:fn,-x k—nq—1}-w.P(dw),
en utilisant la condition IT A(E}S, _;) > c.. D'ou le a) ii) en itérant.

4) Montrons enfin le b) pour tout n > ng : Dans un premier temps on montre
que :

/ ‘/;)xﬂd [y |42 &2l dzrespoo} (W, ¥).dy. Pdw) <

1 o wp
(Ead—a)/ /nxmllyll"‘z" DT g yooy dy P(dw).
(On a posé Tg™ = +00).
Pour prouver cette inégalité on effectue le méme changement de variable que

dans 1) : y—w =Y '5(w)(y) ; on minore ||y|| par |{w|| en utilisant la condition I
et on conditionne par rapport & o(Z;, Z3,*++, Zp-1).

Puis on itere le procédé en utilisant les parties 1) et 2). D’ol le b).
|

On en déduit immédiatement de la proposition que ’on a, pour tout n > ng et
tout u>0:

(1) BlpuU2)) S Km) + L. T (Szet)™ + K(3) g (™™

k=ni+1

en posant K(n,) = L.(il/{quk).

k=0

7.2.3. Passages & la limite (en n — 400 puis en u — 0)

On sait déja que : n_l_iigo Elp,(U7?)] = Elpu(UL))

Sous la condition I'V,, on obtient , en faisant tendre n vers 400

(18) Blpu(US)) < K(na) + L'(,,.ZH( ) < oo

Comme ’expression de droite est indépendante de u, on en déduit, puisque pour
toute matrice d X d symétrique définie positive U on a : lim ¢, (U) = p(U) avec

(79) o) = [ IyllF® 0.5 1 r oy,
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que

(80) E[p(Us, ]<L(E( gqu “—C5)k) < foo.

k=0
Or on a

R? x {w: det(UZ,) # 0} C {(w,y) : y7.US,.y > 0}.

On obtient donc que :

E{det(U%)"] = Eldet(U%) Laugyol < 7oy Elp(US)] < +00

(9)*

D’ot1 le théoréme m

7.3. Applications du théoréme 7.1

Commencons par montrer le corollaire suivant :

Corollaire 7.4. Sous les hypothéses (H.1.(2)), (H.2), (B.1) et (C) avee I(yo) < r
et ac < 4*% on a :

(det(Uso(€))™ € L} P),

ot Uso(€) est définie dans la proposition 4.2., ne se limitant d la sous suste (Up(n)(€) )n3o0-

Preuve : Onpose D(z,2) = Dyp(z,z + 27), B (z,2) = D,p(x,z + 27 )(D,¢(z, 2 + 27")
et CT(z,2) = C(z,z + 27), ou (27, +,2,) est le point extrémal associé a I’énergie
I, au point yo € IR, I est donc vérifié.

D’aute part on a III avec £ = 4. (car (C) est équivalent & : pour tous
(z,z) € R* x R® et tout y € R* — {0}, on a: ||Dzep(z, 2)(»)l] = 7llyl]).

On a, sous ’hypothese (B.1) :

sere e M2 € R° :y"C(z,ez+ M)y > c|lyl*}) 2 1 - e,

pourtout n > nget 1 <:<n-—n;.
Ce qui entraine 1] avec ¢, = 1 — a, et

E}z,y) = {2 € R’ :y"C(z,e2 + 2]y 2 c|lyll*}.

. .. «
La condition IV, devient ici : — < 1. O

Corollaire 7.5. Sous les hypothéses (H.1.(2)), (B.1), (C) avec a, < ¥4 I’hypothése
(H,4) est vérifiée.
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Démonstration : Tout d’ abord ’hypothése (H.1.(1)) permet de montrer, pour
chaque 0 < ¢ < 1, existence et unicité de la probabilité invairante ° (voir le
lemme Al.de ’annexe).

Nous procédons comme dans l'article A.Coquio et J.B.Gravereaux [3]. Nous
sommes donc ramené a montrer, sous la loi P* =P x 5° :

(e2detV®)~2 € IL'(P?)
avec, pour tout entier n V(z,w) i= Un(2,621(w), -+ ,€Zn(w)).

D’apres A.Coquio et J.B.Gravereaux (3] ou J.B.Gravereaux [5], la propriété ¢i-
dessus est vérifiée, pour chaque € > 0 sous les hypothéses (H;(2)), (B.) et (C) dés
que ¢! < 4% ou ! est défini dans I’hypothése (B,) suivante :

(B) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que :

= s M{z€ B :yTO(een)y < ellylf)) <1.
z'eRdryeRd_{o}

Or, ’hypothése (B.1) entraine clairement o, < ¢. »
Enfin, le théoréme (7.1) nous permet de montrer ce dernier corollaire.
Corollaire 7.6. Sous les hypothéses (Hy(1)), (Hz), (B.1), (C) avec I(yo) < r

et un réel ey > 0 tel que pour tout € €]0,en| a. < Y2©CN+5) glors I’hypothése
(H.5(290(N +2) + 1)) est vérifiée.

Démonstration : Nous appliquons le corollaire en prenant ¢ = 2go(N +2) + 7 =

A existence de la probabilité invariante :

Montrons, par deux méthodes, sous 'hypothese (H;(1)), existence d’au moins une
probabilité invariante n°, pour chaque € €]0,1], associée & la chaine de Markov

(Xz(2))n21-

Al. Méthode utilisant des conditions de Foster :

D’apres le théoreme 2 de R.L.Tweedie [13], si la chaine est ”faiblement fellérienne”
(C’est & dire si f € C, entraine f € C;, désigant la probabilité de transition de la
chaine) et si on a les ”conditions de Foster” (F}) et (F3) suivantes, avec A compact,
alors la chalne admet au moins une probabilité invariante.
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(Fy) 1l existe un ensemble A de IR®, une fonction mesurable positive g et un g > 0
tels que : pour tout z € A° on ait [,. (z,dy)g(y) < g(z) — p.

(B5) sup( [ (@ dy)o(v)) < +oo.

Sous I’hypothése (H;(1)) posons :
K = sup [|Dp(z, || < +00, 6 = sup||Ducp(s, 2)]| < 1.
&,z &2

Soit enfin M = K/Rf’ [1z]|A(dz) < 4o0.

(Hy(1)) entraine (F;) et (F3) avec g(y) = ||y|| et avec A la boule fermée de centre
M ..

Oetd ia>——:.
et de rayon a sia > -—

En effet,

[ Iz, dn)oly) = l(z,e2)||A(d2)

[{z=ll¢(r,=2)ll>a}

< [ llp(@, e2)lixdz)
< dlall + [ lle(0,e2)lIA(d)

< 8l + K [ |IzIIA(dz) ( ear (0,0) = 0)

< llell =

M+
1-6

Remarque :

sia= avec ||z|| > a et /A O%(z,dy)g(y) < M + ba si ||z]] < a.

Les résultats de R.L.Tweedie [13] permettent également de montrer que (Hy(1))

entraine :
Sy lleln(da) < +oo,

ceci pour tout ¢ €]0, 1] et pour tout ¢ > 1.

A2. Méthode utilisant le théoréme de Ionescu- Tulcea-
Marinescu :

On note, pour 8 > 0,
By ={f € C(R*, R’) : ||flls < o0}
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ou
@I, ¢

Fils = SUP{W-

(B, |]-1a) est un espace de Banach.

On pose également, pour § > 0,

Ls ={f € Bsg: m(f) < +o0}

o) =D g,

On pose, pour f € Lg, |fls = l|fllg + m(f). (Lg,|-|s) est un espace de Banach.

En prenant § = 1, on voit facilement que, pour ¢ > 0 fixé, si f € B;, alors
II*f € B; et comme

If(@) = [, f(e(e,e2)A(d2)

st < f, WEC2 o)

on a:

< sl [, 1A o)

par le théoréme des accroissements finis on obtient :

I £l < [1FIh (A + M),

avec M' = 2K2/ ||2][>A(dz).
R
D’autre part, si f € Ly, on obtient II°f € L, et

£l < 1+ MO||fll + 6m(f) = @[ fls + (1 + M = §)|f]]1,

avec 6 = sup || Dyp(z, 2)||.
,7

On en déduit facilement qu’on peut appliquer le théoréme de Ionescu-Tulcea-
Marinescu a By, Ly et II%; voir J.P.Leguesdron [8] pour une approche plus détaillée
avec des conditions similaires. On obtient par cette méthode de décomposition
spectrale de ’opérateur II° sur L, I’existence et 'unicité de la probabilité invariante
n° ainsi que Dexistence de p €]0,1[ et de K > 0 tels que :

™ f = n*(H)h < Kp",
pour tout n et tout f € L.

Remarque :
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On obtient simultanément, pour tout ¢ €]0,1] fixé :

/. Nlelln(da) < +oo.

En considérant # > 1, Bg_y et Lg_y a la place de B; et Ly on voit que (H;(1))
entraine /R" l|z]|P*1n®(dz) < 400, pour tout ¢ €]0,1].

Cette méthode nous permet également d’obtenir le résultat suivant :

Lemme Al. Pour toute fonction f € C(IR?, R) (I’ensemble des fonctions C* d
support compact) on a l’égalité suivante :

Jim  B(f(X7(0))] /f@ (dz).
Preuve : Soit f € C K(Rd IR), si 'on définit F' : R® — IR® comme étant F =
(f,0,---,0), alors F € L;. On a donc
II*"F — n*(F)l; < K.p".
Donc si 'on définit
= {f € C(IR", R) : |If]] < +oo et m(f) < +oo}
ol

11| = sup{ 'f(||):|2,wemd}

I CORi)]
m(f) - p{ H$-y||

et
;m,y e Rd’x # y}’

on a,si f € CR(RY,R) C L :

I f — 9°(f) < K.p™.

Enfin, comme
NBIF(XEO)] = fpe f@)n*(da)] = (T £)(0) = n(f)
<|(@ f) = 7(f) iy
< K.,p"

d’ou le résultat.

46



References

[1]

2]

(3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]
[13]

[14]

[15]

G.Ben-Arous, Développement asymptotique du noyau de la chaleur hypoellip-
tique hors du cut-locus,Ann. Sci. E.N.S,21, n° 2, 307-331, (1988).

K.Bitcheler, J.B.Gravereaux et J.Jacod, Malliavin Calculus for Process with
Jumps, Gordon and Breach Publishers LTD, (1987).

A.Coquio et J.B.Gravereaux, Calcul de Malliavin et régularité de la densité
d’une probabilité invariante d’une chaine de Markov,Ann. Inst. Henri Poincaré,

28, n° 4, 431-478, (1992).

M.ILFreidlin et A.D.Wentzell, Random Pertubations of Dynamical Systems,
Springer-Verlag, (1984).

J.B.Gravereaux, Calcul de Malliavin et probabilité invariante d’une chaine de
Markov, Ann. Inst. Henri Poincaré, 24, n° 2, 159-188, (1988).

A.K.Grintsevicius, On the Continuity of Sum of Dependent Variables Con-
nected with Independent Walks on Lines, Theory Prob. Appl., 19, 163-168,
(1974).

Y .Kifer, A Discrete-time version of the Wenzell-Freidlin Theory,Ann. Prob., 18,
n° 4, 1676-1692, (1990).

J.P.Leguesdron, Marche aléatoire sur le semi-groupe des contractions de IR".
Cas de la marche aléatoire sur IR* avec chocs élastiques en zéro, Ann. Inst.
Henri Poincaré, 24, n° 2, 159-188, (1988).

E.Le Page, Théoremes de renouvellement pour des produits de matrices
aléatoires. Equations aux différences aléatoires, Séminaires de Probabilités,

Rennes-1, (1983).

P.Malliavin, Stochastic Calculus of Variations and Hypoelliptic Operators,
Proc. Int. 1. Conf. on Stoch. Diff. Equa. Kyoto, 195-263, (1976).

F.Norman,Markov processes and learning models, Academic Press. New York.
1972.

L.Schwartz, Théorie des distributions, Hermann, (1966).

R.L.Tweedie, Invariant measures for Markov chains with on irreductibility
asumptions,J. Appl. Probab. Special vol. 25A. Applied Probability. Trust, 1988.

W.Vervaat, On a Stochastic Difference Equation and Representation of Non-
Negative Infinitely Divisible Random Variables,Adv. Appl. Prob., 11, 750-783,
(1979).

M.Zakai, The Malliavin Calculus,Acta Applicandae Math., 3-2, 175-207,
(1985).

47



[16] D.W.Stroock, An introduction to the Theory of Large Deviations, Springer-
Verlag, (1984).

438



