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PRINCIPES D'INVARIANCE FAIBLES POUR LE TEMPS LOCAL 
D'INTERSECTION DU MOUVEMENT BROWNIEN DE IRd 

B. Cadre 
IRMAR, Université de Rennes .1, Campus de Beaulieu, 35042 RENNES 

1 Le temps local d'intersection du mouvement brownien d-dimensionnel 

1.1 Rappels et définitions 

Soit X : Mn —• Md une fonction borélienne et B un élément de la tribu borélienne de Mn 

(notée B(Mn)). On définit la mesure d'occupation HB sur Md par 

M ^ ) = A n ( X - 1 ( ^ ) n J 5 ) , 

pour A € B(Md), Xn désignant la mesure de Lebesgue sur Mn. 

Définition 1.1 Si fis <C Aj, on dit que X a un temps local sur B, et on définit ce temps 
local, a(x>B), par 

Une conséquence directe de cette définition est la formule dite du temps d'occupation: 

Proposition 1.1.2 Pour toute fonction borélienne bornée f, a(nB) vérifie Végalité 

[ f(x)a(x,B)d\d{z)= f f(X(t))d\n(t). 
JMD JB 

On passe maintenant à la définition correspondante pour des champs aléatoires i,e, 
X(t) = X(t,w) où u est un élément de l'espace probabilisé (Î2,P). 

Définition 1.3 On dit que X a un temps local sur B si X(^CJ) a un temps local sur B 
pour P-presque tout u> G Q. 

Dans la suite, nous prendrons toujours n = 2 et nous nous restreindrons aux temps 
locaux associés à des champs gaussiens : si W et W1 sont deux mouvements browniens 
d-dimensionnels sur P) , on note Xd : M+ —» Md le champ aléatoire définit par 

Xd(t) = WU-W'V pour * = (u, v). 

L'expression otd{x,B) désignera, lorsqu'il existe, le temps local de Xd sur B. 
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Définition 1.1.4 Supposons que ad(xyB) existe pour tout B G B(M+). 

i) (otd(x,B)]B G #(2K+)) s'appellera le temps local d'intersection de W et W au point 

x de Md. 

ii) Si W = W} {oùd(%,B)\B € B(M+)) s'appellera le temps local d'intersection de W 

au point x de Md. 

Remarque Intuitivement, on peut comprendre a<f(#, B) comme étant l'intégrale formelle 

JB 

si 6X désigne la mesure de Dirac en x. 

Lorsque W et W9 sont indépendants, le théorème suivant est essentiel (Geman, Horo-
witz et Rosen [GHR], paragraphe 4 et lemme 3.11): 

Théorème 1.1.5 i) W et W possèdent un temps local d'intersection (*<*(#,.) pour tout 
x si et seulement si d < 3. Dans ce cas, la famille .), a; G Md) est une famille de 
mesures aléatoires positives et P — ps finies. 

ii) Soit B un borélien de M+, p un entier pair etd<3. H existe une constante c telle 

que pour tout x,y G Md et e < 1 si d < 2, s < 1/2 si d = 3: 

\\ad(x,B)-ad(y,B)\\LP <c\x-y\e. 

Remarques - Le résultat du i) est intimement lié au fait qu'un mouvement brownien de 
2Rd, d > 4 n'a P — ps pas d'intersections (voir Dvoretzki-Erdôs-Kakutani [DEK]). 

- Avec un peu plus de travail, le résultat du ii) entraîne l'existence d'une version 

bi-holdérienne de (ad(x, [O**]2))*,*-

On considère maintenant que W = Wf. Dans son théorème 1, Rosen [RI] a montré 
que si d < 3, W possède un temps local d'intersection .) qui est tel que la fonction 
x i-» otd(x^B) appartient P — ps à L2(Md,d\d) si B est un borélien borné de M\. 

Cependant, dans le cas où d = 2 ou 3, il est facile de voir que «¿(0 , B) = +oo P — ps 
si B rencontre la diagonale {(s,t) G M+ : s = £}, ce qui s'explique intuitivement par le 
fait que le champ aléatoire (Wu — Wv)u,v a une très forte tendance à s'annuler au voisinage 
de la diagonale de M+. Il est intéressant de remarquer que, paradoxalement, cela est aussi 
lié au fait que la mesure de Lebesgue d'une trajectoire brownienne de M2 ou 1R3 est nulle 
(voir Rosen [RI]). 

Il existe pourtant un moyen de donner un sens à #¿(0,1?) lorsque d = 2. C'est ce que 
nous verrons dans le paragraphe suivant. 

Terminons ce paragraphe en mentionnant le fait que le temps local d'intersection 
d'ordre k quelconque a été défini et étudié : voir Rosen [R2], Bass et Khoshnevisan [BK], 
Rosen et Yor [RY] (pour k=3), .... 
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1.2 Le cas de la dimension 2 : la méthode de renormalisation de Varadhan 

On prend ici un mouvement brownien plan et centré W sur ( Q , ^ , P ) , avec cov(Wi) = I\ 

L'idée suggérée par Varadhan [Va] pour donner un sens au temps local d'intersection 
de W au point 0 est de retrancher à ce terme son espérance : il observe qu'alors la variable 
aléatoire obtenue est P — ps finie. 

Cette idée a été reprise par Le Gall [LG3], Yor ([Yl] et [Y3]) et d'autres .... En 
notant comme d'habitude, si B est un borélien borné de M+ qui rencontre la diagonale de 

ct2(xyB) le temps local d'intersection de W au point ar, ces derniers ont montré que 
la fonction x H-> 7(rc,jB) définie pour x non nul par 7 ( 2 , B) = 0^2(0:, B) — E[a2(x, B)] se 
prolonge par continuité à M2 tout entier. Ceci appelle une nouvelle terminologie: 

Définition 1.2.1 7 ( 2 , . ) = ot2(x,.) — E[ot2(x,.)] s'appelle le temps local d'intersection 
renormalisé de W au point x. 

Afin d'alléger les écritures, nous utiliserons souvent dans les démonstrations la nota
tion : si X est une variable aléatoire intégrable, X désignera la variable aléatoire égale à 
X-E[X\. 

Les deux approches de Yor sont basées sur une détermination de 7(2:, [0,i] 2) sous 
forme d'intégrales stochastiques. Dans la continuité d'un article de Rosen [R4], Yor [Yl] a 
établit une formule de type Tanaka pour c*2(tf, [0,*]2) et en a déduit dans [Y2] le module 
de continuité de (7(2, [0,<]2)x,t. Une autre approche, beaucoup plus directe, est donnée 
dans [Y3]. L'inconvénient majeur de cette dernière est que l'on n'a pas la décomposition 
canonique de la semimartingale ( « 2 ( ^ 5 [^M]2))*-

L'approche de Le Gall, quant à elle, est très différente. Dans la mesure où elle nous 
servira plus loin, nous allons la résumer. L'article de Le Gall ne traite que du mouvement 
brownien standard; mais cette preuve est encore valable lorsque la matrice de covariance 
T de W\ est une matrice diagonale. 

Soit Ct = {(w, v) : 0 < u < v < t} et A* le pavé de M\ définit par 

Ai _ *(2i? + l ) r ,<(2iy + l ) ¿(2*7 + 2) 
•*n - L 2É ' 2* 1 J 2* ' 2« J* 

On a alors 

£>0 17=0 

De plus, les A* sont deux à deux disjoints. Sur chaque pavé A*, on est ramené à la 
situation de deux mouvements browniens indépendants issus du même point. Le théorème 
1.1.5 i) entraîne donc l'existence pour chaque couple (77, £) d'une famille .),x G M2) 
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de mesures positives et P — ps finies sur A§ qui vérifie les relations de la proposition 1.1.2 

et du théorème 1.1.5 ii). Le Gall introduit la mesure aléatoire (a2(x,.),x 6 M2 \ 0): 

2<-l 

«a(*.-) = £ £ # ( * . . n . 4 j ) 

qui vérifie aussi la proposition 1.1.2. En posant, pour x 6 M2: 

2*-l 

£>o i?=o 

et en utilisant le théorème 1.1.5 ii), Le Gall aboutit au résultat: 

Théorème 1.2.2 Soit B un borélien de Ct et p un entier pair. Il existe une constante c 
telle que pour tout x,y G M2 et e < 1: 

| | 7 ( x , J 3 ) - 7 ( y , B ) | | L p <c\x-y\€. 

Puis, comme corollaire, le résultat final: 

Corollaire 1.2.3 Soit B un borélien de Ct et (fk)k une suite de fonctions bornées, 
d'intégrale égale à 1, telle que fk(y)dy converge étroitement vers la mesure de Dirac en x. 
Alors 

f fk(Wv - Wu)dvdu -E[[ fk(Wv - Wu)dvdu] 7 ( x , B). 
JB JB k-*oo 

Passons au cas où la matrice de covariance T est quelconque. Puisque T est définie 
positive, il existe une matrice A inversible et une matrice diagonale D telles que T = ADAT. 
Soit X = ATW : X est un mouvement brownien centré dont la matrice de covariance 
cov(Jti) est égale à D. Alors, B étant un borélien de Cty (fk)k la suite du corollaire 1.2.3 
et yx désignant le temps local d'intersection renormalisé associé à X: 

f fk(Wv-Wu)dvdu-E[[ fk(Wv - Wu)dvdu] 
JB JB 

= / fk(A(Xv-Xu))dvdu-E[[ fk(A(Xv - Xu))dvdu] 
JB JB 

= / fk(Ay)ix(yyB)dy en utilisant la proposition 1.1.2 
J E 2 

= det A'1 I fk{y)ix{A~ly, B)dy. 
J1R 
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D'après le corollaire 1.2.3, cette quantité converge P — ps et dans Lp vers 

de t i l -V^A" 1 * ,* ) . 

On peut maintenant définir le temps local d'intersection renormalisé de W au point x par 
det A"1^x{Ammlx^B\ et les propriétés de la proposition 1.1.2, du théorème 1.2.2 et du 
corollaire 1.2.3 sont conservées. 

1.3 Intervention du temps local d'intersection en Mécanique Statistique : la 
mesure de polymère 

On reprend ici un mouvement brownien W d-dimensionnel (d < 3) issu de 0, défini sur un 
espace probabilisé ( f t , ^ ,P ) . On se donne une suite de fonctions ( /*)* telle que fk(x)dx 
converge étroitement vers 8o la mesure de Dirac en 0. Définissons la probabilité fik(g,t) 
sur l'espace (Çl^^P) par 

lik(g,t)(du>) = - ^ - e x p ( - 0 f fhiWu - W9)dwh)P(du>), 
^gyk Jo Jo 

où g est une constante positive et L9ik la constante de normalisation. Le temps local 
d'intersection apparaît naturellement dans l'étude des "mesures de polymères" (voir Ed
wards [Ed] ou Westwater [Wes]): 

Définition 1.3.1 Les valeurs d'adhérence de la suite sont appelées mesures de 
polymères. 

Si l'existence de la mesure de polymère est évidente en dimension 1, il n'en est pas de 
même pour les dimensions supérieures. 

En dimension 2, on peut montrer, comme conséquence du corollaire 1.2.3 et du fait 
que le temps local d'intersection renormalisé du mouvement brownien plan 7(0, Ct) possède 
des moments exponentiels de tous ordres: 

Théorème 1.3.2 Toutes les mesures de polymères sur ( f î , ^ , P) sont de la forme: 

Kg,t)(dw) = ~exp(-flf7(0,C«))P(du;). 
L9 

En dimension 3, Westwater [Wes] a montré l'existence de la mesure de polymère. Sa 
preuve est très longue et nous n'en parlerons pas ici. 

Concrètement, on s'attend à ce que la limite en g —> 00 de la mesure de polymère 
fi(g,t) converge étroitement vers une mesure de chemin aléatoire sans recoupement, qui 
fournirait donc une bonne modélisation des polymères en solution. Cette limite a été 
étudiée en dimension 1 par Kusuoka [Ku]. Le problème des dimensions 2 et 3 reste ouvert. 
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2 Principes d'invariance faibles 

2.1 Introduction 

Vu l'intérêt géométrique que revêt le temps local d'intersection, il est intéressant de 
rechercher des approximations de ce dernier, approximations dont le sens géométrique 
est intuitivement clair. 

C'est dans cet esprit que, dans [LG2], Le Gall a montré que le temps local d'intersection 
de deux mouvements browniens indépendants pouvait être construit à partir de la mesure 
de Lebesgue de la saucisse de Wiener (voir aussi Weinryb [Wei] pour une extension de ce 
résultat à d'autres mesures que celle de Lebesgue). Puis, dans [LG3], Le Gall a obtenu 
le résultat correspondant pour le temps local d'intersection renormalisé du mouvement 
brownien plan. 

L'équivalent discret de la mesure de Lebesgue de la saucisse de Wiener est le rang 
d'une marche aléatoire, c'est-à-dire le nombre de points visités par celle-ci. Il parait alors 
clair que le temps local d'intersection d'un mouvement brownien plan puisse être obtenu 
comme limite d'une expression comportant essentiellement le rang d'une marche aléatoire 
de Z2 : c'est ce que Le Gall a montré dans [LGl]. 

Nous nous intéressons ici à une approximation apparemment plus naturelle du temps 
local d'intersection d'un mouvement brownien. 

Dans tout ce qui suit, ( 5 n ) n désignera une marche aléatoire sur (ft,^*,P) à valeurs 
dans de distribution initiale ¿0 (la mesure de Dirac en 0) et engendrée par une mesure 
centrée Q possédant un moment d'ordre 2. On appelera T la matrice 

r = J x.xTdQ(x) 

et (Xk)k>i la suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi Q telle que Sn = 
X}£ = 1 -Xfc. D'autre part, W désignera un mouvement brownien centrée sur ( O , ^ , P) à 
valeurs dans Md tel que 

cav(Wi) = r . 

Reprenons les notations de la première partie. En particulier, 0:4(2, .) sera le temps 
local d'intersection de W au point x G Md. On appellera C[nt] l'équivalent discret de Ct 
(cf. partie 1.2) i.e. 

C[nH = {(iJ) : 0<i<j<[nt]} 

et, si x = (x 1 , • • •, xd) € Md, [x] désignera l'élément de 2^: 

a*1].-,[*']). 
Le candidat naturel pour représenter l'équivalent discret de ad(x,Ct) est 

n (4-d) /2 ] C I{si-sj=[Xy/^y 
(i,i)£C[nt] 
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On a donc la terminologie, que nous utiliserons par la suite: 

Définition 2.1.1 Si V est une partie bornée de IN2, la variable aléatoire a^\x,V) définie 
par 

"£\x,V) = "7135)72 E 

s'appelle le temps local d'intersection de Sn au point x € Zfi*. 

Borodin [Bor] avait déjà considéré ce type d'approximation pour le temps local du 
mouvement brownien linéaire. La démonstration qu'il met en oeuvre est très spécifique au 
cas particulier qu'il étudie. Toujours dans ce contexte, Perkins [P] a retrouvé un résultat 
de même nature en établissant, du point de vue de l'Analyse non-standard, une formule 
de Tanaka. 

Le Gall ([LG1], page 497) lui aussi a considéré ces sommes dans le cas des temps 
locaux d'intersection de deux marches aléatoires indépendantes à valeurs dans Ziï*, d < 3. 

En utilisant l'Analyse non-standard, Stoll [St] a montré que, en dimension 2 et lorsque 
la marche aléatoire (Sn)n est engendrée par une mesure à support compact, la variable 
aléatoire 

4n)(o,q«*])-£[4n)(o,q«t])] 
converge en loi vers 7(0,Ct) pour tout t € iR + . 

Par analogie au cas brownien, nous utiliserons la terminologie: 

Définition 2.1.2 Si V est une partie bornée de IN2, la variable aléatoire y(n\x,V) définie 
par 

7(
nXx,V) = aï\x,V)-E{aï\x,V)) 

s'appelle le temps local d'intersection renormalisé de Sn au point x € Z!2. 

Dans le paragraphe 2.3, nous retrouverons et étendrons le résultat de Stoll avec des 
techniques classiques. Les extensions porteront d'une part sur la mesure qui engendre la 
marche aléatoire - nous supposerons seulement qu'elle possède un moment d'ordre 2 - et 
d'autre part, nous montrerons un résultat fonctionnel en t et x. 

Après avoir terminé cette rédaction, nous avons appris que, dans [R3], Rosen avait 
déjà considéré ce type de problèmes. Bien que n'étant pas des résultats fonctionnels, les 
résultats montrés par Rosen sont plus généraux dans la mesure ou il considère le temps 
local d'intersection d'ordre k quelconque. 

Comparé à Rosen, l'intérêt de la preuve que nous allons présenter est double : l'utilité 
de l'aspect fonctionnel se remarque par exemple à partir du problème des marches aléatoires 
en scène aléatoire. D'autre part, une variation de notre méthode permet d'obtenir un 
principe d'invariance fort. 

Dans le paragraphe 2.4, nous reprendrons l'étude du cas général des marches aléatoires 
de ^ , d < 3. 
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Enfin, dans le paragraphe 2.5, nous donnerons un équivalent discret à la mesure de 
polymère associée au mouvement brownien plan, construit à partir de 7 ^ ( 0 , C[nt]). 

Dans un premier temps, nous aurons besoin de quelques résultats préliminaires. 

2.2 Préliminaires généraux 

a) Plongement d'une marche aléatoire dans un mouvement brownien de Md 

Rappelons l'énoncé d'un théorème, figurant dans Revuz-Yor [ReY] (Chapitre VI, théorème 
5.4): 

Théorème 2.2.1 Soit B un mouvement brownien réel sur ( i î , .F,P). Si fi est une mesure 
de probabilité telle que f xdfi(x) = E[Bq] et f \x\dfi(x) < oo, il existe un temps d'arrêt 
P — ps fini relatif à la filtration naturelle associée à B vérifiant: 

i)C(BTFL) = fi 

ii) £ [ < B , P > T J = Jx2dfi(x) 
iii) Pour p>l, il existe cp avec E[(< B,B > t m ) p ] < cpfx

2pdfi(x). 
Les points ii) et iii) n'étant bien entendu valables que lorsque fi admet des moments d'ordre 
2 et 2p respectivement 

Remarque Le point iii) ne figure pas dans Revuz-Yor, mais est donné par Haeusler [Ha]. 

Si X est un processus à valeurs dans Md nous appellerons ( X 1 , • • • ,-X*rf) ses coor
données. Le résultat de plongement est le suivant: 

Lemme 2.2.2 Soit W un mouvement brownien centré sur (Í2, T,P) à valeurs dans Md 

dont la matrice de covariance T est diagonale (T = diag(&i, • • •, 6¿)), et M* •= X ) jL i 17% une 
marche aléatoire à valeurs dans Z^ et de carré integrable sur le même espace probabilisé 
(en grossissant ce dernier si besoin). 

Il existe une suite croissante de variables aléatoires (T¿, • • • , T^)* (T¿ = 0) telles que 
si <f>d(xi^- ,Xd~i) = E[Uf\U} -xu^^Uf"1 =xd-i] (h =0) pour xu>-,xd-\ G Z: 

d k 

£ ( ( M ^ . . . f M f ) 0 = X ( ( W % 

De plus, pour i = 1, • • •, d et k > 1: 

hE[Ti - TU) = E[(UÍn blPE№ - TUY) < c,E[\UÏ\*»}, P > i 

la dernière relation n'étant valable que si U\ € L2p(P). 

PREUVE : Dans un souci de simplification, nous ne considérerons que le cas d = 2. 
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1) Nous appelerons TM la filtration naturelle associée à un processus M. On construit 
les processus (WÏ'k,W?'k(xi, - - ,xk-i))t pour toute suite (xk)k d'éléments de 7Z et tout 
réel positif t de la façon suivante: 

- Pour k = 1 : W}'1 = WJ « = 1,2 

- Pour > 2 : W/ ' f c = W^T1 -W1?-1 

t + T * - l r * - l 

où, pour l < k, t} est un temps d'arrêt relatif à J^1'1 et rf(xi, • • • ,#/) est un temps 
d'arrêt relatif à W - - , * I - t ) . 

2) Faisons quelques remarques sur ces objets: 
Soient des entiers relatifs quelconques. 
- Les temps d'arrêt r[ et r j ^ i , • • •, x\) que nous utilisons ici sont ceux du théorème 2.2.1. 
Précisons, ce qui sera utile par la suite, que l'application 

(M1\B{M1)) -> JR+ 

{xi,*-,xi)^tf(xu--,xi) 

est mesurable. 
- Les processus W1*1 et W 2 , / ( # i , • • • , # / - i ) sont des mouvements browniens de processus 
croissants associés: 

< W1'1, W1'1 > = hid et < W 2 \ x u • • •, xi-O, W^'Ori, • • • ,* !_ ! )> = № 

- X ) != i r / e ^ Sissi7"?^!» " * ' s o n * ^ e s * e m P s d'arrêt relativement à f w 1 , 1 et .T 7 ^ 2 ' 1 , 
comme le montre la proposition 3.3 page 98 de [ReY]. 

3) Montrons qu'il existe des temps d'arrêt ( r / ) / et (rf(xi,- • • ,#/))/ tels que quelque 
soit k: 

C(Ul-.-M) = C(W^, • • •, Wg) (21) 

et, pour l < fc, 

C(Uf\Ul = * ! , . . . , # = * , ) = £(W^(xi...tXi)(xu-.. ^ w ) + fa(xi)). (22) 

(21) est une application directe du théorème 2.2.1, en tenant compte de l'indépendance de 
ces variables. Pour (22): 

- k = 1. Considérons, si x\ est dans ¿5/, la loi de U\ sachant V\ = x\. D'après le 

théorème 2.2.1, il existe un temps d'arrêt r\{x\) relatif à Tw ' tel que 

cfflWî = xi) = £(w2

ri\xt) + fo(Xl)). 
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- Lorsque k est quelconque, le problème se traite de la même façon en plongeant la vari
able aléatoire définie par C{Ul\Ul = dans le mouvement brownien W 2 , *(# i , • • •, 

Nous obtenons alors, pour tout k et a?j, • • • éléments de Zy par indépendance: 

c(ul • •., u2

k\u\ = x u • • •, ul = **) = A C w ^ U , - , . ! ) ^ 1 » ' * " + 

4) Les processus W 2 ' 1 , • • •, W 2 , *(£i , • • •, tfjt-i) sont indépendants de W^i1,* • •, W^* 
1 Xi 

parce que la matrice T est diagonale, d'où: 

£ « w $« . ,™,«<)(* 1 '" • + = 

^ ( ( ^ ( ^ v , ^ i ' ) ^ > " - ' < t , > + * ^ » ' » l ^ , < - x ' l ) -

Ceci étant valable pour tout • • •, xk de <Z7: 

et donc 

£((m^m2)*< p ) = £ ( ( w | ^ 
D'où la première assertion en posant T\ = £ ? = i r / et T | = £ ? = 1 7 f ( W ^ 1 , • ' *» W ^ ' ) -

5) Les inégalités s'obtiennent comme conséquences directes du théorème 2.2.1 et de la 
construction de Tl et T | . Par exemple avec i = 2: 

fe2E[r|(x1, • • •, **)] = E[{Ul)2\Ul = x u • • •, Ul = x*] 

et on conclut en remarquant que 

£(**(*i>- • • , ** ) ) = A ^ 2 ( ^ / \ • • •, wgwlf = *i , • • •, w?i* = **) 

puisque la filtration »••'»'*-!) est indépendante des filtrations Twl'1, • • • yJ
rWl'h. 

Les autres inégalités s'obtiennent de la même manière • 

Remarque On peut montrer que les variables 
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sont indépendantes entre elles. Malheureusement, il n'en est pas de même pour les couples 

^ y , . , » y № • • • + 

ce qui fait que, étant donnée une mesure Q sur 2 & (d > 2), on ne sait pas construire par 
plongement une marche aléatoire engendrée par Q. 

b) Un résultat de convergence pour W 

Dans le cas où T est diagonale, nous pouvons énoncer, comme complément au lemme 2.2.2, 
un résultat de convergence dans L\P) entre le processus (S[n*j/fy/n)t<T et le processus 
(Wt)t<T- Dans ce but, plongeons (5[ n<]/\/^)*<T dans le mouvement brownien W. D'après 
le lemme 2.2.2, il existe une suite de variables aléatoires (Tj^j, • • • ,2[^])t<T vérifiant 

c((WT[ntl + ? N ] ) < < r ) = £ ( ( ^ ) * < r ) , 

où on a noté Wrïnt} = (WL , • • •, WL ) et 

[m] d [m] 

hm] = (o, E w w h E E - ^ î ? t » • • • . KM - Kl1* )) 

t=i 1 /=i *=i ' ' • *"1 

si, pour xi, • • •, € 2£/\Jn et l < d: 

X1 X1 X1"1 

De façon identique, 7j n t ] représentera le vecteur (2j^ tj, • • •, T£ tj). 

Lemme 2.2.3 Si T est diagonale (T = diag(&i, • • •, bd)), 0^T[nt])t<T converge uni

formément dans LX(P) vers (Wu)u et (<f>[nt])t<T converge uniformément vers 0 dans LX(P). 
PREUVE : La deuxième assertion est facile à montrer : on a vu dans la preuve du lemme 
précédent de quelle façon on pouvait simplifier cette somme par conditionnement. On 
arrive donc à des expressions du type 

^ [ ^ K S } , . . . , ^ ? - 1 ; ! <n)] , k<d 

qui convergent en loi vers 0 si n tend vers l'infini car ((S^nt^ • • •, S[nij)/Vn)t<T converge 
vers un mouvement brownien centré dont la matrice de covariance est diagonale. Le passage 
à la convergence ̂ (P) est évident puisque E[(S„)2] = n&*. 
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On s'occupe maintenant de la première assertion. Nous supposerons ici que X\ G 
Zr 4(P). Dans le cas où X\ ne possède qu'un moment d'ordre 2, il suffit de considérer des 
variables aléatoires tronquées. 

Pour tout s > 0, 

£ [ s u P i < r | W T [ „ t ] - Wt\] 

< s + (E[supt<T\WTlnt] - WT\
2])*PÍBUPKTWti^ - W,\ > c)*; 

or 

E[**Pt<T\W^Wt\2] < 2 ¿ ( s u p , < [ n T ] ^ U + s u P í < T £ ; [ ( ^ ) 2 ] ) < 4 T ] £ > . 
<=i n i=i 

Par ailleurs, pour tout A > 0, 

P(suVt<T\WJ[nt]-Wt\>e) 

< P ( s u P i < r | W T t n 0 - Wt\ > e ,sup t < T |T [ n t ] - 1 \ < A) + P ( s u P t < T | T [ n t ] - 1 \ > A) 

< P (8ap , ._ , , á A |W. -Wv\>e) + P ( s u p f < r | r M - 1 \ > A). (23) 

D'après l'inégalité exponentielle donnant le module de continuité d'un mouvement brown
ien, il existe deux constantes c\ et C2 telles que, pour tous e > 0 et A < 1 

1 e2 

P(B*P\U-V\<\,U<T+\\WU - WV\ >e)< c i - ^ = - e x p ( - — ) . 

Il suffit de prendre A = e 2/c2logn, si € est tel que A < 1, pour obtenir la convergence vers 0 
du premier terme à droite du signe < de (23). Il reste à montrer que P ( s u p t < r | T [ n t ] — 11 > A) 
tend vers 0: 

P ( s u p t < T | T M - i| > A) < P(sup f < T |T [ n < ] - E[T[nt]]\ > ^) 

si A > 2y/2/n car, d'après le lemme 2.2.2, ^ [ T ^ ] = [nt]/n i = 1, • • •, d. Or, 

A d \ 
P ( s u P i < T | T M - E[T[nt]]\ >-)< ]TP(sup t < T |T { ; t ] - Ep^l > - ) . 

1=1 

Majorons cette expression pour i = 2 (les autres cas se traitant de la même façon): 

P(max f c < [ n î l |T* 2 - E[Tt}\ > A ) = P i m a x ^ ^ l ^ ^ ; 1 , • • •, W ^ ) | > A ) 

* — A 
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car, d'après la preuve du lemme 2.2.2, (rftxw • • ,xt))i est indépendant de (W^il)t et 

/=1 ' 

Le processus ( ]C*=i r / 2 ( a ; i5 ' ' * ixÙ)k<[nT\ étant une martingale, on obtient en utilisant 
l'inégalité de Doob: 

* — A 4d? \f[nTi— V' 
P(maxk<[nn\jyf(xir-'>xi)\>—)<—E I ^ V f t ; » ! , • • • , * , ) ! 

- A2 n 2 - A 2n 

d'où le lemme en prenant par exemple e = 6.2 ̂  /n* et A = l/y/n m 

c) Un équivalent discret du théorème 1.1.5 

Soit M. une mesure de probabilité sur un groupe additif R. Si M*n représente la loi de la 
marche aléatoire engendrée par M. et de distribution initiale 6o (la mesure de Dirac en 0), 
on note, comme dans Spitzer ([Sp], définitions D2.1 et D2.2): 

Définition 2.2.4 On appelle ^2(M) et R+(M) les sous-ensembles de R définis par 

Y,(M) = {xeR : M(x)>0} 

R+(M) = {x € R : 3n M*n(x) > 0} . 

Définition 2.2.5 On dit que la marche aléatoire engendrée par la mesure M et de 
distribution initiale So est apériodique sur R si engendre R. 

Dans un contexte non-standard, Stoll ([St], proposition 1.10) a montré un résultat, 
que nous traduisons ici dans une version standard: 

Lemme 2.2.6 On suppose que (Sn)n est apériodique et que Q est à support compact. 
Soit V = {(j, l) : j = a, • • •, S et l = 6, • • •, 6} où a < â < b < b et b se comporte au plus 
comme n. Pour tout entier pair p, tout élément x,y de A < 1 si d < 2 ou A < 1/2 si 
d = 3; 
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pour une certaine constante c indépendante des paramètres cités plus haut. 

Remarque - Les intervalles et {&, • • • ,6} sont supposés disjoints, ce qui permet 
en fait de se ramener à la situation de deux marches aléatoires indépendantes. Le lemme 
2.2.5 est donc l'équivalent discret du théorème 1.1.5. 

- On peut montrer que la constante c qui apparaît ci-dessus ne dépend que de la plus 
petite valeur propre de la matrice Ts = f x.xTd(Q * Q-)(x) (où Q-(tf) = Q(—x)), ce qui, 
compte tenu de ce que nous voulons montrer, est naturel puisque ces inégalités admettent 
une version brownienne. 

IDEE DE LA PREUVE : On peut le montrer de la même façon que Stoll, en adaptant 
les outils non-standards qu'il utilise. Dans la démonstration de Stoll, l'intérêt de l'aspect 
non-Standard apparaît plus tard. Le plan de cette preuve est en fait identique à celui de 
Geman, Horowitz et Rosen ([GRH], lemme 3.11) dans le cas brownien. 

Puisque Q est à support compact, il existe un entier q tel que le support de x *-> 

aj*\x, V) soit contenu dans {—qn + 1, • • •, qn}d. Sa transformée de Fourier est égale à: 

qn qn 

^ n ) ( y , ^ ) = Ê - E a ( n ) ( * , n * p ( 2 ™ V . ^ ) 

La transformation de Fourier inverse donne la relation (24) suivante: 

qn qn 
^ \ ^ ) = 7Z

LU E - E 4 n )(y^)exp(-2^y.£-) 
(2?n) y i = _ q n + 1 y i = . q n + 1

 2 « n 

1 1 q n qn â b g _ g. x 

D'autre part, comme Q est centrée et XXQ) engendre JZ?*, on a R*(Q) = Zd. A partir de 
cette égalité, Stoll montre que la mesure Q3 = Q * Q- (si Q-(x) = Q(—#)) engendre une 
marche aléatoire apériodique sur un sous-groupe H de qu'il décrit. La transformée de 
Fourier </> de Q8 i.e. 

¿(0) = y exp(iê.x)Q3(dx) 

est réelle et telle que, si ij>(ô) = /exp(i0.x)Q(dx) : <j>{0)2 = |^(0)|- Puisque H est un 
sous-groupe de E1 , on peut trouver d vecteurs linéairement indépendants a\, • • •, a</ dans 
l'ensemble ^2(QS) (cf. définition 2.2.4). La proposition P7.5 de Spitzer [Sp] donne alors 
une estimation du type 

¿(0) = |V>(0)| 1 / 2 < 1 - a|0| 2 < exp(~a|0| 2 ) , 6 € [-*, ir]d (25) 
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où a = inin(27r"" 1ai,min^>|d|> 7 r L-i(l - <j>(9))L) si L = max* |a*| et ai est la plus petite 
valeur propre de la matrice / x.xTdQs(x) = 2 / x.xTdQ(x). Des considérations classiques 
sur les marches aléatoires nous assurent que a > 0. Enfin, la relation qui suit est classique: 

| c«.ir « c *«.*| < c | y _ z\\\x\\ (A < 1 et x ,y ,* € 2Rd). (26) 

Le lemme provient alors des relations (24), (25) et (26), après de nombreux calculs, et la 
constante c qui apparaît dans l'énoncé du lemme ne dépend que de a m 

On peut facilement étendre ce lemme. Dans la mesure où cette extension ne posera 
pas de problèmes, nous nous placerons par la suite dans la situation du lemme 2.2.7 qui 
suit au lieu de celle du lemme 2.2.6. Appelons la mesure de probabilité 

W ~~ Q([-q,q]dY 

Soit l'hypothèse: 

- H(d) : Il existe g tel que R+(Q^) = E1. 

Remarque Lorsque Q est une mesure telle que, pour un certain q, est centrée et 
X X 0 ( î ) ) engendre Zd, alors H(d) est satisfaite. 

Lemme 2.2.7 Sous H(d), les conclusions du lemme 2.2.6 sont vraies. 

PREUVE : On pose Xiq) = XkI{\Xk\<q), S(

n

g) = £ L i X(

k

q) et 

J â b 

«Sr),f(*.p) = EE hs^-s^y 

L'hypothèse H(d) entraîne la relation (25) d'après les explications qui précèdent cette 
inégalité. On peut donc se servir du lemme 2.2.6 après avoir noté que pour tout y G 2Z^\ 

| |aî°(*,7>) - a^\y,V)\\Lr < liminf \\a^(x,V) - a^(y,V)\\LP. 

Or, pour tout g, il existe une constante telle que 

Jq) 

II«<">'V,p) - « ? ) , f ( » ^ ) l l w < 3P=ml* ' y\\*-z)i4-d-x)/4$-k)(*-d-x)/* 

où, comme dans la preuve du lemme 2.2.6, e*') ne dépend que de la valeur de = 

min(27r" 1a^ ) ,min f f>| t f |> f f( £(,))-i(l - № ( $ ) ) № ) si a[g) est la plus petite valeur propre 
de la matrice 2 / x.xTdfy*\x), <̂*> est la transformée de Fourier de * Q{- (avec 



16 

Q^\x) = #)) et est le plus grand des vecteurs linéairement indépendants 

a[q\ • • •, dans * 0-^)« Maintenant, la limite c de est finie et strictement 

positive car a\9^ tend vers la plus petite valeur propre de la matrice 2 J x.xTdQ(x) m 

2.3 Cas du mouvement brownien plan 

On suppose ici que (Sn)n est valeurs dans et que W est à valeurs dans M2. Comme 
en 2.1, nous noterons y(x,Ct) le temps local d'intersection renormalisé du mouvement 
brownien W et J^n\[xy/n\^C[nt]) celui de (Sn)n (définitions 1.2.1 et 2.1.2). Enonçons 
notre principal résultat: 

Théorème 2.3.1 Sous H(2), la suite de processus (^n\[xy/n]^C[nt]))t<Tx€JR2 converge 

en loi vers le processus {l{x,Ct))i<Txç.]g>-

Le lemme suivant, que nous montrerons après la preuve du théorème 2.3.1, est parti
culièrement important: 

Lemme 2.3.2 Supposons que H(2) est vérifié et donnons-nous un entier pair p. H existe 
une constante c telle que pour tout n € M, x,y € s < t < T et À < 1: 

Il7<">(*, <U) - 7<°>(V, C M ) I U , < c ( ( ^ ) * + M ) 

| | 7 < w ) ( * , C m ) I I l f < c . 

PREUVE DU THEOREME 2.3.1 : Dans ce qui suit, c désignera une constante positive qui 
pourra varier d'une ligne à l'autre. Donnons-nous une fonction / difFérentiable à support 
compact, de différentielle bornée et d'intégrale 1. Si (0(n))n est une suite tendant vers 
l'infini, désignons par (fe(n))n l a suite de fonctions : f$(n)(y) = 0(n)2f(9(n)(y — x)) (x 
étant un point de M2 fixé). Pour tout t < T, d'après le corollaire 1.2.3: 

f L*(P) 

/ fe(n)(yh(yA)dy >*f(x,Ct). 

D'autre part, d'après la proposition 1.1.2 (on rappelle que, si X G LX(P)^ X = X — -E[-X]): 

J fo(n)(yh(yA)dy = j f f9(n)(Wv - Wu)dudv. 

Soit (A, D) un couple qui vérifie T = ADAT, D étant une matrice diagonale. Pour tout 

fc, la variable aléatoire bi-dimensionnelle -X* égale à ATXk a une matrice de covariance 
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égale à D. Appelons, pour n € ffl, Sn = £ * = i ^ * = = ^ T ^ n - Introduisons de même le 

mouvement brownien W = ATW. On a: 

* ( i ^ ( w ; " w « ) d u d v > l ^ ( S [ n v ] ^ S l n u ] ) d u d v ) 

où 7r désigne une distance métrisant la convergence en loi des variables aléatoires à valeurs 
dans M. Nous allons plonger le processus (S[nt]/y/n)t<T dans le mouvement brownien 
(Wt)t<T selon la procédure du lemme 2.2.2. Reprenons des notations similaires à celles du 
lemme 2.2.3. Pour tout t < T, les variables 

/ 7»m(A(WV - Wu))dudv et f l^){A{WNNU]-W^dudv 

ont même limite au sens LX(P) ce qui est une conséquence directe du lemme 2.2.3 et des 
hypothèses formulées pour / . Ceci est vrai lorsque, par exemple, 

0(n) = ( ^ [ s u p ^ l W ^ - Wt\] + E[sup $[nt]\) + n " 1 / 2 ) " 1 7 6 . 

De plus, 

= \ E / , ( « ) ( ^ ) 7 W ( y , C M ) 

= / 2 R 2 / , ( n ) ( ^ ) 7 ( n ) ( [ î / ^ , q n 1 ] y y 

= 0{nf J R i / W n ) ( M - *))7<«>([yvH q n t ] )dy. 

Cette quantité est asymptotiquement égale, dans à 

<?(n)2 / / (*(n)(y - x ) ) 7

( n ) ( [yVn], q n„)dy 
«/la 

car ^(n) 2 | ^ (n) ( [y v / î^ /v / n--^)~^(n) (y- -x) | < 0(n) 3 s/2/y/n qui tend vers 0 pour certaines 
suites (0(n))n - notamment pour celle indiquée plus haut - et, d'autre part, quelque soit z 
élément de È2, d'après le lemme 2.3.2: 

E[\^n\z,C[nt])\]<c, 
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cette constante ne dépendant que de T. D'autre part: 

e[\ Jm, f , M ( ^ h ( " \ l v M , cM)dy - / ( y h ( " ' ( [ | ^ + *>/5), c(nl])dy\] 

Par suite, d'après notre choix pour (0(n))n: 

Il reste à montrer que ^n\[xyfn\, C[nty) et / f i y ^ ^ ^ i y ^ / O ^ + X y / n ] , C[nt])<fy o n t même 
limite en loi. Nous avons, d'après le lemme 2.3.2: 

e[(J f ( y h ( n ) d ^ + *vH c[nt])dy - ^ ( [ « v H q . 4 ) ) 2 

2 

- c / u P P / E [ ( 7 ( n ) ( [ ^ + a f v ^ ' c M ) - 7 ( n ) ( [ ^ , q « t ] ) ) ] <*y < 

Ceci montre finalement que nous avons obtenu, à t et x fixés, la convergence en loi: 

7 («) ( [*v^,q n ( ] )—^- . t (*A) . 
n-+oo 

Il est clair que la méthode que nous venons d'exposer s'applique aussi bien à la con

vergence des répartitions fini-dimensionnelles de (^n\[xy/n\, ^[nt])\<T xzM2 v e r s c e ^ e s ^e 

(l(x)Ct))t<T xe]R*' H reste à obtenir un résultat de tension pour cette suite de processus. 

Nous n'allons montrer que la tension de la suite des lois de (^n\[xy/n\y Q n t ] ) ) t < T à x fixé. 

Pour la tension de la suite (l^nK[xV^iC[nt]))i<T xçfli2) o n procède de la même manière. 

Prenons ¿1 < t < ¿2 < T et n > 1. En utilisant le lemme 2.3.2, on remarque que 

< c M - Mi] N2] - [nt] < c / [ n t 2 ] - [ n < i ] \ 2 

~ n n ~~ \ n / 

Deux cas se présentent: 

- Si ¿2 — *i > ^ alors [72*2] — [rrfi] < 2(n<2 — 
- Si ¿2 — *i < ^ alors, ti et t ou £2 et t sont dans le même intervalle ~[ et le 

membre de gauche est nul. 
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Globalement, 

£ [ ( 7 ( w ) ( [ x v ^ , q „ t ^ 

ce qui, d'après le théorème 15.6 de Billingsley [Bi], montre la tension de la suite des 
processus {l^{[x\/n^,C[nt)))t<T, et termine la preuve du théorème 2.3.1 • 

Il reste à montrer le lemme 2.3.2. 

PREUVE DU LEMME 2.3.2 : Nous ne montrerons que la première inégalité. Il suffit de 
prouver que 

i) \\^n\x,C[nt]) -7<">(y,C[nt])\\L, < < l - ^ ) x 

ii) \tf*\x,c[nt]) - 7 ( « > ( * , q H ) | | L , < c y @ Z M . 

Dans ce qui suit, c désignera une constante qui pourra varier de place en place. 

i) La preuve qui suit est une version discrète de la preuve utilisée par Le Gall dans 
le cas brownien et exposée en 1.2. On introduit "l'équivalent" discret de la partition du 
paragraphe 1.2: 

A* = { ( ¿ , 0 € q« t ] : 3j 0 , /o < 2 " - < - \ j = r/2"-« + ; 0 , l = (v + \ ) ^ + /0}, 

où k = min{i : 2* > [nt]}. Les A* sont disjoints et 

q«*i = u U 4 d o n c T ( n ) ( ^ q n t ] ) = EE«2 n )(^4)' 
£=0 t?=0 £=0 î?=0 

où comme d'habitude, X = X — D'autre part, les variables aléatoires (a^ix, A^))v 

étant indépendantes, la partie i) sera une conséquence directe du lemme, figurant dans 
Westwater ([Wes], lemme 5): 

Lemme 2.3.3 Soit (Ui){ une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans M. 
Supposons qu'il existe deux constantes k\ et k<i telles que pour tout entier i \\Ui\\LP < &2P*1 

où p est un entier pair quelconque. Alors} 

n 

Il ^Ûi\\Lp < 2k2p
kl+1/2Vn pour tout n. 

t=i 
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Tenant compte du lemme 2.2.7, le lemme 2.3.3 nous donne: 

i i 7

( n ) ( z , c[nt]) - 7

( n ) (y , c m ) H l , < c e h E tàn)(*. 4) - « 2 % , 4)) IU" 

< e l s - y l V i - À / a ) < c ( l £ ^ l ) A . 

ii) On a 

7 ( n ) ( * , = 7 ( n ) ( * , q-])+*2 n )(*> {o, • • •, M - 1 } x {[ns] +1,. • •, [nt]}) 

[nt]-l [nt] 

+ n E E ^ - S ^ x } -

Or, d'après le lemme 2.2.7, 

||<4">(*, {o, • • •, H - 1 } x { M + 1 , • • •, H » | | L P < c v^M(l»|I - M) 

< c / h - m " 

Réutilisons la partition (A^)n^ avec « = min{i : 2' > [ni] — [ns]} et notons P^(rç ,£) ) = 

{[ns] + n2"-*, • • •, H + n2K~t + 2*-*" 1 - 1 } x {[ns] + n2K~t + 2 " - * " 1 , • • •, [ns] + n2K~t + 

2*"* - 1} . Il vient, 

~ E E a ^ - s ^ x } = - E E E J { ^ + [ n . ] - S i + M = x } 

= f ^ > ( , ^ ( ^ ) ) . 
t=0 17=0 

Or, 

i i 4 ^ p ( ^ , e ) ) i i i P < c ^ < c f c ^ 2 ^ . 
n n 

Par indépendance des variables ( « ^ ( x j P ^ ^ T / , ^ ) ) ) ^ , le lemme 2.3.3 implique que 

i r ^ ' ô < " » ( I , p < » > ( , , « ) i u , < c M ^ M 2 - s . 

Par suite 

[nt]-l [nt] r . r , #c—i r r , 
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d'où le ii) • 

Remarque Cette méthode permet d'estimer facilement la distance de Lévy-Prokhorov 
7T entre (l(n)(0,C[ni]))t<T et (7(0,Ct))*<r. En utilisant la technique de plongement et 
l'inégalité exponentielle du lemme 1 de Haeusler [Ha], on obtient: 

<(7 ( n ) (0 ,q„t ] ) ) t<T,(T(0,C,)) t<r) = oin-v*). 

2.4 Cas du mouvement brownien de MD 

Comme dans les parties précédentes, on notera o^(#,.) le temps local d'intersection de W 

au point x G !R d, et ot^(x,.) celui de Sn au point x € Ziï* (voir définitions 1.1.4 et 2.1.1). 

Le résultat principal de cette partie est le suivant: 

Théorème 2.4.1 On suppose que H(d) est vérifié dans chacune des trois assertions 
suivantes. 

i) ( ^ ( { x ^ C ^ t } ) ) ^ ^ - ^ ^ 

ii) Si K est un compact de M2 qui ne contient pas l'origine : 

(a(^\[xy/n\, C[nt]))xÇK,t<T • (<X2(x,Ct))x€K,t<T 

n—•OO 
iii) Si x ^ 0 : 

(ain)([xy/n\9 C[nt]))t<T > (oc3(x,Ct))t<T. 

Ce théorème repose pour beaucoup sur le lemme suivant, que nous montrerons après 
la preuve du théorème 2.4.1. Soit (A^t))^ la partition de C[nt] introduite au cours de la 
preuve du lemme 2.3.2, avec /c(t) = min{i : 2* > [nt]}. 

Lemme 2.4.2 Soit x / 0. Sous H(d), on a: 

/c(t)-l2*-l 

E[snpa^\[zy/n\, I l I I < an>p + 6 n , avec supa n , p >0 et bn -»0. 

PREUVE DU THEOREME 2.4.1 : Le i) s'obtient en utilisant la méthode de la preuve du 
théorème 2.3.1 puisque, notamment, ai(0,C*) < oo P — ps pour tout t < T. Le ii) est une 
conséquence simple du théorème 2.3.1. Il nous suffit donc de montrer iii). 

Réintroduisant la partition (Afo))^^ de Ct définie en 1.2, on peut montrer comme 
dans la preuve du théorème 2.3.1 que pour tout p > 1: 

(<4 n ) ([*V^], A$(t)); e < P, t? < 2* - l)t<T — C — + (**(*, £ < < 2* - l)t<T-

n—>-oo 
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Par suite, 

Désignant par n la distance de Lévy-Prokhorov (voir 1.1.3), on a 

*((<*in\[*yMi C[nt]))t<T, (<*3(x,Ct))t<T) 

K ( t ) - 1 2 < - 1 

< <(<*t\ixVn],C[nt]))t<T,(aln\[xVn), ( J ( J A{(*))t<T) 

K ( t ) - 1 2 « - l K ( t ) - 1 2 < - 1 

+ 7r((4n)([xv^, U (J At(t))t<T,(a3(x, U .U^(*»^r) 

*(*)-! 2*-1 

+ 7r((a 3 («, I J l j ^ (* ) )#<T , (as (* ,Cf ) )*<T) . 

On fait tendre n vers l'infini, puis p vers l'infini. Les deux premiers termes s'annulent 
d'après ce que nous venons de voir pour le deuxième terme, et d'après le lemme 2.4.2 et le 
lemme 1.1.3.2 pour le premier terme. Le troisième terme lui aussi s'annulle si p tend vers 
l'infini, ce que l'on montre plus facilement que pour le lemme 2.4.2 • 

Afin de montrer le lemme 2.4.2, nous devons rappeler quelques notions classiques sur 
les marches aléatoires. 

Définition 2.4.3 Soit M une probabilité sur un groupe additif R. On dit que la marche 
aléatoire engendrée par M et de distribution initiale 6q (la mesure de Dirac en 0) est 
fortement apériodique sur R si, pour tout x € R, le plus petit sous-groupe de R qui contient 
x + est R. 

Nous allons nous servir du théorème central limite local. Rappelons dans un premier 
temps son énoncé (Spitzer [Sp], P7.10): 

Lemme 2.4.4 Soit (Sn)n (So = 0) une marche aléatoire fortement apériodique sur un 
groupe R, centrée, avec cov(5i) = T. On a pour tout x G R: 

i)Si*ï 0, P(S. « «) - ^ - j - l ^ e x p f - i ^ X - ' . * ) + ^ n ' - ^ l ( „ , * ) 

») —) - { J n y n d e t p / 2 « P ( - à » T J - ' - » ) + n-*»Mn,x), 

où les Ei(n,x) sont tels que sup x \Ei(n,x)\ —> 0 si n tend vers l'infini. 
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Sous H(d), la marche aléatoire (Sn)n du paragraphe 2.1 n'est pas, en général, fortement 
apériodique sur Zd. Nous allons donc montrer le renforcement suivant: 

Lemme 2.4.5 Supposons que H(d) est vérifié et donnons-nous un x £ Zd. Il existe un 
entier s>l indépendant de x et un entier l = l(x) € {0, — 1} avec: 

i) Si , * 0, P ( 5 „ . + , - , ) = ^ ^ e x p f - i ^ T - ' . * ) + ±n>-*»El(„,*) 

U) p ( S n . + l - « ) . ( 2 4 ^ « J » / . ^ 4 ' r i " ' j ) + » - * * » ( » . « ) . 

les restes E{(n,x) vérifiant s\xpx \Ei(n,x)\ — • 0 si n tend vers l'infini. D'autre part, si p 
n'est pas de la forme ns + l, P(SP = x) = 0. 

PREUVE : Sous H(d), on a R+ (Q) = ZI*. En particulier, il existe un entier s (la période 
de ( S n ) n ) tel que 

5 = pgcd{n : Q * n ( 0 ) > 0 } . 

Deux cas se présentent : s = 1 ou s > 1. Si £ = 1, nous allons voir que cela entraine 
l'apériodicité forte de la marche aléatoire (Sn)n sur Le lemme 2.4.5 est alors une 
conséquence directe du lemme 2.4.4. Montrons donc que (Sn)n est fortement apériodique 
(Spitzer [Sp], P5.1). On prend x et y dans 2$ : il faut prouver que y est dans le groupe 
engendré par x + De 5 = 1, on tire que Q* n(0) > 0 pour n> N. D'autre part, il 
existe m tel que Q* m (y) > 0, et donc Q* n(y) > 0 pour tout n > m + N. Alors, on peut 
trouver des nombres ai G XXQ), t = 1, • • •, 2n avec 

y = ai + • • • an et 0 = - < 7 n + i <72n. 

Le nombre y peut donc se représenter comme 

n n 

t=l t'=l 

et il est donc dans le groupe engendré par x + 
On supposera désormais que s > 2. Introduisons les ensembles Rf(Q) pour / € 

{0, • • •, s — 1} définis par 

Bf(Q) = {x£2Zd : 3n Q*(n3+l\x) > 0} . 

Ces ensembles sont des copies distinctes telles que 

1=0 

La relation (27) est classique et facile à retrouver. On montre maintenant que (Sns)n est 
fortement apériodique sur Rq(Q). En premier lieu, nous allons voir que Rq(Q) est un 
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groupe. Soit x G Mq(Q) : il existe n tel que Q*(ns\x) > 0. Alors, si s ne divise pas 
p, Q*p(-x) = 0 car Q*<n*+*)(0) > Q**(-aOQ*<n*)(z). P a * s u i t e > <9*p(-z) > 0 entraine 
que s divise p et on conclut de l'égalité R*(Q) = ^ que —x € R>o(Q) ' Rq(Q) est un 
groupe. D'autre part, la marche aléatoire (Sns)n est la marche aléatoire engendrée par 
Q*8 de distribution initiale 6q. En outre, sa période est 

pgcd{n : Q*(ns\0) > 0} = 1, 

et on est donc ramené au cas 5 = 1. 
Lorsque / € {1 , • • • ,s — 1}, on doit comprendre (Sns+i)n comme étant la marche 

aléatoire engendrée par Q*5 de distribution initiale Q*'. Les ensembles (Rf(Q))i étant des 
copies distinctes, on en déduit que la marche aléatoire (Sn3+i)n sur K}"(Q) se comporte 
comme (Sn9)n sur Rq(Q). En particulier, elle est fortement apériodique sur RfiQ) et le 
lemme 2.4.5 est alors une conséquence de (27) et du lemme 2.4.4 • 

PREUVE DU LEMME 2.4.2 : On a pour tout p > 1: 

2*-l 1 M - l [i+[nt]2~*] 

S t>P »7=0 S V *=0 i=t 
[nT]-l [i+[nT|2-*] 

v »=0 j=i 

Donc, c désignant une constante qui pourra varier de place en place: 

2«-I [[nï^-'l+l 

£[sup £ *?°([*v6), ¿$(0)] < o/S? E P ( 5 i = [*V5]). 
f - r « > p »?=o i=i 

D'après le lemme 2.4.5 i), on doit estimer deux quantités. Tout d'abord, la première 
quantité est majorée par 

y/n ( n 7 1 1 

K : = [*v^.r-M*vH] E ^ s ^ l ^ 0 » l -
Puisque 

bn vérifie bien la condition annoncée. La deuxième quantité qui apparaît est: 
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La fonction 
1 , [xy/K\T.T-1.[x^n\. 

y»^j2*M 2 y } 

est croissante sur ]0,[xyfflT T~x .[xy/n\/2>]. Par suite, en prenant un p assez grand, on a 
pour cette deuxième quantité la majoration: 

< c ^ f+°° *M-y)dy 

V n / nT2~P + l y / 2 

La suite aniP du lemme 2.4.2 est celle qui apparaît dans la dernière inégalité, et elle vérifie 
la propriété annoncée • 

Il reste encore un problème à propos de la convergence de la suite {&d([%\/^,C[nt]))t* 
Comme nous l'avons dit en 1.1, #3(0,(2*) = -foo P — ps. Or, contrairement à ce qui se 
passe en dimension 2, il n'existe pas en dimension 3 de méthode pour donner un sens à 
Û^3(0, Ct). Cependant, Yor [Y4] a montré que si T = Id 

( | I^RÎ ( a 3 ( a î r C t )
 " E M * ^ ) ] ) ) * (fit)u 

où /3 désigne un mouvement brownien réel indépendant de W. On peut donc légitimement 
s'attendre à ce que la suite de processus 

(^(<4n)(0, C[nt]) - E[a3(0, C[nt])]))t 

ait elle aussi un comportement asymptotique brownien. Nous n'avons pas réussi à montrer 
un tel résultat. 

Il semble que la méthode naturelle pour y aboutir soit essentiellement basée sur le 
théorème de Lindeberg pour les tableaux triangulaires. On peut en effet montrer, comme 
Le Gall ([LG1], page 503) lé fait avec le rang de la marche aléatoire, que l'objet en ques
tion se comporte en réalité comme une somme de variables aléatoires indépendantes. Le 
problème qui subsiste et que nous n'avons pas réussi à résoudre est l'estimation de la limite 
en n de la quantité 

^ v a r ( 4 w ) ( 0 , q n t ] ) ) . 

2.5 Mesure de polymère associée au mouvement brownien plan 
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On considère ici que ( 5 n ) n est à valeurs dans 2Z2 et que W est à valeurs dans JR2. 
On reprend les notations habituelles relatives aux temps locaux d'intersection et aux 

temps locaux d'intersection renormalisés pour ( 5 n ) n et W. Nous avons vu dans le théorème 
1.3.2 que la mesure de polymère associée au mouvement brownien plan s'écrit: 

Compte tenu du théorème 2.3.1, on peut s'attendre à ce qu'une version discrète de cette 
mesure soit la mesure, dite de Domb-Joyce [DJ]: 

Ce résultat va faire l'objet du théorème principal de ce paragraphe: 

Théorème 2.5.1 On suppose que H(2) est satisfait Pour tout couple (<M) € M\, /zn(</, t) 
converge étroitement vers //(</,<). 

Tout d'abord, nous avons un résultat d'uniforme intégrabilité: 

Lemme 2.5.2 On suppose que H(2) est satisfait. Pour tout couple (g,t) € 18+, il existe 
une constante c(gyt) telle que 

supE[exp (^ 7

( n ) (0 ,qnt ] ) ) ] < <g,t). 
n 

PREUVE DU THEOREME 2.5.1 : Soit A un ensemble de P-continuité. On a, d'après le 
théorème 2.3.1 et le lemme 2.5.2: 

£[exp(-<ry ( n ) (0, C[nt]))IA] E[eM-9l(0,Ct))IA], 

ce qui prouve le théorème • 

PREUVE DU LEMME 2.5.2 : Il s'agit en fait d'une version discrète de la méthode 
habituellement utilisée pour montrer que 7(0, Ct) admet des moments exponentiels (voir 
Varadhan [Va]). 

On introduit encore la partition ( A * ) . ^ de C[ni], avec k = min{i : 2* > [nt]} (voir 

la preuve du lemme 2.3.2 i)). Notons pour £ < k — 1, ft(n\Ç) la variable aléatoire 

2<-l 

^ ( n ) ( O = E a 2 n ) ( 0 ,A j ) . 
17=0 
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Pour une certaine constante ci, on a d'après le lemme 2.2.7: 

iA n 

Alors, pour tout k < k — 1: 

P ( 7

( n ) ( 0 , q n t ] ) < -2 C l<fc) < P ( ^ n ) ( 0 < -2d*Jb + ^ ^ " ) ( 0 J ) 

Or, puisque | |a^ B )(0, A*)\\Li < ci<2 -*, le lemme 2.3.3 donne 

I^COIIl» < C2t2~t, 

poiu: une certaine constante C2. Ainsi, 

Posons C3 = c 2 ( c i ( l — 2 " 1 / 2 ) ) 2 . En utilisant le fait que 

Q = U {-2d*(fc + 1) < 7 ( n ) ( 0 , C[nt]) < -2Cltk} IJ { 7

( n ) ( 0 , C[ni]) > - 2 d t } , 

nous obtenons 

E [ e x p ( ^ 7

( n ) ( 0 , q n . ] ) ) ] < exp(2 f lfc1*)(l + ^ e x p ( 2 p c 1 H ) P ( 7

( n ) ( 0 , C[ni]) < -2dtk)) 
k>i 

k>l 

et ce dernier terme est fini lorsque le couple (</,*) est tel que gt < log2/(2ci) = C4. 
Etendons cette propriété à tout couple t). Posons, pour u < v 

[nv]-l [nv] 

j=[nu]l=j+l 

(ce qui a été montré pour ^n\0,C[nt]) = reste valable pour 7 ! $ ) , et prenons un 
couple (g,t) tel que gt/2 < c 4 . Nous avons 

7<">(0, C[nt]) = 7 $ + 7 $ + â 2

n ) ( 0 , {0, • • •, [ f ] - 1} x { [ f ] + 1, • • •, [nt]}) 

> 7 $ + 7 $ " £[<4 n ) (0 , {0, • • •, [ f 1 " 1} x { [ f 1 + 1, • • •, H » l , 
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d'où 
J E [ e x p ( - ^ 7

( n ) ( 0 , C M ) ) ] < 

£ [ e x p ( - < , 7 $ ) ] E[exp(-rr$)] exp(^[a<*>(0, {0, • • •, [ | ] - 1} X {[f ) + 1, • • •, [nt]})]) 

qui est majoré par une constante indépendante de n car gt/2 < C4. Ce procédé s'étend de 
façon évidente à tout couple (g,t) m 
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