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Résumé* Etant donnée une suite (Àf n ) de martingales continues convergeant vers un mouvement brownien, 

on étudie, en fonction de la vitesse de convergence des variations quadratiques de cette suite, la vitesse de 

convergence de solutions d'équations différentielles conduites par les Mn et faisant intervenir le temps local. 

Abstract. Being given séquence of çontinuous martingales Mn
 converging to a Brownian motion, we study 

the rate of convergence for solutions of stochastic differential équations driven by the Mn,s and involving local 

times, in terms of the rate of convergence of the quadratiç variations of the séquence. 

L Introduction- Convergence de la suite de temps locaux associée à une suite 
de martingales continues 

On se donne une suite ( M n ) de martingales locales continues sur [0,T], où T est un réel 
positif fixé, et on suppose que E(< Mn >T) < oo. On notera dans la suite 

fin = E( sup | < Mn >t -t\) 
V 0 < t < T ' 

et, pour ime martingale locale quelconque JV, L*(X) le temps local au point a et à l'instant 
t associé à X : ^ 

La

t(X) = "|X - a\ - a - / sgn{X8 - a)dX8, 

Jo 
où sgn(x) = 1 si x > 0, et sgn(x) =—1 si x < 0. 

Nous renvoyons au livre [8] de Revuz et Yor pour la terminologie et les propriétés de base 
du temps local. 

Dans l'article [1], les deux premiers auteurs ont donné des résultats de majoration de la 
vitesse de convergence en loi pour des solutions d'équations différentielles stochastiques 
conduites par des martingales non nécessairement continues vers une diffusion. Nous 
nous proposons ici de donner une majoration de la distance en loi entre deux solutions 
d'équations différentielles stochastiques faisant intervenir le temps local. L'une de ces 
équations différentielles est conduite par un mouvement Brownien, l'autre par Mn ; la, 
majoration sera obtenue en termes de fin. 
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Dans un premier temps, nous montrons un théorème limite simple pour les temps locaux, 
qui est contenu dans le résultat beaucoup plus général de Slominski [9]. 

Proposition 1. Avec les notations précédentes, si (Mn) converge en loi vers M, alors 

(Mn,La(Mn),^ sgn(M? - a)dM?} £ ( M , I a ( M ) , j f sgn(Ms-a)dM^. ; 

Démonstration : Tout d'abord, la suite est tendue : 

en effet, Mn étant une martingale continue, la suite ( M n ) vérifie la condition U.T. de [5] 
; on a donc convergence de la suite ( M n , < Mn > ) vers (M, < M > ) . De plus, on a 

< / sgn(M3 - a)dM3 >t=< M >t, (1) 
Jo 

d'où, d'après le théorème VL4.13 du livre [4] de Jacod et Shiryaev, la tension du processus 

/ sgn(Ms — a)dM8 ; enfin, comme 
Jo 

L*{Mn) = |M t

n - a | - a - / ' sgn (M? -a)dM3, (2) 
Jo 

on a la tension désirée. On peut donc, à une extraction de sous-suite près, considérer que 

la suite ^ M n , L a ( M n ) , j sgn{M^ — a)dM*^ converge en loi vers un triplet (M, L, iV), où 

N est une martingale locale, et L un processus croissant continu. De plus, on a d'après 
(2) la relation 

Lt = \Mt-a\-a~Nt (3) 

pour tout réel positif t. 

On tire alors de (1) et (3) que < N >*=< M > t = < J0 sgn(M3 — a)dM3 >t ; par ailleurs, 

en notant Nn = J sgn{M^ — a)dM*, on a la convergence en loi de < J V n , M n > = 

M n N n _ N n . M n _ ° M n . N n vers MN - JV-M - M-N = < iV,M >. 

Cela permet, en écrivant Nt sous la forme H3dM3 + TV*, pour une martingale locale N 

orthogonale à JV, de conclure que N = / sgn(M3 — a)dM3, puis, par (3), que £ est le 

temps local en a de M , ce qui identifie la limite et achève la démonstration. • 

Le résultat suivant donne une majoration de la vitesse de convergence dans la Proposition 
1, dans le cas où M est un mouvement Brownien. Nous allons pour cela utiliser la dis
tance de Lévy-Prokhorov et un Théorème de plongement du mouvement brownien dans 
les martingales de carré ihtégrable dû à Mbnroe [6]. Nous nous contentons ici de résumer 
la méthode, renvoyant le lecteur à [2] pour plus de détails. 
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Soit C([0, T] , R) l'espace des fonctions de [0, T) dans R) continues, muni de la topologie de 
la convergence uniforme et de sa tribu des boréliens C. Etant donnés deux processus X et 
Y à valeurs dans C([0,T],R), la distance de Lévy-Prokhorov U(PXrPy) (notée U(X,Y)) 
entre leurs lois est définie par : 

U(X, Y) = inf {s > 0 : VA € CyPx(A)< PY(A<) + e } , 

où Ae = {x : d(A,x) < e } , et d(A,x) = inf d(x,x9). 
zf£A 

Rappelons par ailleurs que la distance de Ky-Fan associée à la topologie de la convergence 
uniforme entre deux processus continus B définis sur le même espace probabilisé s'écrit 

IC(AyB) = inf{e :P(\\A - B\\T >e) < s}, 

avec la notation \\A — B\\T = sup \At — JE?t|. . 
0<<<T 

La distance de Lévy-Prokhorov entre les lois de A etB est alors plus petite que K(Aj B) , 
et il existe, sur un espace de probabilité adéquat, des processus A1 et B\ de mêmes lois 
que A et B respectivement, tels que = / C ( i 4 , , B ' ) . 
En ce qui concerne la méthode de plongement, rappelons que toute martingale continue 
de carré intégrable peut être plongée dans le mouvement Brownien au sens où, il existe 
un espace de probabilité filtré supportant un mouvement Brownien W sur lequel on peut 
trouver un changement de temps continu (rt) tel que la loi du couple (Wr, < W > r ) soit 
la même que la loi de (M, < M >). 
Nous avons alors le Théorème suivant : 

Théorème 1. Sous les conditions de la Proposition 1, et si M est un mouvement Brown
ien, 

IL(La(Mn),La(M)) < 0(A/ 1 / 3 | ln/z |) . 

Démonstration. Nous plongeons donc Mn dans un mouvement brownien W, sur un es
pace ( f t , : F , ( ^ ) < < T , P ) , de telle sorte que U(La(Mn),La(M)) = IL(La(Wr),L

a(W)) < 
lC(La(Wr),L

a(W)). C'est ce dernier terme que nous allons maintenant majorer. 
Pour e fixé, on a par (2) 

p(\\mWr),L°t(W)\\T > e) <P(\\Wr. - W\\T>e/2) 

+ P(ljQ sgn(Wrt)dWr, - j f sgn(W.)dW.\\T>e/2yA) 

Mais, Mn étant une martingale continue, le changement de temps r est continu, donc W 
est adapté à r au sens de Jacod [3], p. 315. Le Lemme 10-18 de [3] nous dit alors que 

P ( | | j f sgn(WT.)dWr. -- jf. sgn(W,)dW.\\T > e/2) 

= £ sgn(W,)dWa - jf sgn{Wt)dWê\\T > e/2). 
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De plus, le processus B := / sgn(W9)dW8 est un mouvement brownien standard. Le 
Jo 

membre de droite de (4) s'écrit donc, pour a positif arbitraire, 

P(\\Wr. - W\\T > e/2) +P(\\Br. - B\\T > e/2) < P ( sup \Wt - W3\ > e/2) 

+ ? ( sup \Bi-B9\>e/2)+2P(\\T-Id\\T>a). (5) 
V | < - s | < a 7 

Maintenant, les termes du membre de droite de (5) ont été majorés dans [2] par l'inégalité 
bien connue (voir Outev, [7]) du module de continuité d'un mouvement brownien, et par 
l'équation (33), avec ici la circonstance particulière que l'on part d'une martingale continue 
: on arrive alors à 

P( sup \Wt-W9\>e/2)=:P( sup \Bt-Bs\>e/2) <-^Le*£ (6) 
v | t -* |<<* 7 v | t -* |<<* 7 Vae 

pour une constante K bien choisie, et 

P(\\T^Id\\T>a) = P(\\<Mn>-Id\\T>a)<fjt/a. (7) 

Résvimons la conclusion, dont on peut trouver les détails dans [1] ou [2] : on est amené à 
choisir a pour que le second membre de (5) soit inférieur à e. Pour ce, on pose a = Cpft 
(on ne s'intéresse pas à la valeur précise de C) ; on s'assure alors du caractère négligeable 
du terme apparaissant dans (6) en prenant e = >/a|ln^| î on reporte alors dans (7) pour 
trouver finalement que le meilleur choix pour 6 est 2/3, d'où le résultat. 

II. Résultat principal 

On s'intéresse maintenant à une suite d'équations différentielles du type 

X: = x + fcr{X:)dMÏ + fv{da)L«t{Xn), (8) 
Jo Jo 

ainsi qu'à l'équation limite: 

Xt = x+ f a{Xa)dB9 + / ' u(da)Li(X), (9) 
Jo Jo 

où : 
v est une mesure finie sur R, vérifiant v({x}) < 1/2 pour tout x ; 
a est une application à variation bornée, minorée par une constante e > 0 ; 
( M n ) est une suite de martingales continues convergeant en loi vers ùn mouvement brown
ien ; 
B est un mouvement brownien standard. 
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On note TL(Xn,X) la distance de Lévy-Prokhorov entre Xn et X calculée sur l'intervalle 
[0,21. 
Nous commençons par préciser un résultat de [1] : 

Lemme 1. Si M est une martingale locale continue telle que E{< M >T) < oo, si r est 
une application à variation bornée, minorée par une constante strictement positive, et si 
Z etW désignent les solutions uniques des équations différentielles 

Zt = x0+ f r(Z3)dM3 (10) 
Jo 

et t 

Wt = x0i+ I r(W3)dB3y (11) 
"' Jo 

alors 

n ( T ^ Z ) < 0 ( ^ / 3 | l n ^ | ) . 

Preuve. Il suffit de reprendre la remarque de la fin de l'article [1], et de vérifier que la 
démonstration n'utilise pas explicitement les hypothèses de bbrnitude et de lipschitzianité 
sur le coefficient de diffusion. Il s'ensuit que le résultat reste vrai, pourvu qu'on ait unicité 
de la solution des EDS (10) et (11), ce qui est assuré par les hypothèses faites sur r. 

On peut maintenant énoncer le 

Théorème 2. Tl(Xn,X) < 0(// 1 / 3 | lnfi\) 

Preuve. Suivant Stroock et Yor [10], nous considérons 

Fv{t) = / ' c - 2 " 4 ) - 0 0 ^ TT ( l - 2u({y}j)dx. (12) 

La formule d'Itô appliquée à F„(X) donne alors : 

Fv(Xt) = Fv(x) + Ç Fl(Xs)dXa + \ J F'J(da)LÎ(X) 

^ J v{da)dLÎ(X) + \ j F'J{da)L*t{X) 

=Fv(x) + J* Fl(Xs)<r(X8)dBs + j F'v{a)L1{X)v{da) + \J F'J{da)La

t{X), 

la dernière égalité provenant du fait que la mesure dLa

9(X) ne charge que l'ensemble {Xt = 
a). Il en ressort que 
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Fv(Xt) = F,(z) + f F'u(Xt)a(X.)dB9 (13) 
Jo 

dès que 

J FUa)L*t(X)v(da) +\J J * ( J T ) = 0, 

ce qui est vérifié avec notre choix de Fv. 

On vient donc de montrer que FV(X) était solution de l'équation différentielle stochastique 

Yt = F„(x) + f\a x Fl) o Fï\Y9)dB3. (14) 
Jo 

On trouve de la même façon que F„(Xn) est solution de l'EDS 

Yt

n = F„{xn) + f\a x Fl) o F^1(Y8

n)dM3

n. (15)' 
Jo 

Nous pouvons maintenant majorer la vitesse de convergence en loi de Yn vers Y définis 
par (14) et (15), à l'aide des résultats de [1] et du Lemme 1. En effet, on a uniformément 
or > e > 0 ; de plus, comme v est une mesure finie, vérifiant v({x}) < 1/2 pour tout a:, on 
a, potir tout a, 

^ ( a ) > c - 2 " e W I l ( l - 2 K M ) > 0 , 
y 

le produit dans l'expression ci-dessus étant strictement positif, puisque ^ u{y} < oo. Les 
y 

hypothèses du Lemme 1 sont donc vérifiées, avec r = {a x Fl) o F»1. 
On a donc 

Tl(Fv(X
n),Fu(X)) < 0[^3\\nfi\). (16) 

Enfin, on peut trouver, sur un espace de probabilité adéquat, deux processus Y* et F, 
respectivement de même loi que Fu(X

n) et Fv(X), tels que 

n(Fv(X
n),F„(X)) = n(Yn

1Y) = K(Yn,Y). (17) 

Mais l'application x —• F„(x) est bi-Hpschitzienne, ainsi que sa réciproque, il en découle 
immédiatement que ^(F", Y) et £(F- 1(F n),F- 1(r)) sont du même ordre de grandeur. 
Comme F~l(Y ) et F~X(Y) ont respectivement même loi que Xn et X , le résultat s'ensuit 
de (16) et (17). • 

Remarque Si on suppose maintenant que u est l /2£ a , les équations (8) et (9) sont des 
équations de réflexion. Les techniques du Théorème 2 ne s'appliquent plus, mais on majore 
alors directement la distance entre Xn et X par celle entre les solutions des équations sans 
temps local, et le résultat précédent reste toujours valable. 
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