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Inégalités exponentielles pour semimartingales : 
la méthode du cumulant 

B. Courbot 

IRMAR 
Université de Rennes I 

Campus de Beaulieu 35 Rennes 

Le comportement asymptotique des processus stochastiques sous forme d'inégalités exponentielles 
a été étudié par divers procédés, des transformées de Laplace des lois au calcul stochastique. Nous 
nous proposons de montrer ici que l'outil proposé par Liptser et Shiryayev dans /157, légèrement 
généralisé, semble être particulièrement adapté à ce but : il s'adapte en effet à des processus très 
généraux, les semimartingales et il permet de retouver de façon élégante des résultats classiques, tant 
sur les martingales continues que sur les processus discrets, voire de les préciser et de les affiner par 
des versions uniformes. 

Après une première partie consacrée aux notations et à quelques résultats préliminaires, le processus-
clé, le W-cumulant sera défini dans la seconde partie, où figure le théorème de base qui nous fournira 
la martingale locale positive Zw. L'application d'inégalités de Markov ou de Doob à ce processus pour 
des semimartingales générales nous donnera les inégalités de la troisième partie. Leurs conséquences 
pour les processus croissants localement integrables et les martingales locales de carré integrables 
sont consignées dans les quatrième et cinquième parties. La sixième est consacrée aux processus 
à accroissements indépendants, pour lesquels les inégalités s'écrivent plus simplement, tandis que 
la dernière fournit des applications aux processus discrets, en particulier aux sommes de variables 
indépendantes et aux U-statistiques. 

1. NOTATIONS ET PRÉLIMINAIRES 

Dans l'espace des processus réels définis sur un espace filtré (il,J^,(^i)t>o? P ) J adaptés, càd-làg 
et nuls en 0 nous désignerons par : 

~ V ('P/.&JPespace des processus prévisibles (des processus prévisibles localement bornés), 

- S ( Sp) l'ensemble des semimartingales (des semimartingales spéciales), 

- V (V+ ) l'espace des processus à variation finie (des processus non-décroissants), 

- Aioc l'espace des processus à variation localement integrable, 

- Mioc (M*oc) l'espace des martingales locales (des martingales locales dont le carré est localement 
integrable). 

UQ sera l'ensemble des fonctions convexes sur R + , nulles en 0 et bornées inférieurement. 

Considérons une semimartingale X nulle en 0 de triplet caractéristique (2?, C,i/) avec les notations 

suivantes : 



2 Inégalités exponentielles pour semimartingales : la méthode du cumulant 

- B est un processus prévisible à variation bornée et à sauts bornés par le réel strictement positif 
fixé a, 

- si Xe est la partie martingale continue de X , sa variation quadratique est {Xe) = C, 

- si fi est la mesure de sauts de X , v est uñe version du compensateur de \i telle que v ({*} x R*) 
soit inférieur ou égal à 1 pour tout (u]t) de fixR+. 

Il sera noté : 
/ ( s , . )* /* t , / ( * * • ) * (M-*)* pour: 

Jo / R * Jo Jk* Jo JR* " ^ 

Rappelons alors les conditions de i/-intégrabilité : ([JS], pp. 77, 82 par exemple) : 
pour X € Sy de triplet caractéristique (27, C, v), pour tout a > 0 : 

- (x 2
 A 1) et par conséquent x2l {\x\<a} *v et 1 { | x | > o } * ^ appartiennent à A¡oc ; 

- si X € «Sp, (x 2
 A \x\) *v et donc \x\l { | a r | > 0 } * ̂  appartiennent à Ai0c \ 

- X est de carré localement integrable si et seulement si x2 *y appartient à A¡0c-

Considérons un processus prévisible localement borné g et, pour un processus X de triplet caractéris
tique (BX, CX,VXJ, examinons le compensateur vY du processus Y = g • X. 

Reprenons les notations de [JS] et [LS] : soit fi = fixR+ xR et soit V la tribu V®UoùV est la 
tribu prévisible sur fixR+ et TZ la tribu borélienne de R. Nous ayons alors : 

Lemme 1. Pour tout processus V-mesurable W : W (a;,., x) * vY = W (u;, :,ps) • . 

Preuve du lemmé : Puisque AY = gAX, nous avons : W(<¿} .-,o*)*/iy = W(u;, ,,gx)*fix. Comme 
W(u>, >>gx)*(nx - i/*) est uñe martingale locale, 

E[ |W|*Mi;]=é[!W r (w ,MÍ*)l*A«£]=E[ |W(w ,MP»)l*iá] 

et i/^ est donc bien définie par la relation ci-dessus. • 

L'obtention de majorations optimales passera par l'utilisation de la transformée de Young d'une 
fonction convexe, dont nous rappelons la définition. 

Définition 1. Soit <f> une fonction convexe d'un intervalle I de Rdans R ; la transformée de Young de 
<j> est la fonction y<t> définie sur R par : y<f>(x) = sup t €j (tx — <j>(t)). 

Pour K,c,x strictement positifs, nous poserons : 

fonction homogène en (K>x) et équivalente à x loga: quand x tend vers +oo. 

Xkxk 

Pour A > 0, nous noterons $A la fonction : $\(x) = eXx - 1 - Xx = Y \ T T - » 
$\(x) X2 

et 4>% la fonction définie sur R+ par : <t>x(X) = — ~ si x ^ 0 et <£o(A) = — sinon. 
x* 2 

Les propriétés suivantes sont immédiates : 
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* $A et <f>x sont convexes et x »-+ <f>x(X) est croissante; 

* pour tout K,c> 0, la transformée de Young dé K<f>c est : yK<t>c{
x) = f )• 

* pour x > Ó, > soit <f>x(\) > f ; 

* pour c> 0, si x < c, alors $A(^) < a;2<^c(À); 

* pour tout c > 0, pour tout |ar| < c, $A < |y|)-; 

Nous allons maintenant définir les outils de base pour l'obtention des inégalités les plus générales. 

2. LE VV-CUMULANT 
Soit W un processus prévisible localement borné. 

Nous noterons Sw l'ensemble des semimartingales de triplet (B, C, v) qui vérifient la condition : 

3A0 > 0, VA € ]0; A 0 ] , $A (WX) • v € Aioc (1) 

Lemme 2. Toute semimartingaie de S1 est spéciale. 

Preuve du lemme : $A (X) est équivalent à au voisinage de 0, à A \x\ au voisinage de - o o , et 
à eXx au voisinage de +oo. Donc $A (s) * ̂  € .4/ o c implique (x2

 A |a?|) * v € -4/0c- a 

Considérons une semimartingale X de 5 ^ et A vérifiant la conditipn fí^; W#X se décompose alors 
canoniquement sous la forme W*X = Bw + MW, avec prévisible à variation finie et Mw € Mioc. 
Puisque X G Sw, la définition suivante est valide : 

Définition 2. Soient W un processus de Vi.b. et X une semimartingale de SW ; écrivons W • X = 
Bw + Mw, avec Bw € V H V et € Ai / o c ; Notons C la variation quadratique prévisible (Xe) et 
v une "bonne" version du compensateur de la mesure ¡i de sauts de X. 

Pour A vérifiant la condition (1), le W-cumulant de X est le processus prévisible Gw*x défini par : 

Gf' A (X) = \BY + y W2 • Ct + $A (Wx) * i*'" 

Remarque 1. Pour tout processus W de Vi.b., tout processus X de SW vérifie : W • -X* € S1 (et donc 
W*X eSp)etG?>x(X) = G]>X(W*X). 

En effet, posant y = W • X , le lemme 1 montre que $A (X) * ̂ Y = $A ( W S ) • v est localement 
integrable par le choix de X , d'où Y" € «S1. Comme la composante prévisible à variation finie de Y est 
Bw et comme (Yc) = W 2 • ( X e ) , il vient ..G1* (Y) = GW>X(X). 

Remarque 2. Dans [LSJ, p.845, Liptser et Shiryayev ont introduit la notion de cumulant pour une 
semimartingale vérifiant une condition de Cramer convenable sous la forme : 

Si X a pour forme canonique B + Xe + xl \x\<a • (fi - v) +1 \x\>ax * fi, le cumulant de X est le 

processus : XB + %C + (eXx - 1 - Xxl { | x | < a } ) * v * 

Le 1-cumulant est donc une adaptation de cette définition, où il est tenu compte des sauts non 
bornés. ; 
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Intéressons-nous dans un premier temps aux sauts du W-cumulant Gw>x d'un processus X de Sw. 

Le saut de Gw>x en* > 0 vaut alors : AGf ' A = XAB? + (exw'x - 1 - \Wtx)v({t) x dx). Comme 

AB]P = J ^Wtxv({i) x dx), il vient : AG^' A = j (exw*x - l ) u({t} x dx) qui est strictement 

supérieur à —1 de par le choix de la version de v. 
Puisque, pour x > - 1 , (1 + x) e~x est élément de ]0; 1], il vient : 

0 < n ( l + ̂ r A ) e ^ ' A < l (2) 

Examinons alors l'exponentielle de Doléans de Gw>x, et donnons sa propriété essentielle pour la 
suite sous forme du : 

Théorème 1. Pour un processus W de Vib., pour une semimartingale X de Sw, de W-cumul&nt 
GW'X, le processus 

est une martingale locale positive. 

Preuve. . Posons Y = W *X = Bw + M W , avec Bw € V (1 V et Mw € Mioc et appliquons la 
formule de Itô à la semimartingale eXY. 

.eW - 1 = \eXY- .Yt + %eXY- • <Yi>, + £ eXY* ^\êXY*AY9) 

Comme X appartient à Sw, le processus $A est localement integrable et donc : 

eXY* - 1 - Ae A y -#<?^' A
 = e A K - • [AM t

w
 + I $ A ( ^ ) * ( ^ - * / < ) ] 

est une martingale locale que nous noterons X. En notant iV la martingale locale nulle en 0 telle que 
L = eXY~*N, le processus (eA y*) s'écrit : ë ^ ^ l + c A K - « ( ( ? ^ A + i V ) , de sorte que eXY = £(GWA+JV). 

Or JV est une martingale locale nulle en 0 et Gw>x est un processus prévisible de variation finie, nul en 
0, à sauts strictement supérieurs à —1. La martingale locale JV, nulle en 0, définie par Ñ — I+&GW>X 

est telle que E(GW>X + N) = € (GW>X) S(Ñ) (cf. [LM], pp.180-181). 

Il découle de cette étude que le processus eXY£~l égal à S (jv) est une martingale locale 

positive. Zw (A) est a fortiori une surmartingale. • 

De plus, en notant CrJ^A) le processus croissant : 

G?*(\) = sup,<< G™* = A sup,<< (Bf) + %W* • Ct + *A (Wx) * uu 

il vient de façon triviale avec (2) : 

0<£ (GW*X) < e x p ( ( ? P ) <exp(Gf*(A)) (3) 

Plusieurs calculs nécessiteront des majorations de Gfr*(X) ; le calcul en sera simplifié lorsque Gw*x 

est croissant, auquel cas Gw*(\) = GWfX. 
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Proposition 1. Soient X G Sw et W € Vi¿.- Si X est un processus croissant localement integrable 
et W est non négatif, ou si X est une martingale locale, alors Gw'x est un processus croissant. 

Preuve. • Dans le premier cas, si X désigne le compensateur de X, alors X-X est une maitingale 
locale discontinue et Gw*x s'écrit XW • X + $\{Wx) • j/, qui est croissant. 

Dans l'autre, Gw*x s'écrit ~ W 2 • C + $\(Wx) • v, qui croît également. • 

3. RÉSULTATS GÉNÉRAUX POUR LES SEMIMARTINGALES 
Dans un premier temps, nous allons majorer les quantités P [W • Xt > 6] pour un réel positif 

6. Considérons une fonction H déterministe et appliquons l'inégalité de Markov à la surmartingale 
positive ZW(X) de valeur initiale 1 : 

P [W • Xt > 6] < P [exw*x* > eX6,S{Gw>x)t < eHW] + P [S(Gw>x)t > eHM] 

< P [ ^ ( À ) > ^ y ] + P [E(Gw>x)t > e"M] < e » W e - ^ + P [S{Gw<x)t > eHW]. 

Nous avons donc obtenu : 

Lemme 3. Soit X une semimartingale de Sw. 
Alors, pour tous 6, t > 0, À € ]0, Ao], pour toute fonction H, nous avons : 

P [W • Xt > 6] < exp [- (Ai - H (A))] + IP [E(Gw>x)t > eHW] 

Remarque 3. Il est possible dans certains cas d'obtenir des majorations uniformes. Supposons par 
exemple qu'il existe une fonction t H\ (t) croissante telle que, pour tout s <t £(GW*X)8 < eHx(*h 
Alors S-l{Gw*x)s > e~H^*) > e~H*M de sorte que Zf{X) > exw*x*e~H*to pour tout s < t. Dans ce 
cas, par application de l'inégalité de surmartingale positive de Doob, il vient : 

pisupW*Xs>6] < P supZ 5

H r(A)>6A^W < exp [- (X6 - H\(t))], pour tout A € ]0, Ao]. 
\a<t ) [s<t J 

Plus généralement, en majorant £(GW<X) par e G ^' A , soit en majorant JI (l + AG]^ , A) e-ùGYtX 

par 1, nous obtiendrons des majorations moins précises dès que Gw>x présente des sauts, mais de 
manipulation plus aisée. Ces résultats permettront de plus de majorer systématiquement les quantités 
P\*UP9<tW:fX9>6]. 

Dans toute la suite, H désignera une fonction de UQ (convexe sur R+, nulle en 0, bornée inférieure-
ment), et nous noterons : 

o y H la transformée de Young de H sur l'intervalle ]0; A0] ; 

o Xx le réel de [0; A0] réalisant le maximum de Xx — H(X). 

Nous avons alors le résultat suivant, adapté de [LS], pp.348-349 : 

Théorème 2. Soit X une semimartingale de Sw. Alors, pour tous 6, t > 0 nous avons : 

P sup W • Xs > S < ezp[-yH(S)] + P [Gf *(A¿) > H(X6)} 
[ê<t J L J 
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Preuve. > Fixons t > 0. En considérant (S) et la croissance de Gw*(Xs), nous avons : 

8up,<< Z^(A, ) = 8up,<< [e^*X.e-i (Gw^)s) > e x p ( A 5 s u p , < t W . ^ - G t

w r * ( A « ) ) . 

Nous pouvons donc majorer P (sup a < t W • Xs > 6^ de façon analogue à celle du lemme précédent : 

P (sup,<t W • Xa > S) <P [su P s< t 2f (Xs) > e^-er'M^iXs) < H(X6)] 

+P [G?*(Xs) > H(XS)] 

< P [sup,<t Z\*(Xs) > exp (Xsê - H(Xs))] + P \G?*(XS) > H(XS)] 

<P [sup,<t ZY(XS) > ex?y„(6)} +P [Gf*(Xs)> H(XS)\ 

par la définition de Xx. 
Appliquons enfin l'inégalité de Doob à la surmartingale positive Zw(Xs) : 

P [sup,<t W • X, > 6] < e-y»M+P [G?*(XS) > H(Xs)}. • 

De ce résultat se déduit aisément le résultat suivant concernant P (supJ< t \W • X,\ > SJ et où H 
est encore une fonction de Uo ' 

Corollaire 1. Soit X une semimartingale de Sw 0 S~w. Alors, pour tout Stt> 0 : 

IP sup\W• X,\ > 6 < 2exp[-yH(6)] + P [max{G?*(Xs),Gïw*(Xs)} > H(XS)] 

Preuve.. Eneffet,P sup\W • X8\ > 6 =IP maxi supW • Xs,suv(-W • Xs) \ >S 
[8<T J [ (S<T 8<T J 

<P maxLupW • Xa,sup(-W • Xs)\ > S,m*xtG?*(\6),Gïw*(\6)\ < 
{*<T *<T J 1 J 

+ P max | (3 f J v *(À5) ,G f 7 W *(A^) | > if(A$)j, d'où la majoration annoncée en considérant séparément 
W*X et -W*X.U 

Soit A un processus prévisible croissant de V̂ " presque sûrement non nul Intéressons-nous à la 
semimartingale Y = -jjX, où X appartient kS* C\ S~A. Si Y 1 désigne la semimartingale ^ • X, 
nous obtenons en intégrant par parties : pour tout u > 0, Xu = A • Yj = Y*AU - Y} • Au et donc : 

Xu = £(YÏ-Y8l)dAs. 

Considérant les valeurs absolues, il vient : \XU\ < / Yj - YfldAs < 2i4wsup Y / , d'où, pour 
JO 1 1 $<u 1 1 

tout u > 0 : < 2sup 5 < 1 4 \Y$

l\. Pour tout t > 0, nous avons donc : sup ~— < 2sup ^ • X9 . De ce 

résultat et du corollaire précédent, nous déduisons : 

Corollaire 2. Soient A un processus prévisible croissant de V + presque sûrement non nul et X une 
semimartingale de S* 0 S~A . Alors, pour tout 6, t > 0 : 

IP sup j-Xs >6 < 2exp \~yH ( - ) ] + P [ma* JG T ** ( A | ) ,G^m
 ( A | ) } > H ( A ^ ) ] 
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4. PROCESSUS CROISSANTS LOCALEMENT INTEGRABLES 
Nous inspirant de [LS] pour des processus à sauts bornés, nous avons le résultat suivant : 

Théorème 3. Soit A un processus croissant localement integrable, de compensateur A. 
Alors, pour tous a, 6, S, t > 0 ; 

P[At >6]< exp [- ( f logf + ^ ) ] + P [Ât > b] + P supAA, > a 

Preuve. • Un tel processus A se décompose canoniquement sous la forme : A = A + a? - v). 

Pour a > 0, notons Aa le processus croissant à sauts bornés par a défini par Aa = A - (xl {x>a}j *A*-

e A x - 1 
Soit aussi tyx la fonction définie par ^b(À) =• — si x 0 et V>o(A) = A. 

a; 
Il est clair que Aa appartient à «S1 et que les inégalités suivantes sont vérifiées : ipcW > A pour 

tout A > 0 et eXx - 1 < ^a(À)ar, pour 0 < x < a. 
Alors, le 1-cumulant de Àa s'écrit : 

Gh\ (Aa) = AA« + $ A («1 {x<a}) *v = AA* + (e A a ? 1 - l ) *i/ - A (al { x < a } ) *^ puisque A est 

localement integrable et il vient : <jr1 , A (A°) < tj)a(X)Aa + (A - ^a(A)) (A*' — #1 {*<fl} * ") • 

Puisque Aa — xl {x<a} • j / = A — sc*t/ = A - a?*¿tet que A croît, nous poursuivons en : 
G^x(Aa) < ipa(\)Â* + (A - 0c(A))(A - x*p) < ipa(tyA*-

En notant Za(\) la surmartingale positive e x p ^ A * ) ^ 1 (<2 x 'A(A a)) et Ga* (A) = G 1 , A (A f l ) (le 
cumulant d'un processus croissant étant lui-même croissant), il vient : 

P (i4t > S) <P (A? > ¿,sup5<t AAS <a)+P [sup,<t A A, > a] 

< P [sup5<t -ZJ(À) > exp (Ai - G?* (A))]+P[sup,< t AA, >a] 

< P [sup,<t ZJ(A) > e A Í - ° r W , Í J < 6 + P [A* > 6] + P [sup,<t AA, > a] 

<P supZ?(A)>exp(A¿-6^ a (A)) + P [2? > b] +IP supAA,>a 

s<i J L 5 ^ 

< e x p ( - 3 ^ a ( í ) ) +IP ÍAf > 6] + P sup AA 5 > a 

d'où le résultat annoncé puisque A domine A a . • 

Affranchissons-nous de la condition sur les grands sauts, que nous remplaçons par une condition 
de i/-intégrabilité. 

Donnons-nous un processus croissant localement integrable A. Dès qu'il existe une fonction convexe 
H de U0 et un processus p de Vi.b. vérifiant : <31>A = AA + $A (X) *V < H (A) p • A, alors A appartient 
à S1 et nous avons : 

P [At > S] <IP [AT > S, G]'x < H (A) 6] +P [p • At > 6 

< P [sup,<t ZJ(A) > exp (Ai - 6tf (A))] + P [p • A, > i>] < exp + P [p • A, > 6 . 



8 Inégalités exponentielles pour semimartingales : la méthode du cumulant 

En particulier, si nous avons $\(x)*vt < p\*At pour tout t > 0 et pour px (A € ]0,Ào]) processus 

de Vi¿.) si de plus p € Vu. et H € Uo vérifient : (À + p A ) • À < H(\)p<• A, alors puisque < 

(A + Px) • A, nous avons : 

P [At > S] <IP [At > 6, (A + p A ) * A T < Jï (A)b] + P [p * A > b] < exp ( - 3 M * ) ) + P [P • A* > *] • 

Nous exprimerons ce résultat sous la forirçe suivante : 

Théorème 4. Soit A un processus croissant localement integrable telle qu'il existe une fonction 
convexe H de Uo et, pour tout A suffisamment petit, des processus px et p dans V\.h. vérifiant : 
$A (z)*v < px • À et [\ + />A) • A < H(X)p • Â, alors pour tous b,6,t > 0 : 

IP [At >6]< exp (~ybH(6)) + P [p • At > b] 

Supposons maintenant que A vérifie la condition plus précisé : pour tout m > 2, • v < p • A, 

où le processus /> est prévisible localement borné et notons H (A) = fonction convexe sur [0,1[; 

alors, pour tout /? > 0, pour tout A € [ t + 0 > 1 » l'inégalité A < (3H (A) est valide. 

Considérons donc un tel /? > 0. Pour A G ]0,1[, $A (X )*Î / = ] £ M > 2 ^M™ * u
 - H(X)p*Â de sorte 

que A appartient à S1 et que son 1-cumulant vérifie : G]'x < (A + H (A) p) • Ât < H (A) (/? + p) • A T , 
et donc : G]'x < bH (A) sur l'ensemble {(/3 + p) • Ât < b}. 

Un raisonnement analogue au précédent conduit à : 

P [ A T > ¿ ] < e x p | - sup (\6-bH (A)) | + P [(/? + />) # A , > 6 ] . 

V u?ïx<\ ) 1 J 

Or sup (XS - WT (A)) est majoré par = ¿ + 26 - 2^/6(6 + ¿) et la borne supérieure 
(1+«"" 1<A<1 

est atteinte sur [0,1[ pour A$ = 1 — yJï+$- Comme cette valeur \$ appartient à l'intervalle [ î ^ j , l[ 

dès que 6 dépasse b (j¡ + il vient pour un tel 6 : 

P [At >S]< exp [- (ê + 2b - 2y/b (b + Í))] + P [(/3 + p) • Àt > b]. Nous obtenons donc le corollaire 
suivant : 

Corollaire 3. Soit A un processus croissant localement integrable vérifiant pour tout t et pour tout 
m>2: ^ • v < p • A, avec p € V\.\>.. 

Alors, pour tous (3,b,t> 0, 6 > ft^â+I ; 

P [At > 6] < exp [- (ê + 2b-2^6(6+ + P [(p + (3) * Ât > b 

file:///6-bH
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5 . MARTINGALES LOCALES DE CARRÉ INTEGRABLE 
Pour pouvoir traiter complètement le cas des martingales locales à sauts non bornés, nous aurons 

besoin du lemme suivant s'appliquant aux semimartingales localement de carré integrable à sauts 
majorés. 

Lemme 4. Soit X une semimartingale localement de carré integrable de S1 dont les sauts sont 
majorée par le réel c. Notons X = M + B la décomposition canonique de X avec M G M¡oc 

B6VDV. 
Alors j pour tous A, 6,6, t > 0 : 

IP [sup,< t X, > S] < exp [-* (b, f)l + P (M)t + £ A 5 2 > o? 

-HP [sup,<t B. > ( ^ ¿ r ^ ~ " ) (4e» - c?) 

Preuve du lemme : Puisque M= Xe + x • (jx - u), nous avons : 
(M) = C + * 2 *„ - £ < t (/ xv ( W x x))2 = C + * 2 * v - £ , < t A 5 2 . 

Alors G l t A = AJ3 + C + $\(x) * ^. Puisque l'intégration se fait sur {x < c} , nous avons la 

majoration : G1»A < XB + <¿C(A)C + &(À)a?2 • v < XB + 0C(A) ((M) + £ ,< t A 5 2 ) . Le processus 

croissant GU(X) vérifie donc la majoration : G}*(A) < A sup a < t 2?, + <£C(A) ((M) + ]C«<t A £ 2 ) . 

L'application du théorème général où H vaut bc2<j>c pour 6 > 0 conduit alors à : 

P [sup,<t X, > S] < exp [-¥ (b, f ) ] + P [A, su P i < t 5 , + & ( A ¿ ) (<M> + £ , < t A 5 2 ) > i c ^ A , ) ] . 

Le dernier terme est majoré par : 

P [\s sup,<t B, + ¿ c ( A, ) ((M) + E,<* Ai? 2 ) > 6C 2 ^(AÎ) , (<M> + A B 2 ) < a 2] 

+P[(<M) + £ 9 < t A 2 ? 2 ) > a 2 ] 

<P [((M) + £ 4 < f A B 2 ) > a 2 ] + P [sup,^ B, > (¡ys^j+íy - j ) í * 2 - <*2)], 

d'où la conclusion. • 

Remarquons que la quantité h c 2 l o ^ ± ^ — \* égale à ^cj[^, est positive. 

5.1. Martingales locales à sauts majorés* Considérons le cas où X est une martingale locale 
de carré localement integrable, nulle en 0, à sauts majorés par un réel c. Dans ce cas, B est nul et le 
lemme précédent s'applique. 

Proposition 2. Soit X € Mfoc telle qu}il existe c > 0, vérifiant AX < c. 
Nous avons alors, pour tout ot,b,6,t > 0 tels que a2 < bc2 : 

P supXs>6 < eicp ( & » f ) ] + P [ W t > a 2 

En considérant ce résultat pour X et - X , il vient le 
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Corollaire 4. Soit X € Mfoc telle qu'il existe c > 0, vendant AX < c. Avec les notations ci-dessus, 
nous avons : 

P sup \Xt\ >S < 2exp ^6, + P [(X)t > a2} 

Le résultat suivant donné dans [SW]f p. 899 comme extension d'une inégalité de Freedman dans le 
2 

cas discret, est une conséquence immédiate de la proposition précédente pour b == ^ : 

Exemple 1. Soit X € M2

0C à sauts bornés par c : \AX\ < c. Pour tous 6,a,t> 0 ; 

IP [sup,< tX, > •*] < exp -¥ +P[(X)t > *'] 

5.2. Cas général. Lorsque les sauts ne sont pas majorés, l'utilisation du W-cumulant permet 
d'obtenir des résultats intéressants en contrôlant soit l'amplitude des sauts, soit les moments. 

Théorème 5. Soit X 6 Mfoc. 

Alors, pour tous a,tf, a,6,t > 0 tels que a2 < a2b : 

P [sup,^ Xs> ô] < exp [-* 

Preuve. . Notons X^ la semimartingale spéciale à sauts majorés par a : 

= X - xl {x>ay*fi = B + Xe + xl { x < a } - v), où B = -xl {x>ay ici/. 

De façon claire, nous avons : 

P [ s U P a < t X s > *] <P [sup 5 < t X] a ) > * ] ' + P [xl { x > a } * H t > 0] 

<P [sup,< tXia ) >ô\+P [sup5<t AX8 > a] 

La partie martingale Jlf M de X^ vaut X e H xl { r < a } • (fi — .i/) et donc : 

( I ) = ( M W ) + ^ l { x > f l } ^ > ( M W ) . 
En remarquant que le processus B est négatif, le résultat découle alors de l'application de la 

proposition 2 a 
En appliquant ce résultat à X et - X , il vient : 

Corollaire 5. Soit X € M2

0C. Alors, pour tous a, a,6, t > 0 teis que a2 < a2b : 

P sup \X8\ > 6 < 2exp [-* ( & , + 2P [(X)t > a2] + P sup \AX8\ > a 

Exemple 2. Inégalité de Kubilius-Mémin 
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Dans [KM], Kubilius et Mémin obtiennent une telle inégalité généralisant un résultat en temps 
discret de Haeusler [Ha], Ils considèrent la martingale JfM à sauts tronqués par a : 

Xe + xl {x<a} * (M - v) e t utilisent la surmartingale exp ^ A X ^ - ~-C - $(a)l {x<a}%r • Le 

théorème précédent pour b = &p permet de retouver immédiatement leur résultat avec une majoration 
légèrement plus précise : 

Corollaire 6. Soit X G M2

0C. Alors, pour tous a, 6, a, t > 0 

P [sup,<t \X9\ >ê}< 2exp [-¥ ( G , ¿ ) ] + 2IP [(X)t > a2] + IP sup \AXS\ > a . 

Comme précédemment pour les processus croissants, il peut être intéressant de ne pas être tenu 
de déterminer la probabilité des grands sauts P [sup,<t AXS > a], moyennant des conditions sur la 
mesure v compensatrice de la mesure de sauts /i de ï . Dans cette optique, nous avons le résultat 
suivant : 

Théorème 6. Soit X G M2

0C telle qu'il existe un réel positif K et un processus prévisible p vérifiant : 

pour tout m > 2, x m *i/ < —*-Km"2 (p2x2)*v. 

Si C désigne (Xe), alors, pour tous 6,b,t > 0 ; 

P supX8>6 <exp - A - J | ^ l - y Ç 7 ^ + P [max{(p2x2)*vuCt}>b] 

Preuve. . Des hypothèses de l'énoncé, il découle que pour tout A 6 [o> F [ : 

Comme />• X est localement de carré integrable, X appartient à S1. Nous pouvons alors majorer ainsi 
G 1 , A , pour max {(p2x2) •vt, Ct) <b: 

Considérant alors la fonction convexe H (A) : A h+ nous déduisons du théorème général que : 

P [su?s<tXs > 6)] < exp[-3fr(«)]+P [G}*(\s) > H(\6),m*x{(p2x2) *i*,C*} < b] 

+ P [max{(p2*2)*!/*,Ct} > b] 

< e x P ["* - # ( l - V 1 + V ) ] + P [max {(p 2 x 2 ) • i / , , ^ } > 6]. 

• 
Considérons enfin le cas particulier des martingales locales de la forme A • M, où M est une 

martingale locale de carré integrable et A un processus prévisible. Les sauts de M seront pris bornés, 
au contraire de A qui ne sera restreint que par une hypothèse d'intégrabilité convenable. 
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Théorème 7 . Soit M € M}oc telle que\AM\ < c. 
Considérons le processus : X = W • M, où W est un processus prévisible vérifiant : 
il existe \ Q > 0, il existe une fonction H convexe nulle en 0, il existe un processus Y localement 

integrable tels que, pour tout A € ]0; A0], $A (C\W\) • (M) < H (A) Y. 
Alors le processus X vérifie pour tout S, b > G : 

P supXs >6 <exp -yjLH(6) + P [Y > b] . 
[s<t J L J 

Preuve- • Notons M = M c + x • (// - v) et C = (M c ) . 
Sous les hypothèses de majoration ci-dessus, X appartient à Sw. En effet : 

$A (Wx) • v < $A (| * */ < [ £ $ A (c\W\)] • i/ < (c |W|) • (M) 

qui est localement integrable. 
Le W -̂çumulant Gw>x de M est donc défini et vaut : Gw*x = .^f^ *C + $\{Wx)*v. Nous avons 

alors les majorations : 

GW,X < A ^ i # C + ^ l W x { ( A ) ^ 2 ) . ( X 2 < ^ | W | C ( À ) ^ 2 ) # ( M ) < X # (A) Y. 
Soit 6 > 0 fixé. De façon claire : 

IP \GW*(A) > (A)] <P [<?^*(A)> £ # ( A ) ; y < 6 J + P [ y > 6 ] < I P [ y > 6 J 

par le choix de H. Le résultat est immédiat par application du théorème général. • 

Exemple 3. Inégalité de Van de Geer 

Dans sa pré-publication [VG], Van de Geer généralise un résultat sur les suites de variables 
aléatoires i.i.d. de Bernstein ([SW] p.855). Elle s'intéresse au cas particulier de notre étude où W 

ft m \ rt 
vérifie la condition / \Ws\

md(M)8 < —1 / p;d{M)$, m > 2, p prévisible. Sa démonstration 
Jo 2 Jo 

utilise la surmartingale exp(AX - $ A ( | W 1 ) • ( - & 0 t ) >
 e t aboutit à une majoration en exp (-2($î+b*))' 

L'application immédiate du théorème ci-dessus fournit une majoration plus précise en €~c pour 6 
grand : 

Corollaire 7 . Soit M € Mfoc telle que \ AM\ < c. Soient W et p des processus prévisibles, vérifiant : 

^\Wrd(M)s<fj\ld(M)a,m>2. 

Alors Je processus X — W • Jtf vérifie pour tout 6, b, t > 0 : 

P [sup,^ X, > ê] < exp ( -£ - £ + ^b{2cS + b)) + P [j*p\d{M)s > b] . 

Preuve. . Les conditions du précédent théorème sont en effet vérifiées : 

pour A € ¡0; \ [, nous avons : * A (c \W\) • (M) = £ (Xmcm) Egf • (M) < ^jè^ (P • M>> a v e c 

m>2 
H W - ^ ï = f e et y = (/>#M) € .4/oc. Comme la transformée de Young de J-ff = est 
f + ~ jèVK^ca + 6), la majoration est immédiate. • 
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6. SEMIMARTINGALES À ACCROISSEMENTS INDÉPENDANTS 
Soit w une fonction déterministe. Pour un processus X à accroissements indépendants, le triplet 

(B,C,v) est déterministe. Supposons en outre que X soit tel qu'il existe XQ > 0 vérifiant la condition : 

VA € ]0, A0] jf jT (eXw^x - 1 - Xw(s)x) du < oc (4) 

(l'intégrale étant localement intégrable, puisque v est déterministe). Alors Gw*x est défini et déterministe. 
Les théorèmes précédents ont alors une traduction simplifiée. 

L'application directe du lemme 3 à ZW(X) = eXvmX£~x (Gw^ donne, pour tout A G ]0,A0] : 

P [w • Xt > 6] < e~X6£(Gw'x)t, que nous écrirons : 

Proposition 3. Soient w une fonction déterministe et X une semimartingale à accroissements indépen
dants vérifiant (4)* Alors, pour tous 6,t > 0 : 

IP [w • Xt>6]< inf (e-xs£(Gw>x)t) 
A6]0,À0]

 V ' . 

L'énoncé suivant découle immédiatement du théorème 2 : 

Proposition 4. Soient w une fonction déterministe, X une semimartingale à accroissements indépen
dants vérifiant (4)- S'il H est une fonction convexe de UQ majorant Gf* (A), alors pour tous 6,t>0 : 

P ^sup w:Xa>6^< exp (~yH (6)). 

De façon analogue au cas général, si q est une fonction prévisible presque sûrement non nulle, nous 

pouvons affimer que si H est une fonction convexe de UQ majorant G? et Gt

 q , nous avons : 

Dans le cas où A est un processus croissant localement intégrable, alors A == B + s i {x>o} * " e s t 

déterministe. Le théorème 3 se traduit donc ainsi : 

Proposition 5. Soit À un processus croissant localement intégrable à accroissements indépendants, 
de compensateur Â. Alors, pour tous a,b,6,t > 0 : 

P [At > SÂt] < exp (-Ât ( l - 6+Uog6yj + P sup AA 5 > a 

Le théorème 5 dans le cas de martingales locales de carré intégrable se traduit alors en remplaçant 
6 par 6 (X)t et en posant a 2 = (X)t et b = ^ par : 

Proposition 6, Soit X e Mfoc. Alors, pour tous 6,a,t > 0 ; 

P supX9>6(X)t < ^ \ - ( X ) t v ( \ , i ) ] + P s u p A X 5 > o 
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Citons l'exemple suivant adapté de [LSJ, p. 354 : 

exemple 4. Considérons Y = W*09 oùW € Vi.b. est strictement stationnaire et vérifie : E [exp Wg] < 
oo. et où /3 est le mouvement brownien unidimensionnel standard. Alors ; 

IP [W • A > et] < exp yte [expW?]. 

Preuve. . Soit Gf ' A le ^-cumulant de (3. Pour t > 0, = TÎoWs4s = I / " ~ 

WA (l ( X2W2t\ 

de sorte que eG* ' < y Y exp ( — 2 ^ ) ^ * > a r a P P ^ c a ^ o n ^ e l'inégalité de Jensen. De la stricte 

stationnante de W, il découle que : IE eG^'* <E [exp ( ^ W ^ ) ] < 00, dès que ^ < 1. 

Pour tous 6, X > 0, il vient pat l'inégalité de Markov : IP [Yt > 6t] < e~AitIE [eXYt]. Or 

E [ e « ] =E ( e * X Y * £ ( G W ^ <E [zw(2A)]*E [s ( G W * X ) J 1 

par l'inégalité de Hôlder. Comme (2A) est une martingale locale, on déduit le résultat avancé des 
calculs précédents en prenant A = (2<)~2 • . 

Dans [SW] p. 569, figurent les inégalités exponentielles du Processus de Poisson standard suivantes, 
dues à Shorack : 

Exemple 5« Soit N un processus de Poisson unidimensionnel standard. Notons M la martingale 
définie par M% = Nt - t. Alors, pour tout t > 0 : 

• • p [ ^ s u p 0 < # < t ( M + ^ 0 < ¿ 

P sup0<a< t (Jlf-) > *] < exp [ -VÎ» (Vî, - * ) ] , 0 <" Í < v V 
où M+ et M" désignent les parties positives et négatives de M. 

Preuve. . Si /x est la mesure de sauts de A r et v son compensateur, alors M = x • (fi - 1/) ; le 
1-cumulant de M est donc : G 1 , A = $A (#) • ^ = t$A (1) = M> <luî appartient à J7o- Comme la 
transformée de Young de A t<fo (A) est $ (t,¿Vt) = v^* (\/t?*)> le résultat annoncé découle dé la 
proposition ci-dessus. 

Un calcul semblable conduit à la seconde majoration en considérant la martingale —M. • 

7. CAS DISCRET 

7.1. Généralités. Soit (Yn)n€V un processus discret ; il peut s'écrire sous la forme : Yn = Bn + Mn, 

où Bn = J2 E [AYfc I .T^-i] est prévisible et M une martingale. 

Nous noterons Y\¿ = exp (AAY¡t) et Y\¿ =E [exp (XAYk) | ^ i - i ] . 

Supposons que Y vérifiede plus la condition de type Cramer E [i^* < 00 dès que A > 0 est 

inférieur à un certain A0 > 0, alors $ A 0 ) *vn = £ IE [$A (AY*) | Fk-\] est localement integrable et 

/c=l 
le 1-cumulant de y , purement discontinu, s'écrit pour un tel A : 
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= \Bn + I F E [Yx,k - 1 - AAYj. | J F ^ ] = [Y*,* - 1 | ft-i] = E* (ft,* ~ l ) 

Pour 0 < À < son espérance peut se majorer ainsi par applications de l'inégalité de Jensen : 

s ' I ' M J = e ^ i S E N ^ » ' ç " E 1 ( E [ ^ - ] ) n ] 

Le lemme 3 s'écrit dans ce cas : P [Yn > 6] < H(\)e~X6+P ^ff?*.* >"iJ("A) . 

Or la méthode usuelle d'obtention d'inégalités exponentielles utilisant la fonction génératrice de 
moments s'écrit avec nos notations : 

P [Yn > 6] =P \eXY» > exs] < e-xsE \eXYA = e~X6E kf[Yx k , 
L J J [k=i ' J 

qui donne un résultat meilleur que celui du lemme 3 dès que l'on choisit H (A) > E eXYn . Cependant, 
la méthode du cumulant fournira en plus des majorations uniformes en n pour des processus croissants 
et des martingales en particulier. 

Nous allons préciser maintenant le cas des processus discrets à accroissements indépendants. 

7.2. Sommes de variables indépendantes* Considérons la somme des termes d'une suite (-X*)*€N* 

de variables indépendantes vérifiant les conditions de Cramer : E £c****| < oo pour tout À, pour tout 
k € N * . Nous noterons pour n € N * : 

- fin^n * e s moyennes et variances de X n , 

- S le processus défini par So = 0 et Sn = £ Xk pour n> 1, et X la variable aléatoire Xn = ~5 n . 

S est une semimartingale à accroissements indépendants, de décomposition canonique : Sn = 

mn + M n , où Mn = E {Xk - MIT) est une martingale à accroissements indépendants. Sa variation 
*=i 

quadratique prévisible vaut : (Mn) = J E |(X* - M*)2 I ^fc-i | = • D'après les généralités ci-dessus, 

le cumulant G* de S s'écrit quant à lui : G]>x = £ ^ kA** - n. Enfin son exponentielle de Doléans : 
k=i 1 J 

£ (<? l î A) = Ô E [eAJC* | ^ik-i] = n£=ï£ eA**] de sorte que la surmartingale positive Z(X) s'écrit : 
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Cas général. Les méthodes du cumulant et de la fonction génératrice de moments fournissent 
dans ce cas de suite de variables indépendantes le même résultat, à savoir : 

Proposition 7. Soit (Sn) un somme de variables aléatoires (Xk) indépendantes, satisfaisant la condi
tion de Cramer. Alors, pour tous 6 > 0, n €N* : 

P [*n > 6] < exp -nsup | À £ - log E [eXXktj } 

Preuve. . Conséquence immédiate du lemme 3 avec H (A) = ^ £ E \eXXk ^ qui majore 

S (^1,A) = FI E [eA**] en remplaçant 6 par n6. • 

Quand les Xk sont équidistribuées, on en déduit aisément le résultat classique suivant : 

Exemple 6. Grandes déviations pour sommes de variables i.i.d. 

Pour des Xk indépendantes identiquement distribuées, nous avons 

P [ ^ n > * ] <exp^-nsup{A£-lôglE [ e A * 0 ] } ^ . 

Notons J\ (x) = Xx - logE \exx°\ et J* (x) = sup J\ (x) (J* est donc la transformée de Cramer 

de ta loi commune des Xk)- Par l'inégalité de Jensen, E jeA*°j > eXfJ*, de sorte que J\(fio) < 0; pour 

x > po, si X < 0, nous avons alors J\ (x) < J\ (//o) < 0 et par conséquent, comme JQ(X) = 0, il vient c> 

J* (x) = supj\(x) dans ce cas. Nous obtenons bien que, pour 6 > fiQ, MogP Xn > 6 est majoré 
A>0 

par ° 

Exemple 7. Inégalité de Hoeffding 

Supposons les Xk à valeurs dans [0,1]. 

En remarquant que la convexité de l'exponentielle implique l'inégalité e*x < (1 - x) + xex pour 

x G [0,1], et donc J £ E \exx*] < £ f f E [l -Xk + Xke
x] < 1 - /i + fiex, la proposition 7 conduit à 

L J Ar=l L J 

la majoration : 
P [Sn - nu > Sn] < inf {exp -n (A (6 + fi) - log ( l - // + /xeA)) } . 

Après minimisations (cf [SW], pp.853-854), nous trouvons que P [\/^(^n - M) > <*] e s t majoré 

par e~ 2 5 2 si fi 6 ]0, | ] et par exp 2 / i f /^ si fi € [§, 1 [. • 

Si nous nous intéressons à sup 5*, alors le théorème 2 s'applique en remarquant que les fonctions 
k<n 

G)? sont convexes, sous la forme suivante : 
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pour tout n €N* : P sup Sk > S < exp (—yGi* (6)\. 

Du corollaire 2, nous tirons : 

soit q une fonction prévisible croissant presque sûrement non nulle; si S appartient à S* n <S~*, 

alors, pour tout n €N*, en posant Hn (A) = max < Gùq (A), Gn q (A) > : 

P h P f e < „ \ f o S k \ > s] < 2exp [~yHn (§)]. 

S U I T E D E V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S C E N T R É E S . Dans ce cas la suite (5 n ) est une martingale (et 
donc son cumulant est croissant) et le théorème 5 sur les martingales locales de carré intégrable se 

traduit ainsi, en remplaçant 6 par 6sn et en prenant a = sn et b == : 

pour tous a > 0 : 

P — supSk>S < e x p f ^ * f 4 v — ) 1 +IP|supX*>a (5) 

soit : P — sup5fc > 6 < exp -£ 2tf [ (%V > % I + P U P * * > a . 
Sn *<n J [ \ v a * / a*/J L^ n 

Ces résultats fournissent quelques améliorations d'inégalités exponentielles classiques, dont celles 
de Kolmogorov ([SW], p.855) et Bennett ([SW]> pp.851-858). 

E X E M P L E 8 . Inégalités de Kolmogorov 

L'étude de la fonction * (x2,x) sur chacun des intervalles ]0,1] et [1, +oo[ permet de continuer la 
majoration ci-dessus en : 

f T S2 ( 6a\] . ^ sn 

1 f 1 e x P ( 1 ~ « — ) S 1 * - — 
P ±supSk>6 <IP supXk>a +< , / V 3 5 » / J a Q 

L n ^ n -I J exp (21bg2 - 1) si S > ^ 

L û J a 
E X E M P L E 9 . Inégalité de Bennett 

L'application directe de la majoration (5) nous donne en remplaçant 6 par 6cr : 

P -4=supSfc >6 < e x p [ - n a 2 * ( ^ , ^ r ) ] + P supXk>a 
Vnk<n J 1 v V n / J

 ; . [k<n 

< exp f 4 r * 2 , — I +'P supXfc > a . • 
~ [ \a26 a J\ [k<n 

Le théorème 6 s'écrit : 

S'il existe un réel positif K et un processus prévisible (pn) vérifiant : pour tout m > 2, 

YA£\ E № 1 < ^ # m ~ 2 Efe? IE , alors, pour tout n 6N*, tout £ > 0 : 
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P « p S * > * <exp +
 . ° * * = | T e W № 

Exemple 10. Inégalité de Bernstein 

771 ! 

En particulier, supposons qu'il existe une suite (vn) telle que E [|Afc|m] < ~^-Km~2Vk pour tout 

entier k. Alors les conditions précédentes sont vérifées pour p\ = Comme 6 = X]jt=ï̂  [̂ î jfe] = 

°k 
Ylk^i vk> o n e n déduit en notant v = ~ ^fc=ï v * que : 

P - 7 = supS* > S < exp -Kn6 - 2nnv \ 1 - . /1 + '~z\ où « n = 
mVnk<n J [ V V K W J K 

ce qui étend et précise l'inégalité de Bernstein ([SW], pp.855). • 

7.3. U-statistiques. Soit (Xn) une suite de variables indépendantes distribuées selon la même loi 
de fonction de répartition F, et (!Fn) la filtration associée. Nous pouvons les supposer centrées sans 
nuire à la généralité du problème. 

Soit h une application symétrique de R2 dans R de carré intégrable. 
Si nous notons Un = hÇXijXj), pour n > 2, alors le processus U défini par Un = n / n

2 . 1 ^n 
l<i<j<n 

est une U-statistique de degré 2 sur (Xn), de noyau fc. 
Supposons qu'en outre vérifie une condition de Cramer : 

il existe A0 > 0 tel que, pour 0 < A < A0, E |e A M*iA) < oo, 

et notons alors pour 0 < A < Ao : 

- Ci (A, a?) =E [ e A / l № ) ] = j e

xh(*>y)dF(y), pour x ; 

- £ (A )=E [£ 1 (A,X 1 ) ]=E [e A M^i^ 2 ) ] = J e

xh(^dF (x)dF (y) ; 

- £ ( p , M ) = E [exp ( f A (A*,Xi))J, p o u r G k l * . 

Comme exp (AAZ4) = exp I A J2 h №> Ĵfe) I peut s'écrire exp I ̂  £ A (A - 1) h (Xi, y) J qui 

est majoré par £ ~ J2 exp [A (& - 1) h (Xi, Xk)], le processus exp (AAW) est intégrable pour 0 < A < 

^ - A q et le 1-cumulant Gx de U s'écrit dans ce cas : 

G A = £ E [ e x p ( A ^ ^ JT , J - (n - 1). 
*=2 A:=2 L \ «=1 • / 

Par application de l'inégalité de Jensen, il se majore ainsi pour A < : 

&n < £ rèïEE [e^-mx^U^] - (n - 1 ) = g ( l E Â (A*,X,)} - (n - 1) . 
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Par conséquent, ^zjGn+l peut être considéré comme moyenne de moyennes des variables aléatoires 

( £ 1 (Afc, X n)) n €y. i.i.d.. Intéressons-nous alors à exp ( < ? n ) : 

exp (<?*) < exp J V t / i S E J J e x p f ^ A ( A * , * ) } , 

de sorte que, par l'indépendance des £ 1 (A/s, X n ) : 

E [exp (<?*)] < £ fi E [exp { ^ A (AFC,-Y.-)}]. = S E # ( n - 1, *, A). 

Le lemme 3, après application de l'inégalité de Markov au dernier terme, et en remarquant que 
la fonction x *-* ex~a + e~x+h est minimale pour ex = et que son minimum vaut 2e" nous 
donne : 

P [Un > 6) = P [Wn > ^ r 1 * ] < e ^ e " * 2 ^ + E - F F W E [exp ( G A ) ] 

< 2 e x p j ^ A ^ * + n - ^ ^ 

soit en remplaçant A par : 

P [ 0 » > * ] < 2 « p - § sup {AÇJ + n - l - l o g f ^ V 

L ° < A < * o l L £ ï y J J . 

La méthode du cumulant fournit dans le cas général des U-statistiques des résultats assez complexes 
au vu de l'expression de £. Dans [Se], p.180, Serfling utilise une écriture de la U-statistique (Un) 
directement sous forme de moyenne de moyennes de variables aléatoires i.i.d.. Plus précisément, si n* 
désigne la partie entière de | , il considère Un = ~r W — j-̂ (n))i °ù ^ a sommation porte sur 

les permutations a de { l , . . , n } , avec W {x\,...,£n) = E M ^ t - i ^ t ) - Appliquant directement 

l'inégalité de Markov à e A C / n , nous obtiendrions la majoration : 

P [Un >6]< exp -n* sup {X6 - log (£ (A))} . 
L A < A o 

Cependant, notons que lorsque le processus U est croissant (par exemple quand h > 0), ou quand 
U est une martingale (en particuler, lorsque E [h (Xi, Xj)\Tj-i] = 0, pour tout i < j), la méthode du 
cumulant fournit la majoration uniforme : 

p[ 2 8upZ4>*| < 2 e x p f - i sup I A ^ + n - l - l o g f e ^ ^ f n - l , * , ^ ) } . 

k<n J L 0<À<Ao ^ L fc=l J J. 
Lorsque h est connu plus précisément, des majorations peuvent ère rendues plus simples. Par 

exemple, considérons désormais une U-statistique de noyau h vérifiant E [h(X{,Xj)\ Fj-i] = 43, pour 
tout i < j de sorte que U est une martingale. 
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- Dans un premier temps, supposons hÇX^X^) borné par le réel c. 

Dans [Se]y p.200, il est montre que pour une variable aléatoire centrée à valeurs dans [a, 6], nous 

avons pour tout A > 0 : IE \eXY] < é^TL'x2. Nous en déduisons que C\ (A, Xi) < eVA* pour tout 

i. Le processus € (Gx>) se majore ainsi : 

£ ( G X ) n ^ A ? E [ ^ W ' ^ k f c - i j ) < n e ^ ( * - a ) ' = exp (^Mn7i)(3n-i)), 

Comme la fonction majorante est croissante en n pour n > 2, il découle de la remarque suivant 

le lemme 3 que : P - ^ r a p W * > * < exp - i r f { s ^ A f - c 2 n ^ H 2 n ^ A 2 } ] . 

Le minimum est atteint pour A = ^n^i)*
 e t n o u s obtenons dans ce cas : 

P [ ^ E P % > * | < « p [ - ( ^ G ) ] . 
A:<TÎ 

- Considérons enfin h(x,y) = et les Jfn i.i.d. centrées, de moments d'ordre m notés fim pour 

m > 2. Nous noterons comme précédemment Sn = H ^ et poserons pour m > 2 = 

£ S™.La connaissance des 5 n , et donc des E^ % permet d'obtenir des majorations uniformes 

explicites. 

Dans ce cas particulier, AZ4 = J2 Xi%k = Sfc-i-X* et donc pour m, k > 2 : 
t=I 

La variation quadratique prévisible de W devient (Z/)n = •'= ^E^-i- Le 

corollaire 6 fournit alors la majoration : 

2exp [ - ( n - 1 ) » +2P [ ^ S ^ > a] + P fsup IS^JT*] > a =. 

Le théorème 6 s'écrit dans ce cas : s'il existe un réel K > 0 et un processus prévisible p tel que 
pour tout M,N > 2, E L M ) < fKm-2^p2

n^\ alors : 

p s 1 2 4 1 - ' ] - 2 e x p ! " ( n - 1 } ( * + * (* ~ \ A + f ê ) ) ] + 2 I P W A S Ï Ï i > »] 
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