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Theoreme ergodique multiplicatif. 

Produits de matrices aléatoires indépendantes. 
par 

Albert RAUGI 
IRMAR, Université de Rennes 1, Campus de Beaulieu, 

35042 Rennes Cedex, France 

Résumé. — Nous démontrons une version algébrique du théorème ergodique 

multiplicatif d'Oseledec réalisée avec une cohomologie de Lyapounov explicite. 

Dans le cas des produits de matrices aléatoires indépendantes nous donnons : 

un critère de séparation des exposants caractéristiques (plus général que celui 

donné habituellement) ; des conditions suffisantes pour la "Log-intégrabilité" de la 

cohomologie et une expression intéressante de la variance dans le théorème de la 

limite centrale. 

Abstract. — We prove an algebraic version of the Oseledec's multiplicative ergodic 

theorem realized with an explicit Lyapunov cohomology. In the independent case we 

give a criteria of séparation of the Lyapunov exponents, some sufficient conditions 

of "Log-integrability" for the cohomology and an expression of the variance in the 

central limit theorem. 

0· Introduction 

• N o t a t i o n s 

Nous notons G = GL(d, M) le groupe des matrices carrées d'ordre d, 
inversibles, à coefficients réels. Pour toute matrice g de G , nous appelons 0 < 
<*>d(g) < · · · < ai(ôO> l e s racines carrées des valeurs propres de la matrice définie 
positive fgg ; où fg désigne la matrice transposée de g. Nous notons I la matrice 
identité de G . Nous désignons par Κ = 0 ( d , M) le sous-groupe des matrices 
orthogonales, i.e. des matrices g de G telles que g1 g = fgg = I. Pour tout j Ç G , 
nous posons : 

\\g\\ = ax{g), et Q(g) = m a x { | | 9 | | , U^" 1 N> > 1. 

Nous désignons par ( Ω , ^ 7 ) un espace mesurable et par r une transformation 
bijective de Ω telle que r et r - 1 soient mesurables. A toute application L de Ω 
dans G , nous associons le cocycle matriciel, ( L n ) n € ^ > défini par : 

Lo = I; Vn > l , L n = L L ο τ - · - L ο r 7 1 " 1 et L _ n = L"1 ο Γ 1 · . · Χ " 1 ο τ ~ η ; 



en notant L 1 l'application qui à a; G Ω associe L(u) 1 . Nous avons alors les 
relations : 

V n , p G 2 Z , L n + p = L n Lp ο τ Λ . 

Les cocycles associés aux deux applications L et M de Ω dans G sont dites 
cohomologues, sur un sous-ensemble mesurable τ-invariant Ωο de Ω, s'il existe 
une application Φ de Ωο dans G telle que 

Vu; G Ω 0 , Μ(ω) = Φ " 1 ( ω ) 1(ω) Φ(τ (ω) ) 

et pax suite, 

Vn G Ζ,^ω G Ω 0 , = Φ"\ω) Ιη(ω) Φ ( τ η ( ω ) ) . 

Nous disons que la cohomologie Φ est de Lyapounov si 

Vu; G Ωο, lim - Log | |Φ ± Χ ( ^" (^ ) ) Ι Ι = 0. 
η—+±οο 72 

Lorsque l'on muni l'espace mesurable ( Ω ο , ^ 7 ) d'ime probabilité r-invaxiante İP, 
nous disons que la cohomologie Φ est iP-Log-intégrable si 

/ Log <3(Φ(ω)) Ρ{άω) < + o o . 

Dans ce cas, la cohomologie Φ est de Lyapounov sur un sous-ensemble mesurable, 
τ-invariant de Ωο· 

Soit M une application de Ω dans G . Appelons Ωχ le sous-ensemble mesurable 
τ-invariant de Ω constitué des éléments ω possédant les propriétés suivantes : 

i) V 1 < r < d, la suite (— Log αΓ(Μη(ω)))n>Q converge vers un réel noté 

7r(w) ; 

it) V 1 < r < d, la suite (— Log α Γ ( Μ _ η ( ω ) ) ) η > ( ) converge vers le réel 
Tif — 

-7< i+ i - r (w) ; 

« * ) Um - Log | | Μ ± 1 ( τ η ( ω ) ) | | = 0. 
η—•ioo η 

Les variables aléatoires réelles 7,·, 1 < i < <i, sont r-invariantes. Pour tout 
ω G Ω les réels 7 ΐ (ω) , 1 < i < d, sont appelés les exposants caractéristiques de 
la suite de matrices {Μη{ω))η^2Ζ ; üs vérifient les inégalités 71 ( ω ) > . . . > 7d(u;). 
Nous désignons pax s(ui) le nombre d'exposants distincts et par nj(u), 1 < j < 
s ( ω ) , les multiplicités de ces exposants classés par ordre décroissant. 
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Théorème ergodique multiplicatif 

• E n o n c é d u théorème ergodique multiplicatif. 

Théorème. H existe un sous-ensemble mesurable τ-invariant Ω2 de Ωχ sur lequel 
le cocycle (Mn)nç2Z Lyapounov cohomologue à un cocycle (Tn)n€Z tel que, 
pour tout ω 6 Ω2 : 

ï) la matrice Γ η ( ω ) est diagonale par blocs, constituée de s(u) blocs de 
dimensions rij(u>), 1 < j < s(u>) ; 

ii) lim — Log l^e,- Γ η (α ; ) | | = 7ί(ω) ; où { e ı , . . . , ed} désigne la base Cano
ri—•ioo fi 

nique de Md. 

De plus, il existe un réel C > 0 tel que, 

(*) Vn 6 ΊΖ,Ίω G Ω 2 , | | Γ η ( ω ) | | < C \\Μη(ω)\\ et \\ΤζΗω)\\ < C HJWf"1 (α.) | | . 

Pour toute mesure de probabilité τ-invariante IP sur (Ω, F), vérifiant 

I Log <9(Μ(ω)) άΙΡ{ω) < + o o , 
Ja 

nous avons İ P ^ ] = 1. 

Pour tout 1 < j < <i, posons Ω2 j = { ω G Ω 2 : s(u>) = j}. Nous obtenons ainsi 
une partition de Ω2 en d sous-ensembles mesurables τ-invariants. Sur chaque Ω2 j , 
I < j < d, le cocycle (Mn)n^ est Lyapounov cohomologue à j cocycles ayant un 

seul exposant caractéristique. 

Il existe de nombreuses démonstrations du théorème ergodique multiplicatif 

(voir par exemple [7], [10], [13], [17], [18], [20], [23]) mais elles ne montrent pas que 

la cohomologie est de Lyapounov. Dans [15], Margulis s'intéresse à cette propriété. 

II plonge le système dynamique initial dans un système plus gros (à tel point que 

tout cocycle devient cohomologue à un cocycle triangulaire) et la cohomologie de 

Lyapounov obtenue est définie sur le nouvel espace. 

Notre construction permet de travailler avec le système initial et d'expliciter 

la cohomologie. De plus tout est fait indépendamment de la mesure. Dans le cas 

de produits de v.a. indépendantes nous obtenons des conditions suffisantes pour la 

Log-intégrabilité de la cohomologie, propriété "plus forte" que celle de Lyapounov. 

• R é s u m é de la construct ion de Ω 2 et de la cohomologie Φ . 

Soit Θ = { r i , . . . , r m } avec ri < r 2 < · · · < r m un sous-ensemble de cardinal 
m de { 1 , . . . , d— 1 } . On appelle drapeau de type θ , tout m-uplet, ( Ï 7 r i , . . . , Urm), 

de sous-espace de Md tel que 

Vr G θ , dim Ur = r et Vr, s G Θ, r < s, Ur C Us. 
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Nous notons X>© l'espace des drapeaux de type Θ. Le groupe G = GL(d, M) opère 

sur l'espace de drapeaux. 

Considérons le drapeau canonique ee défini par Vr G Θ, Ur = [βχ , . . . , e r ] . 
Tout drapeau d de type θ s'écrit k · e e , avec k G K . Si on note K© [resp. 
Ρ θ ] le stabilisateur du drapeau canonique dans K [resp. dans G ] , l'espace des 
drapeaux D© s'identifie à K / K © [resp. G / P © ] . Nous notons m© l'unique mesure 
de probabilité K-invariante sur X>©. 

La construction repose sur le lemme suivant : 

Lemme Soit (gn)n>i une suite de matrices de G . Nous posons, pour tout entier 
> 1; Sn = gi · · · gn et nous supposons que 

1) VI < i < d, lim — Log α,· ( 5 n ) = ji ; 
n - H - o o η 

^ l i m s u p H ^ l l i ) < 1. 
η—•-f-oo 

Appelons θ Vensemble des entiers r de { 1 , . . . , c?— 1} tels que j r > 7 Γ +ι· Alors 
la suite de mesure (Sn · m © ) n > i converge vers une mesure de Dirac 8Q. 

La propriété énoncée ci-dessus, équivaut à dire, en notant 5 n = xn^nkn une 
décomposition polaire de 5 n , que la suite x n K © converge vers d. Elle est aussi 
équivalente à la propriété, mise en évidence, par Raghunatan [18], que la suite de 
matrices définies positives ( [ 5 η * 5 η ] 2^) n >o converge. 

En fait pour montrer que la cohomologie est de Lyapounov, nous démontrerons 

un résultat plus précis que le lemme précédent (Cf théorème (2.1)) . Ce résultat 

nous permettra aussi d'éviter le recours (désagréable) à des sections mesurables. 

1) Appliquons le lemme à la suite ( Μ η ( ω ) ) η > 0 , pour ω G Ωχ. La suite 
de mesures ( Μ η ( ω ) · m © ( u , ) ) n > ( ) converge vers la mesure de Dirac d'un certain 
drapeau d(u) de type Θ ( ω ) = { r G { l , . . . , d — 1} : j r > 7 r + i } . De l'égalité 
Mn = M Μη-ι ο r, il résulte que : 

M (ω). 0 ( τ ( ω ) = θ(ω). 

Choisissons une section mesurable s de l'application naturelle de K sur T>Q. et 
posons h(uj) = s(d((x>)). Nous obtenons alors une application mesurable h de Ωχ 
dans K telle que 

VCJ G Ωχ, A""1 (ω ) M (ω) Η(τ(ω)) · e©( u ;) = e © ^ ) . 

Autrement dit, pour tout ω G Ωχ, la matrice Τ ( ω ) = h"1 (ω) M (ω) / ι ( τ (ω)) 
appartient à Ρ © ( ω ) ( i.e. est triangulaire supérieure par blocs de dimensions η ; · (ω) , 
i < j < * M )· 

et V 1 < i < d, Um - Log Τη(ω)\\ = Ί ί . 
η—•+οο γχ 
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Theoreme ergodique multiplicatif 

2) Appliquons le lemme à la suite ( M _ n ( u ; ) ) n > 1 , pour ω G Ωχ. De la même 

façon, il existe une application mesurable / de Ωχ clans K telle que 

ou encore 
Γ\ω) Μ(ω) / ( r ( « ) ) € P ô ( w ) ; 

avec θ ( ω ) = {d + 1 - r T O ( w ) , . . . , d + 1 - Π ( ω ) } . 

Soit χ la matrice avec des " 1 " sur la diagonale secondaire et des "0" ailleurs. La 
matrice 

Τ(ω) = χΓ1(ω)Μ(ω)/(τ(ω))χ appartient à * Ρ Θ ( „ ) 

et VI < i < d, lim - Log | |*β*Τ„(ω)| | = 
η—Η-οο η 

3) Désignons par Ω2 le sous-ensemble mesurable de Ωχ constitué des éléments 
ω de Ωχ tels que : 

V r € 0 ( u ; ) , Δ Γ ( χ / _ 1 ( ω ) Λ ( ω ) ) φ 0 ; 

où, pour g G G , on note A r ( # ) le mineur principal d'ordre r de la matrice g. 

D'après ce qui précède, pour tout ω G Ωχ, il existe deux matrices ϋ(ω) et 
V(LJ) de Ρθ(α,) telles que : 

χΓ\ω) h(u) = χΓ1 (ω) Μ(ω)Μ~\ω)}ι(ω) 

= fU(u>) χΓΗτΗ) Λ ( τ Η ) ν(ω). 

Ce qui montre que Ω2 est r-invariant. 
Pour tout ω G Ω2, la matrice χ/"" 1 (ω)/ ι (α;) s'écrit alors, de façon unique, 

comme le produit d'ime matrice ξ(ω) triangulaire inférieure dont les blocs diag
onaux de dimensions η ;·(α;), 1 < j < θ ( ω ) , sont des matrices identités et d'ime 
matrice π (ω) triangulaire supérieure par blocs de dimensions 1 < j < 
En posant Φ(ω) = / ( ω ) χ ξ(ω) — h(u) 7 Γ _ 1 ( α ; ) on obtient que la matrice 

Γ ( ω ) = Φ ~ 1 ( ω ) Μ ( α ; ) Φ ( τ ( ω ) ) 

est diagonale par blocs. 
La classe modulo K©( u ; ) de Φ(ω) ne dépend pas du choix des représentants 

h(u>) et / ( ω ) . Il vient ||Φ|| = \\ξ\\ et l'intégrabiUté de Log | |Ρ(Φ)||, par rapport à ime 
probabilité 1P sur (Ω, T) équivaut à celles des logarithmes des valeurs absolues des 
mineurs principaux d'ordre r, r G Θ ( ω ) , de la matrice χ/"1(ω)Η(ω). (On observera 
que les valeurs absolues de ces mineurs sont indépendantes des représentants 1ι{ω) 
et f(u) choisis). De plus, la matrice ξ ne sert qu'à supprimer les coefficients 
n'appartenant pas aux blocs diagonaux de la matrice Γ et les blocs diagonaux 
de Γχ sont ceux de T. D'où les inégalités (*) annoncées. 
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• P l a n de Par t ide . 

Dans la première section nous introduisons les outils algébriques nécessaires 

et nous étudions minutieusement les propriétés de contraction des applications 

project i ves. La deuxième section est consacrée à la démonstration d'un théorème 

multiplicatif déterministe qui sera appliqué dans la troisième section pour établir 

le résultat. 

Dans la section suivante, nous illustrons la théorie en prenant l'exemple des 

produits de matrices aléatoires indépendantes. Nous énonçons un résultat concer

nant la Log-intégrabilité de la cohomologie. Nous en profitons aussi pour donner 

(sous forme de survol) un critère de séparation des exposants caractéristiques plus 

faible que celui donné habituellement ([2], [7]). 

La dernière section est consacrée à la démonstration de la Log-intégrabilité de 

la cohomologie dans le cas indépendant. Au passage nous obtenons une expression 

intéressante de la variance dans le théorème de la limite centrale pour un produit 

de matrices aléatoires indépendantes. 

1. P r é l i m i n a i r e s a l g é b r i q u e s 

• D é c o m p o s i t i o n s polaire et d'Iwasawa d u g r o u p e linéaire 

(1.1) Toute matrice g de G s'écrit sous la forme g = χ a(g) fc, où χ et k sont deux 
matrices orthogonales et a(g) = d i a g ( a i ( # ) , . . . , ad(g))-

Le couple (x , k) n'est pas unique. Si Cg désigne le centralisateur de a(g) dans 
K , nous avons g = χ c a(g) c " 1 V c G Cg, et on obtient ainsi toutes les 
décompositions polaires de g. En particulier lorsque a\(g) > · · · > dd(g) > 0, Cg = 

{ d i a g l i , . . . ,ed) : £,· = ± 1 } . 

(1.2) Nous désignons par Ν = N(d,JR) le sous-groupe de G constitué des 

matrices triangulaires inférieures à éléments diagonaux égaux à 1 et par A = 
A(d,M) le sous-groupe de G constitué des matrices diagonales à coefficients 

strictement positifs. Toute matrice g de G s'écrit de façon unique sous la forme 

9 = V(g) % ) *(flO> o ù V(g) e Ν , b(g) = d i a g ( 6 ı ( s r ) , . . . , & e i ( f l 0 ) avec, V 1 < k < 
bk(g) > 0 et K(Ç) G K . 

• Espace project i f 

(1.3) Nous identifions Md à l'espace vectoriel des matrices colonnes d'ordre d. Le 
groupe G opère de façon naturelle sur Md ; l'action d'une matrice g de G sur le 
vecteur u de Md est notée gu. On munit Md du produit scalaire canonique ( , ) et 
de sa norme euclidienne || || ; = ( £ ) f = 1

 uì)ly^> P o u r u = —? ud)-
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Théorème ergodique multiplicatif 

Pour toute matrice carrée M d'ordre d, on pose 

| | M | | = s u p { | | M u | | : u € l R ^ H | = l } . 

Nous avons V g € G , ||<7|| = « ı ( ^ ) . 
A tout élément non nul u de Md, nous associons la droite û = Mu de direction 
u. Nous appelons V(Md) = { ï ï : u 6 Md \ { 0 } } Γ espace projectif associé à Md. Le 
groupe G opère sur V(Md) ; l'action d'une matrice g de G sur la droite û de Md 

est notée g - u ( = 0ïï). 

• Contract ions de Pespace project i f 

(1.4) Définition. Une suite (gn)n>o de matrices de G contracte V(Md) s'il existe 

un vecteur non nul ζ de Md tel que toute matrice M valeur d'adhérence de la suite 
de matrices ( ^ n ) . soit de rang 1 et ait pour image la droite J = M z. 

\\9n\\ ~ 

Nous disons alors que la suite (gn)n>i contracte V(Md) en direction de ~z. En 
effet, si {ψ(η))η>1

 e s * une suite strictement croissante d'entiers telle que la suite 

de matrices ( . . . ) n > 1 converge vers une matrice M , alors pour tout u 6 JR**, 

n'appartenant pas à l'hyperplan ker M , la suite (g<p(n) · ^ ) n > i converge vers Έ. 

Les deux lemmes suivants mettent en évidence des comportements asymp-
totiques remarquables, en coordonnées polaire et d'Iwasawa, pour les suites con
tractantes. Certaines propriétés font intervenir le produit extérieur d'ordre 2 de 
Md ; le lecteur pourra se référer à la section (1.7), pour la définition de ce produit 
extérieur. 

(1.5) L e m m e . Soit (gn)n>o une suite d'éléments de G . Pour tout entier 
η > 0, désignons par gn = xna(gn)kn = xn d i a g ^ ( # n ) , a d ( g n ) ) K une 
décomposition polaire de la matrice gn. 

a) La suite (gn)n>o contracte V(Md) en direction de ~z G V(Md) si et 

seulement si lim — (gn) = 0 et lim χη'^ΐ =~z> 
η—H-oo αχ n—>+oo 

b) Lorsque la suite (gn)n>o contracte V(Md) en direction deJ£ V(Md), alors 
pour tous vecteurs u et υ de Md, 

y a(gnyxnu (u,z) α{9ηγχη{ν> Λ τ;) 
lim 7—τ— = ,, ,, ei et lim γ-— = U. 

η - - h o o aı(flfn) n - + o o ax(gn) 

Preuve. a) Nous avons 

ΤΓΠΤ = ν = Xn d iag( l , — ( g n ) , . . . , — (gn)) kn ; 
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qui admet des valeurs d'adhérence M de la forme χ diag(l , τ 2 , . . . , rd) fc, avec 
x, k G K et 1 > r 2 > . . . > rd > 0. 

Il s'ensuit que la suite (gn)n>o contracte V{JRd) en direction de Ί si et 
seulement si r 2 = . . . = rd = 0 et Im M = M xt\ = M z, ce qui prouve la 
première assertion du lemme. 

b ) Supposons que la suite (gn)n>o contracte V(Md) en direction de J. 

CL(CI 1 X"~^ÎZ 

La suite ( , — ^ — ) . Λ admet des valeurs d'adhérence de la forme MQU = 
V ai(gn) Jn^° _ 

diag( l ,0 , · · · , 0 ) x"xu avec χ G K tel que χ · t\ = z. En décomposant u dans 
(u z) 

la base orthonormée ( x e i , . . . ,χβ^), on obtient MQU = ' . ei, ce qui prouve la 
F i l 

première convergence du b ) . 

D'autre part, nous avons : 

a(0n)**n(u Λ υ) = ai(9n)aj(9n) ( u Λ υ , χ η ( β ; Λ e , ) ) ef- Λ e; ; 

d'où l'on déduit la seconde convergence. • 

(1.6) Lemme. Soit (gn)n>o une suite d'éléments de G qui contracte V(Md) en 

direction de ~z. Pour tout entier η > 0, désignons respectivement par 

gn = xn diag(ai(flr n ), . . . ,a r f (flr n )) kn et gn = ηη d i a g l i ( f l f B ) , . . . , bd(gn)) κη 

des décompositions polaire et d'Iwasawa de gn. 

a) Nous avons les convergences suivantes 

lim — (flfn) = % Τ Γ " ; 1ίΨ fcn«nleı = sign((*, e ı )) ei ; 

ei, pour tout j G { 2 , . . . d } , lim (gn) = 0. 
n—+00 αλ 

b) Si z n'est pas orthogonal à t\9 alors, 

b- z 
V 2 < j < d , lim τ 1 (gn) = 0 et lim ηηβχ = τ. 

Preuve. Nous avons 
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Les deux premières convergences de l'assertion a) résultent alors de la convergence 

de la suite -—r— vers .. „ ' βχ ( lemme (1 .5)) . 
a>ı(9n) \\z\\ 

D'autre part nous avons, pour tout entier 2 < j < d, 

(a(gnyxn(ei Λ e , ) , hnK^l{ti Λ e , ) ) = (b(gn)^n(e1 Λ e,-), ex Λ e,-) 

= h(gn) bj(gn) 

La troisième convergence du a) résulte alors du lemme (1.5). 

Lorsque ( β ι , ζ ) φ 0, pour tout entier j , 2 < j < d, les suites ( i / n ) ) n > 0 

tendent vers zéro d'après l'assertion a). 

D'autre part nous avons : 

n-H-oo ai(flrn) n - + o o ai(flrn) | | * | | 

et les coefficients des matrices ^ n ^ n ^ = restent bornés. Il s'ensuit que 
ai(Sfn) ||9n|| 

hm -—τ = lim {Knkn eueı) -—— ; 
n - + o o ai(gn) n - + o o v CLi{gn) 

car, pour tout entier ζ, 2 < i < d, lim ( /c n A:~ 1 eı, e,-) = 0., d'après l'assertion a). 
η—H-oo 

On en déduit que lim ηηβι = - . D'où le lemme. • 

• Produ i t s extérieurs de Md 

(1.7) Nous posons Σ = { 1 , 2 , · · · , d— 1 } . Pour tout entier r de Σ , nous notons / \ iR d 

Γ 

le produit extérieur d'ordre r de iR d . Un élément de y\ JRrf est appelé r-vecteur. Un 
Γ 

r-vecteur non nul qui s'écrit sous la forme u\ Λ · · · Λ ur pour des vecteurs u\,..., ur 

linéairement indépendants de Md est dit décomposable. Tout r-vecteur est donc 
une combinaison linéaire de r-vecteurs décomposables. 

Nous notons Cr l'ensemble des r-uplets { ( i i , . . . , i r ) · 1 < H < h < · · · < ir < 
d}. Nous mettons sur Cr l'ordre lexicographique noté ·<. Nous munissons l'espace 
vectoriel / \ Md de sa base canonique { e ^ Λ· · - A e t r : ( z ' i , . . . , ir) € ( C r , ^ ) } . L'espace 

r 

AJR- s'identifie alors à R d { r ) , avec d(r) = C^. 
r 

Nous munissons du produit scalaire ( , ) qui est induit, via cette 
r 

identification, par le produit scalaire usuel sur R d ( r ) . On sait que l'on a : 

(ui Λ · · · Λ ur, vi Λ · · · Λ v r ) = Det[(((u,-, U j ) ) ) ı < i , j < r ] -



On note || || la norme euclidienne associée à ce produit scalaire. 

Le groupe G opère sur /\ Md ; l'action d'ime matrice g sur un r-vecteur 
Γ 

décomposable u\ Λ · · · Λ ur étant définie par gu\ Λ · · · Λ gur. Nous notons /\g 
r 

la matrice de GL(c?(r),iR) correspondant à cette action. La matrice inverse de 
f\g est donnée par Λ ο""1· L)'autre part, considérons deux r-uplets ( ίχ , . . . , z r ) et 

Γ Γ 

(İı? · · · > j r ) de Cr. Le produit scalaire ( e t l A , . . . Λ e, r , (jre^ Λ . . . Λ flfejr) est égal au 

déterminant de la matrice extraite de g en conservant seulement les lignes z ' i , . . . , i r 

et les colonnes j i , . . . , j r . De même, le produit scalaire (tflfel-l Λ . . . Λ , Λ 
. . . Λ e J r ) est égal au déterminant de la matrice extraite de fg en conservant 
seulement les lignes j i , . . . , j r et les colonnes z ' i , . . . , z r . Les deux produits scalaires 
considérés sont donc égaux. Par linéarité, il s'ensuit que la matrice transposée 
(dans GL(d( r ) , iR) ) de f\g n'est autre que la matrice f\fg. 

r r 

Avec les notations de (1.1) appliquées au groupe linéaire GL(d(r ) , İR), nous 
avons 

α 2 ( Λ < ? ) = αΜ...αΓ-ι(9)αν+ι(9) _ α^Μ 
aı{/\9) aı(g)---ar-ı(g)ar(g) ar(g) 

Γ 

Pour tout matrice g de N , la matrice / \ g est une matrice triangulaire inférieure 
Γ 

dont les éléments diagonaux sont égaux à 1. Pour tout r G Σ , / \ %g {t\ Λ · · · Λ e r ) = 
Γ 

t\ Λ · · · Λ e r . 

(1.8) Notations: Pour tout multi-indice i — ( i ı , . . . , i r ) de C r , et toute matrice 
g e G , posons a,i(g) = a » ! ^ ) · · · ûtr(sO> ftt(âf) = ' ' ' K(g)i e t eî = e û A ' ' , A e » r -

Nous notons z r et j r les r-uplets de Cr définis par i r = (1 ,2 , . . . , r ) et 
J r = ( l , 2 , . . . , r - l , r + l ) . 

• Contrac t ions de V(/\lRd) 
r 

(1.9) Définition. Nous disons qu'une suite (gn)n>o de matrices de G contracte 
V(/\Md) s'il existe un r-vecteur z tel que la suite de matrices (f\gn)n>o de 

r r 
GL(d(r ) , -R) contracte V(/\Md) (identifié à V(Md(r))) en direction de z. Nous 

Γ 

disons alors que la suite (gn)n>i contracte V{f\Md) en direction de Ί. 
~ r 

Le lemme suivant montre que le r-vecteur z est nécessairement décomposable. 
Les résultats obtenus dans le cas particulier r = 1, s'étendent, sans difficulté, de 
la façon suivante. 

(1.10) Lemme. Soit (gn)n>o une suite d'éléments de G . Pour tout entier 
η > 0, désignons par gn = χη^η)Κ = xn d iag(a i ( f l f n ) , . . . , ad(gn)) kn une 
décomposition polaire de la matrice gn. 

10 
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Alors la suite (gn)n>o contracte V(/\Md) en direction deJE V(/\Md) si et 
r r 

seulement si 
a*((/\9n)) gr+1(gn) _ _ 

hm — - 7 7 r - = iim -—r— = 0 ei lim Λ xn · e,_ = z. 
n — + o o ai({/\gn)) n — + 0 0 ar(gn) n - > + o o r 

r 

Lorsque la suite (gn)n>o contracte V(/\Md) en direction de J G V(/\Md), 
™" r r 

α/οΓθ pour tout r-vecteurs u et ν de f\Md, 
r 

h"(9n) Λ * * « U / \ jr r \ ? / g 
α , Γ ( 0 η ) ~ ||z|| , r 

Λ α ( ? η ) Λ * χ η ( « Λ υ) 
ei Um — Ρτ—τ = 0 . 

( 1 . 1 1 ) Lemme. Soit (gn)n>o une suite d'éléments de G qui contracte V(/\Md) 

en direction de ~z. Pour tout entier η > 0 , désignons respectivement par 

gn = xn d iag(ai ( f l f n ) , . . . , ad(gn)) K et gn = ηη d i a g ( & i ( s r „ ) , . . . , bd(gn)) « n 

des décompositions polaire et d'Iwasawa de gn. 

Alors 

lim ^ \ = ; lim knK?elr = s ign«*, e , r » e, r ; 
n - + o o atr(gn) \\z\\ n - H - 0 0 

et, pour tout j € CR, j -< i r , lim ^ t r^n)°j(9n) _ Q z n>es^ ^ a s ort}i0g0nal 
„ - H - o o atr(gn) 

à e , r , alors, 

Vj G C r , i X î r , lim ΜΗ = 0 ei lim V n e t r = j - ï - r r . 

• C o m p a r a i s o n des c o m p o s a n t e s diagonales en coordonnées p o 

laires et d'Iwasawa 

( 1 . 1 2 ) L e m m e . Pour g e G et pour tout j G { 1 , . . . , d}} on a 

Τ Γ ~ Ϊ ~ = -Λ^τ = *è{g) < bj(g) < ai(g) = \\g\\. 
\\g ΊΙ ai(9 ) 

1 1 



Preuve. Les trois égalités sont claires. On remarque d'autre part que l'on a 

bj(9) = (tK(9)eji

tgej)<\\tg\\ = \\gl 

et 

( 1 . 1 3 ) Corollaire. Pour tout g G G, tout r G { 1 , . . . , d } et tout j = ( j i , j r ) £ 

Cr, nous avons : 

ad-r+i(g)ad-r+2(g) • · · ad(g) < bh(g) · · · bjr(g) < ax{g) · · · ar(g). 

Preuve. On applique le lemme précédent à la matrice / \ # , en notant que 
Γ 

α ι ( Λ # ) = aı(g)... ar(g) et ad(/\g) = ad+i-r(a)... ad(g). m 
r r 

( 1 . 1 4 ) Lemme. Soit g G G et g = x(g)a(g)k(g) une décomposition polaire de g. 
Alors pour tout r G { 1 , . . . , d}} on a : 

Log atr(g) + <j>r(kx(g)) < Log btr(kg) < Log atr(g)] 

où <f)r(k) = Log| ( e t r , Λ k etr ) |. 
r 

Preuve. La décomposition d'Iwasawa de fcgr donne 

btr(kç) = \\At(kg) e ,J | = | | Λ * ^ Λ * * C İ l -
r r r 

Nous avons donc : 

b t Il Λ ' M ' * * , Il 

£(%) - ^JpgT-
H A « ( / ) A ' * ( f i O A ' * 

r 22 21 
Il Λ «dl 

r 

( E i € C r « i ( f i 0 2 < e . , . A * A * ( f l r ) * i ) 2 ) è 

Γ Γ 

> K e . , > A * A * ( s ) < O I - • 
r r 

( 1 . 1 5 ) Lemme. Pour tout r G la fonction φΓ appartient à tous les 

espaces £ ρ (Κ, ΐ7 ΐκ) , ρ > 1, où m x désigne la mesure de Haar normalisée sur K . 

12 
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Preuve. 

Première étape 

Pour tout r G { 1 , . . . posons Ar(g) = ( e t r , / \ g etr). Nous montrons que 
r 

V < / € G , V r € { 2 , . . . , i } , | A r ( g ) | > Ι Δ ^ ^ Ι \(ger,ur(g))\; 

où ιχΓ(<7) est un vecteur norme appartenant au sous-espace Vr = 0 x < j < r -Ke t de 
JRd, orthogonal aux vecteurs g e i , . . . , # e r _ ı . 

Soient g ime matrice de G et r un entier de { 2 , . . . , c ? } . Appelons π Γ le 
projecteur orthogonal de Md sur V r . Si Δ Γ_χ(<7) = 0 alors l'inégalité cherchée 
est trivialement satisfaite. Nous supposons donc que Ar-i(g) φ 0 ; les vecteurs 
^rCfl^i), · · · >flv(<jrer_i) sont donc linéairement indépendants et le sous-espace de 
Vr orthogonal à ces vecteurs est de dimension 1. 

Pour tout i G { l , . . . , r } , appelons Si(g) le déterminant de la matrice 
carrée d'ordre r — 1 extraite de la matrice [ττΓ(<7βι), · · · ,Kr(ger-ı)] en suppri
mant la z-ème ligne. Le vecteur v(g) = Σ κ « Γ ("""-Ο 1 ^ ' ( f lO e% e s * orthogonal 
aux vecteurs gt\,... ,gfe r _i. En effet, au signe près, le produit scalaire (v(g),gei) 

est égal à Det [ π γ ^ ι ) , . . . , 7r r (f lre r - i) , 7r r(gre,)] = 0. Il s'ensuit qu'au signe près 

Nous avons alors : 

\Ar(g)\ = \Det [ π Γ ( ^ χ ) , . . . , 7 r r ( f l r e r - ı ) , 7r r ( ^e r ) ] | 

= \(ur(g),ger)\ \Det [ 7 r r ( ö f e ı ) , . . . , ^ ( ö f e r _ 1 ) , u r ( 5 f ) ] | 

= I M f l O , 0 e r ) | I K f l O I I 
> |(u r(flf) > Sfe r>| \6r(g)\ = \(ur(g),ger)\ |Ar_i(flr)|. 

D'où le résultat. 

seconde étape 

Nous montrons le lemme par récurrence sin: r. 

Désignons par Sd-i la sphère unité de Md et par σ^_ι la loi uniforme sur 
Sd_i. Pour r = 1, nous avons, pour tout ρ > 1, 

/ |Log | Δ ι ( * ) | | ' mK(dk) = / ^ { ( υ , α ψ σ ^ ά ο ) 

<C f |Log \cosd\\p αθ < + o o ; 
Jo 

pour un réel positif C. 



Supposons le résultat acquis pour r < q < d. D'après la première étape, la 

p-intégrabilité de Log | Δ ? ( · ) | est ramenée à celle de Log |(· e g , ı z g ( - ) ) | . Soit X ime 
variable aléatoire définie sur un espace probabilisé ( Ω , ^ , İP), à valeurs dans K de 
loi r r iK . Nous avons 

E[\Log \(Xe9,uq{X))\ \p] = İE[İE;[|Log (Xeq,uq(X))\ |» \ Χε^.,.,Χβ^]]. 

Soit ( v i , . . . , vq-i) un système de vecteurs orthogonaux de Md. La distribution 

du vecteur aléatoire Xeq sachant que Xt\ = v i , . . . ,-X"e g_i = vq-\ est la loi 

uniforme sur la sphère unité du sous-espace vectoriel de JRd orthogonal aux 

vecteurs v\,..., vq-\. Si bien que : 

iE[JE[|Log \{Xeq,uq{X))\ |*| Xtx = v u . . , I e ^ = vq-x]] 

= / |Log | ( v , e i ) | \p ad-q(dv) 
Jsd-q 

<C j |Log \cosd\\v d0 < + 0 0 ; 

pour un réel positif C ne dépendant que de la dimension d — q. D'où le lemme. • 

• D é c o m p o s i t i o n s semi-polaires d u g r o u p e linéaire 

(1.16) Notations. Soit Θ = { z ' ı , . . . , z m } avec ζ'χ < z 2 < . . . < i m un sous-ensemble 
de cardinal m > 1 de { 1 , . . . , d — 1 } . On convient que io = 0 et i m + i = d. 

Nous associons à Θ le sous-groupe de K : 

K e = {diag(A^, K 2 , . . . , tfm+1) : Vj G { 1 , . . . , m + 1 } , K j G O f t - ί,-_ι, JR)} , 

des matrices diagonales par blocs, les blocs étant des matrices orthogonales. 

De même on définit les sous-groupes suivants du groupe linéaire G : 

N e = {diag(JVi, N2ì..., i W i ) : Vj G { 1 , . . . , m + 1 } , Ν, G N f t - ί,·_ι, M)} ; 

G e = { d i a g ( G ı , < ? 2 , . . . , G r o + i ) : Vj G { 1 , . . . , m + 1 } , G , G G f t - ί,·_ι,M)} ; 

P e = G e ' N . 

Ce groupe s'écrit aussi sous la forme 

Ρ θ = G e ' N Q 

où 

(Ο) 
ΝΈ = 

(*) 
^ + 1 -«m ' 

14 
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Toute matrice g de G s'écrit alors sous la forme g = Ce(g)^ice(g)k2 où k\ G K © , 
k2 G K , Ce(flO e Γ % et c0(flr) = d i a g ( c 0 a ( # ) , . . . ,ce > ( i(flr)) avec VI < j < 
m + l , C 0 j t i - 1 _ | - i ( g f ) > . . . > c 0 j t j . (#) > 0. Le passage de la décomposition d'Iwasawa 
9 = v(g)Kg)K(g) à la décomposition Θ-semi-polaire se fait de la façon suivante : 

- on décompose η^) en produit de deux matrices Ce( f lOf©( f lO a v e c Ce(flO £ N Q 
e * £e(flO € Ν © . On notera que cette décomposition est unique et la matrice Çe(g) 
s'obtient en conservant uniquement les m + 1 blocs diagonaux de r/(flr). 

- on décompose ensuite en coordonnées polaires les m + 1 blocs de la matrice 
fe(flf) Kg) de G 0 . 
Les composantes Ce(g) et c 0 ( # ) sont uniques. Nous avons aussi 

9 = C&(g)kikce(g)k-lk2i 

pour toute matrice k appartenant au centralisateur de c&(g) dans K e ; on obtient 
ainsi toutes les décompositions Θ-semi-polaires possibles pour g. 

On observera que les décompositions polaire et d'Iwasawa sont les cas 

extrêmes des décompositions semi-polaires ; la première s'obtient en prenant θ = Σ 
et la seconde θ = 0. 

L'ensemble des matrices Ng- Ρ e est un ouvert de G constitué des matrices 
g dont les mineurs principaux, Δ Γ ( # ) = (e, r,/\<jr e , r ) , r G 0 , sont non nuls. 

Γ 

(1.17) Lemme. On a, pour tout g € G : 

Vr G Θ, ceitr(g) = btr(g\ 
IWf lOI I < \\g\\ Ι Ι ί Γ Ί ΐ ; I I T ^ H < \\g\\ | | < Γ Ί Ι ; 

||Ce(9)ll < C \\g\\2 h'1]]2 et \\ζ^(9)\\ < C \\g\\2 \\g^\\\ 

où C > 0 est une constante réelle indépendante de g G G 

Preuve. La matrice c®(g) s'obtient en décomposant chacun des m + l blocs de 

la matrice £ 0 ( # ) b(g) e n coordonnées polaires. D'où la première assertion. 

Nous avons 77(0) = g K~l(g) b~1(g). D'où l'on déduit : 

M g ) \ \ < \ \ 9 \ \ \\ο-\9)\\ < N I - 4 - 7 = h\\ ΙΙ<ΓΊΙ 

et h-l{g)\\ < \\b{g)\\ < «M ΙΙίΓΊΐ < IMI ΙΙίΓΊΐ· 

D'autre part, nous avons η^) = Ce(g)£e(g) où la matrice £ 0(<?) de N e 
s'obtient, à partir de la matrice η^), en conservant uniquement les m + 1 blocs 
diagonaux. Comme les matrices de N e normalisent le sous-groupe N Q , la matrice 



ξ θ

1 ( ^ ) s'obtient, à partir de la matrice η x{g)j en conservant uniquement les m + l 
blocs diagonaux. On en déduit qu'il existe C > 0, indépendant de tel que 

Us(9)\\ < C et \\&(g)\\ < C 

On en déduit que les matrices Ce(flO et C e H f i O o n * des normes inférieures ou 

égales à C I I ^ I H I T / - 1 ^ ) ! ! - • 

• Espaces de drapeaux 

(1.18) Nous appelons espace des drapeaux homogènes d'ordre r l'ensemble, noté 

2? r , des sous-espaces de dimension r de Md. Si U est un sous-espace de dimension 

r de lRd dont ime base est { u i , . . . , u r } , nous identifions U à la droite u\ Λ · · · Λ ur 

de V(/\rMd). L'espace des drapeaux homogènes Vr apparaît donc comme le 

sous-ensemble de l'espace projectif V(/\rM
d) constitué par les droites de /\rM

d 

associées uniquement à des r-vecteurs décomposables. C'est un sous-ensemble 

fermé de V(f\rM
d), qui est égal à l'orbite sous G de chacun de ses points. 

(1.19) Soit θ = { i l , . . . , im) avec ii < i 2 < · * · < im 1 1 1 1 sous-ensemble de 
cardinal m > l d e { l , . . . , < i — 1 } . Nous appelons drapeau de type Θ, tout m-uplet 
de sous-espaces de j R d , ( î / ^ , . . . , Î7i m ) , tels que : Vi G Θ, d imï/ , = i et V i , j G 
0 , i < j>Ui C Uj. Nous notons V® l'ensemble des drapeaux de type Θ. 

Lorsque θ est réduit à un entier r , on retrouve l'espace Vr des drapeaux 

homogènes d'ordre r. Pour chaque entier r de 0 , nous notons π Γ l'application 
naturelle de VQ sur VR. Nous appelons drapeau canonique de type θ le drapeau 
de défini par 

Vr G Θ, 7Tr(de) = ë^T. 

Le groupe linéaire G opère de façon naturelle sur les espaces de drapeaux de type 

0 . Le stabilisateur dans G du drapeau canonique d& n'est autre que le groupe 

Pe- L'espace î>e s'identifie donc à l'espace homogène G / P Q , OU encore à K / K e . 

Nous disons que deux drapeaux di^fy de VQ sont en position non sin

gulière si, pour tout r G Θ, les deux directions 7 r r ( ö i ) et π Γ(ο?2) de n e s o n t 

Γ 

pas orthogonales. 

• Contrac t ions des espaces de d r a p e a u x 

(1.20) Définition. Nous disons qu'une suite (gn)n>o de matrices de G contracte 
l'espace des drapeaux D e s'il existe un drapeau d tel que pour tout r G 0 , cette 
suite contracte chaque espace projectif V(/\Md) en direction de 7r r (d) . 

Γ 

Nous disons alors que la suite (gn)n>i contracte en direction de d. 

16 



Theoreme ergodique multiplicatif 

17 

(1.21) L e m m e . Une suite (gn)n>o de matrices de G contraete Vespace D© en 

direction d'un drapeau d, en position non singulière par rapport au drapeau canon

ique 3Q} si et seulement si pour tout(rJ)eQxCr,j ^ir, Um C e ^ n \ = 0 
n ^ + o o C 0 , , r ( 0 n ) 

et la suite de matrices ( ζ θ ( ί / η ) ) η > 1 converge vers une matrice ζ telle que ζ-θ& = d. 

Dans ce cas, pour tout r G Θ, la suite °Θ'>Γ (gn) converge vers un réel non 
nul. 
Preuve. 1) Si la suite de matrices (gn)n>o contracte l'espace De en direction d'un 
drapeau non singulier par rapport au drapeau canonique, alors, potu: tout r G Θ, 
nous avons : 

a) Hm ^I±İ%1 = 0 (lemme (1.10)) ; 

b ) la suite r/(gr n)e ï r converge (lemme (1.11)) ; 

c) l i m =

 l ^ ^ /

) ' ^ ^ 1 (lemme (1.11) ; notation évidente). 

Or ^gn)etr = (θ(^η )β , Γ et la convergence des suites C©(^n )e t r , r G Θ, 
équivaut à la convergence de la suite Ce(gn)- Soit r G Θ. Pour tout entier n > 1, 
désignons par gn = ζθ(ί7η)&ι,η£θ(ί7η)&2,η u n e décomposition θ-semi-polaire de gn. 
Les égalités 

Λ 9n Λ Ce(9n) Λ *l,n Λ ce(9n) Λ fc2,n 

K ) ΙΙΛ^ηΙΙ atr(9n) 
r 

et la convergence de la suite de matrices Ce( i7n) montrent que les valeurs 

d'adhérence de la suite de matrices diagonales ( ( û i r ( < 7 n ) ) Λ c&(9n)) sont de rang 
Γ 

1. Or on a : CQitr(gn) = btr(gn) (lemme (1.17)) et d'après la convergence c) la suite 

( (a» r (^n ) ) " 1 ce , i r ( f fn) ) converge vers un réel > 0. 

On en déduit que 
hm — — — r = 0, V j ·< z r . 

2) Inversement, les égalités (*) impliquent, sous les hypothèses réciproques, 

que toute valeur d'adhérence M de la suite —ir—- s'écrit 
Il / \ 0 n | | 

Γ 

r r r 

avec ζ € N @ , kx € Κ θ , c > 0 et k2 € K. 



Ceci montre que M est de rang 1 et son image est ζ · e t r . Autrement dit 
la suite (gn) contracte l'espace projectif V(/\Md) en direction de ζ · e^. D 'où la 

Γ 

réciproque. • 

2. Théorème multiplicatif déterministe 

Pour toute matrice g de G, nous appelons tij(g) le coefficient de la ligne i et 

de la colonne j de la matrice g. 

(2.1) Théorème. Soit (gn)n>o une suite de matrices de G. Nous posons Sn = 

01 ' * * 9 n zi nous supposons que 

limsup llflfn1!^ < 1 et Vi € { 1 , . . . , < * } , lim - Log a<(5 n ) = Ti · 
η — + 0 0 η - Η - ο ο Π 

Appelons Θ Vensemble des entiers r de { 1 , . . . , d — 1} iefo que ητ > 7 Γ +ι· 

Alors la suite de matrices (Sn)n>i contracte Vespace des drapeaux en 
direction d'un drapeau d. Pour tout k G K tel que le drapeau k · d soit en position 
non singulière par rapport au drapeau canonique de, nous avons : 

a) Vi € { 1 , . . . , d}, lim - Log c 0 ) i (kSn) = 7· ! 

b) la composante Ce(kSn) converge dans N_. vers une matrice (e(k) et l'on 

a, pour tout i,j G { 1 , . . . , d} : 

limsup MtfCfcSnXeC*))!» ^ e 7 , _ 7 i ! U m s u P M t f (*)Ce(*S»))|- < β*"*» 
n—•-foo n—H-oo 

et Um ì Log ||*eÄ Γ 1 ^ ) ^ = 7 i ; 

η—Η-οο η 

C) * - ^ θ ( * ) · ά 9 = 0 . 

Le reste de cette section est consacré à la démonstration du théorème (2.1) 

qui possède certaines similitudes avec le théorème 2.4 de [10]. Dans toute la suite, 

(<7η)η>ο est une suite de matrices de G, et nous posons Sn = g\ · · · gn. 
(2.2) Proposition. Supposons que 

V i G { 1 , . . . , d}, lim - Log a ; ( S n ) = 7; . 
η—H-oo n 

Appelons θ l'ensemble des entiers r de { 1 , . . . , d — 1} <e£s çue 7 Γ > 7 Γ+ι· 

18 
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Alors j pour m^-presque tout A; £ K , 

Vi G { l , . . . , d } , lim - Log bi(kSn) = lim - Log c 0 , i ( f c S n ) = 7 , · . 
T 1 - + + 0 0 n n—+oo n 

Preuve. Soit r un entier de { l , . . . , d } . Pour tout entier n > 1, appelons / n 

la fonction sur K définie par fn(k) = £ L o g ( 6 l r ( A ; 5 n ) ) . (Rappelons que, pour 

toute matrice 6 t r ( # ) désigne le produit bi(g) · · · br(g)). Soit 5 n = xna(Sn)kn 

une décomposition polaire de la matrice Sn. 

Pour tout k G K , nous avons, d'après le lemme (1.14), 

- L o g ( a , r ( S n ) ) + -<f>r(kxn) < fn(k) < - L o g ( a t r ( S n ) ) . 
η η n 

Pour obtenir la convergence mx-presque partout de la suite de fonctions ( / n ) 
vers le réel 71 + . . . + 7 r , il suffit de montrer que la suite de fonctions ( ^ r ( ' ^ n ) ) 
converge mK-presque partout vers 0. Comme φτ G Ι 2 ( Κ , τ η κ ) , ceci résulte de la 
convergence de la série 

Σ / ^r(kXn) mK(dk) = Ur\\l £ - L 
n>l J K n η>1 n 

D'où la première assertion de la proposition. 

Ecrivons θ = {1*1,..., r m } , avec 1 < r x < . . . < r m < d. Nous associons à Θ la 
partition de { 1 , . . . , d} en intervalles {«7/ : 1 < ì < q} suivante : q = m + 1 et pour 

1 < i < <JS Je = { r j - i + l , . . . , r * } , avec les conventions ro = 0 et r m + i = d. 

Le passage de la décomposition θ-semi-polaire à la décomposition d'Iwasawa, 

s'obtient par passage dans chacun des q "blocs", de la décomposition polaire à 

la décomposition d'Iwasawa. 

Notons le groupe des matrices diagonales par blocs défini pax 

K* = { d i a g ( / r i , . . . Jrt-r^Kitln+i-m · · - , - k - r m ) : K£ G 0(r£ - rt-UM)}. 

Ce groupe s'identifie à 0(r£ — r^_i , iR) . Nous notons m K ^ la mesure de Haar 

normalisée sur K / . 

D'après le lemme (1.14) appliqué aux différents blocs, nous avons, pour tous 

t G { 1 , . . . , G J*, κ G Ke et g G G, les inégalités 

(**) Log[c0 , r<_ 1 + 1(0) - - . ceM] + < L o g [ 6 r ^ 1 + i ( / c 5 f ) ) . . . bk(Kg)] 

< Log[c0 , r / . 1 +i(flf) - · · ce,i(flf)]. 

La fonction φ est définie, de façon analogue à la fonction φΓ du lemme (1.14), 
sın: 0{rı — r ^ , İR). Pour tout ρ > 1, elle est p-intégrable par rapport à m K ^ . Si 
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g = ^{g)k\CQ^g)k2 est une décomposition θ-semi-polaire de </, la matrice k\ de 
K e s'écrit par blocs d iag(fc ı f ı , . . . , k\iq) et on a défini x(g) comme étant le ^-ièrne 
bloc, kij , de fci. 

Montrons que, pour tout i G { 1 , . . . , d} et pour mK -p resque tout fc, 

lim / — Log bi (iïkSn) 7τικ (dn) = 7J . 
n _ + 0 0 y K ^ n t 

D'après la première assertion, pour tout κ G K*, on a ^ Log 6i(/cfc5 n) —• 7J , pour 
mK -p resque tout fc. D'après le théorème de Fubini, il s'ensuit que pour mK -p resque 

tout A;, on a 

— Log bi(KkSn) —r 7 i , pour m K - p r e s q u e tout κ. 
n 

Les majorations 

—oo < inf - Log ad(Sp) < — Log bi(K,kSn) < sup - Log aı(Sp) < + 0 0 
J>>! Ρ n p > i P 

permettent d'appliquer le théorème de convergence dominé. 

Par intégration en κ les inégalités (** ) , écrites pour g = kSni nous donnent 

1 l [ ~ 
-Log [ c0 , r , _ 1 + i ( f c5 n ) · · 'Cej(kSn)] + - φ(κ) m K (d/c) 
η n JKl « 

< - / L o g [ 6 r / _ 1 + i ( / c f c 5 n ) ) + . . . + bk(KkSn)]mK (Ac) 
n JKt

 1 

< - L o g [ c 0 ) r / _ 1 + i ( Ä : 5 n ) · · · c&ij(kSn)]. 
n 

En passant à la limite en n, on obtient le résultat voulu. • 

(2.3) Proposition. Soit Θ un sous-ensemble de { 1 , . . . , d — 1 } . Supposons que : 

limsup Wg^W» < 1 et Vi G { 1 , . . . lim - Log c 0 ) l ( 5 n ) = 7,·; 
Π - + + 0 0 n—+00 n 

avec V r ^ Θ, 7 r = 7r+i-

i) 5i pour ÎOÎXÎ r G Θ, j r > 7r+i, alors la composante Ce(Sn) converge dans 
N _ vers une matrice ζ& et Von a. pour tout i, j G { 1 , . . . , d} : 

limsup MtfCSOCe)!- < e ^ ' ; limsup Μ £ ^ θ ( £ . ) ) | ± < e ™ ^ ' 
n—•-foo n—*-|-oo 
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et lim - Log ||*e< C e r n i i = H-
n—H-oo η 

il) Si pour tout r € Θ , 7 Γ < 7 r + i , alors, pour tous i,j € { 1 , . . . ,d}, 

limsup |<»j (c0 (5 n )C0 (5 , n )cê 1 (5 n ) ) |n < 1 

n—•-foo 

et limsup |ii ̂ © ( S n X © 1 ^ ) ^ 1 ^ ) ) ! " < 1. 
n—H-oo 

Preuve. Ecrivons Θ = { r i , . . . , r m } , avec 1 < ri < . . . < r m < d. Nous associons 
à θ la partition de { 1 , . . . , d} en intervalles {Jt : 1 < i < q} suivante : q = m + 1 et 
pour 1 < ì < g, = { r j _ i -f 1 , . . . , r ; } , avec les conventions r 0 = 0 et r m + i = d. 

Remarquons que pour tout ζ G N _ , *t j ( C ~~ -0 e s * n u l pour z < j et, pour i > j , i 
et jf appartenant au même bloc J ,̂ 1 < ì < q. Les seuls indices à considérer 

sont ceux qui vérifient i > j et z, j appartiennent à des blocs différents. 

Pour tout entier n > 0, écrivons Sn = Ce(Sn)fci,nC0(Sn)fc2,n a v e c ^ι ,η € Κ Θ 

et &2,n G K . Nous avons 

Sn+1 = Sn^n+l = Ce(5'n)fcl,nC0(5n)A:2,n.?n+l-

D'où CeC n̂+i) = CeC^n)^! en posant 

Tn+1 = fcl,nC0(5n)C0(fc2,nyn+l)c01(5n)fc^Jl. 

D'après le lemme (1.17), 

1 2 -j 2 

limsup ||C©(^2,n^n+i)||" < lim sup | | 0 n + ı || « Ι Ι ^ ή + ı l l " ^ x -

n—H-oo n—•H-oo 

Posons Rn = ce(Sn)(Q(k2,ngn+i)cQ1(Sn). Nous avons 

Uj(Rn) = CQti(Sn)tij(Ce(k2,ngn+i))cQ]j(Sn) ; 

et pax suite 
limsup | < t J ( Ä n ) | " < e 7 ' - " » . 
η—»H-oo 

La "grandeur" de l'élément ti j(Rn) ne dépend que des intervalles J ,̂ 1 < ί < 
auxquels les indices i et j appartiennent. La matrice Tn s'obtient à partir de Rn 

pax conjugaison par une matrice de Κ Θ . Cette conjugaison "respecte les blocs" ; 
il s'ensuit que l'on a encore 

limsup \tij{Tn)\» < e 7 ' - 7 ' * . 
n—•H-oo 



On a donc, pour tout ε > 0 , il existe un réel C(e) > 0 tel que, pour tous n > 1 
et t , j 6 

Observons aussi que pour toutes matrices y\,... yq de N _ l e produit de 
matrices (yi — i") · · · ( y g — I) est nul. 

i) Supposons que l'on ait, Vr 6 Θ, ητ > 7 Γ +ι· Nous avons : 

= ( Ι + ( Γ η + 1 - / ) ) . · . ( / + 

= / + ...+ Σ ( T n + i l - I ) · · · ( T n + j ç - 1 - / ) . 
l<îi<...<i,_i<j> 

On en déduit que, pour tout ε > 0 , vérifiant qe < m i n { 7 r — 7 r + i : r G Θ } , il existe 
C'(e) > 1 , tel que, pour tous i, j G { 1 , . . . , d } , 

s u p | i i i (Cë 1 ( 5 ' n ) C 0 ( 5 n + p ) ) | < C { e ) e n ^ ~ ^ - ^ . 

D'où la convergence de la suite ( C e ( < S n ) ) n > 1 et l'inégalité 

limsup M C e ' C S O X e l * < e * » - ^ . 
n—•H-oo 

D'autre part, nous avons 

C ê 1 C e ( 5 n ) = p U m o T - i . . . T - +

1

1 

et, pour tout entier n > 1, 

Comme précédemment, on obtient l'inégalité 

limsup MCe'CeCS») ) !* < e ^ - w . 
n—•H-oo 

Enfin, nous avons 

l l ' c i C ^ H = | | ' β ί £ ^ β ( $ » ) * ι , » < * ( 5 „ ) | | . 

De ce qui précède, on déduit que, pour tout i,j € { 1 , . . . , d}, 

limsup | i i i ( C ê 1 C © ( 5 ' „ ) A ; i ) n c e ( 5 n ) ) | " < 
n—•H-oo 
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et par suite 

limsup ì Log H'eiCe^nll < 7i-
η—H- oo 71 

Mais, pour tout couple (y, z) G Ν_. χ G e , nous avons ||*e,j/j2r|| > ||*β,·ζ||. Par suite 

ire iCe^nl l > i r e i * i e „ c e ( * 5 n ) | | 

D'où l'on déduit que 

liminf -Logtfei&SnWZn. 
n—H-oo n 

Ceci termine la preuve de l'assertion i) de la proposition. 

n ) Supposons maintenant que Vr G Θ, 7r < 7r+i- Nous avons : 

Ce (Sn) = / + Σ ( Γ ΰ - / ) + ··.+ Σ ( Τ ή - / ) · · · ^ . , - / ) 
l<»ı<n l<i ı<. . .<ı ç _ı <n 

C5 1(5.) = /+ Σ Ή 7 1 - / ) + ...+ Σ (Ϊ ; ;^- /) · · ·^ : 1 - / ) . 
1<»ΐ<η l< t ı< . . .< ı ç - ı<n 

Comme précédemment on obtient 

limsup M < e ( S „ ) ) | ± < e ^ ' e t limsup |*iiCC©1 ( ^ « ) ) | » < e ^ > \ 
n—-H-oo n—H-oo 

D'où l'on déduit l'assertion ii) de la proposition. • 

Preuve du Théorème (2.11. Des propositions (2.2) et (2.3), il résulte que, pour 
mK -presque tout k G K : 

i) Vz G { 1 , . . . , d}, lim - Log ce,i (kSn) = ji ; 
n—H-oo n 

ii) la composante C e ^ S n ) converge dans N _ . vers une matrice C (& ) -

Du lemme (1.21), il s'ensuit que, pour mK -p resque tout A: G K , la suite de 
matrices ( & 5 n ) n > i contracte l'espace des drapeaux D© en direction de £(fc) · d©. 
Autrement dit la suite de matrices ( 5 n ) n > i contracte l'espace des drapeaux T>e 
en direction d'un drapeau d tel que 

k~lÇ(k) · de = d, pour τηκ — presque tout k G K . 

A cette étape de la démonstration, les assertions du théorème sont établies 

pour mK -presque tout k. Nous allons montrer qu'elles sont vraies pour tout A: G K 



tel que le drapeau k · d ne soit pas en position singulière par rapport au drapeau 

canonique. 

Soit k un tel élément. D'après le lemme (1.21), la composante ( © ( f c £ n ) 
converge dans N _ . vers une matrice que nous noterons C&(k) et 

( F i ) V r G Θ, lim - Log c©,, r (kSn) = 71 + · - · + 7r-
n—>+oo n 

D'autre part, des inégalités V < 7 G G , V l < r < d , 

Ι Ι Λ ^ ω ΐ Γ 1 IIAce(flf)||< ΙΙΛοΙΙ < \\/\Ce(9)\\\\Ace(9)l 
r r r r r 

et de la convergence de la suite de matrices Ce(kSn), il résulte que : 

(F2) V 1 < i < d, lim - Log ai (c© (kSn)) = 7,·. 
n — H - O O n 

Des relations (F i ) et ( F 2 ) , on déduit alors que, pour tout 1 < i < d, 

lim — Log c© j (fcS n ) = 7,·. La proposition (2.3) permet alors de conclure. • 
n—H -oo n 1 

3. Théorème ergodique multiplicatif 

Dans toute cette section, nous désignons pax : (Ω, Τ) un espace mesurable ; r 
ime transformation mesurable de Ω et M une application mesurable de Ω dans G. 
Pour tout entier n > 1, nous posons Mn = M M ο τ · · · M o τ η - 1 . 

• C a s général 

(3.1) Nous appelons Ωο le sous-ensemble mesurable, τ-invariant, de Ω constitué 
des éléments ω potur lesquels : 

i) les suites ( ^ Log α , ( Μ η ( α ; ) ) ) η > 1 , 1 < i < d, convergent vers des réels notés 

7 t H ; 

ii) les suites ( ì Log HM1*11 ο ΐ " η ( α ; ) | | ) η > ι converge vers zéro. 

Pour tout ω G Ω 0 , posons Θ ( ω ) = { r G { l , . . . , d — 1} : 7 Γ ( ω ) > 7 Γ + ι ( ω ) } . 
Nous appelons πι(ω) le cardinal de Θ(α;). Lorsque πι(ω) > 1, nous écrivons 
θ ( ω ) = { r i ( o ; ) , . . . , r m ( u ; ) ( a ; ) } , avec 1 < Γ ι ( ω ) < . . . < rm(u)(u) < d. On 
convient que, τ 0 ( ω ) = 0 et r m ( u ; ) + 1 ( a ; ) = d. On voit facilement que les applications 
ω —> 7 ί ( ω ) , i G { l , . . . , d } , ω —> θ(α;) et α; —» m (u;) sont mesurables et r -
invariantes. 
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Pour tout 1 < i < τη(ω) + 1, nous posons 

Vt(u>) = e P < _ 1 ( w ) + i < i < i JR *e,-. 

Pour tout 1 < i < τη(ω) + 1 et tout ω € ü 0 , nous avons (cf. notations (1.16)) : 

V m ( w ) + 1 ( a ; ) c . . . c y 2 ( a ; ) c V 1 ( a ; ) = JR<i ; Vt(ru) = Vt(u) 

(3.2) Théorème. H existe une application mesurable h de Ωο dans K telle que, 
pour tout ω G Ωο, la suite de matrices ( Μ η ( ω ) ) η > ι contracte Vespace des drapeaux 
2 ? θ ( α / ) en direction du drapeau Η(ω) · d Q { w y 

Pour tout ω G Ωο, la matrice h"1 (ω) M (ω) h{ru) appartient à P 0 ( w ) et pour 
tous l < t < πι(ω) + 1, u G Vt{u) \ V^x(u), 

~ L ° S \\uh'\u)Mn(u)\\ = Ί^{ω)(ω). 

Preuve. Nous appliquons le théorème (2.1). 

La suite de matrices ( Μ η ( ω ) ) η > ι contracte 2 ? θ ( α / ) en direction d'un drapeau 
9 ( ω ) . Des relations Vn > 1 , Μ η ( ω ) = Μ(ω) Μ " η _ ι ( τ ω ) , il s'ensuit que θ(ω) — 
Μ(ω) . θ(τω). 

Pour tout k G K tel que le drapeau k · θ(ω) soit en position non singulière 

par rapport au drapeau canonique, nous avons 

fc^CeMÎ^w) · dQ(u>) = d(u). 

Appelons V l'ouvert de K constitué par les matrices k telles que, pour tout 
r G { 1 , . . . , d — 1 } , Δ Γ ( & ) 7^ 0. De la compacité de K il résulte qu'il existe des 
matrices fc1?..., kp de K telles que K = k^lV U · · · U k~lV. On désigne alors 
pax : Ωο ı l'ensemble des ω G Ωο tels que le drapeau k\ · δ(ω) soit en position non 
singulière par rapport au drapeau canonique ; puis par Ωο 2 l'ensemble des ω G Ωο, 
ω £ Ωο ı, tels que le drapeau k2 -δ(ω) soit en position non singulière pax rapport au 
drapeau canonique et ainsi de suite... Nous obtenons ainsi une partition mesurable 
de Ω 0 . Pour tout ω G Ωο j , 1 < j < p , nous prenons pour h{u) la composante sur 
K, dans la décomposition G = K A * N , de la matrice ^ ^ ( © ( ^ ( f c ^ ü ; ) . 

Le résultat s'en déduit aisément. • 

La proposition suivante montre que pour toute probabilité İP sur (Ω ,^" ) , 
r-invaxiante et pour laquelle l'application Log Q(M) est intégrable, nous avons 
Ρ [ Ω 0 ] = 1. 
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(3.3) Proposition. Soit IP une probabilité τ-invariante sur (Ω,,Τ 7) telle que 

ì Log Q(M) F(du>) < + 0 0 . 
JQ 

Alors il existe des fonctions mesurables 7 1 , . . . , j d telles que la suite de 

matrices diagonales f £ Log a(Mn)j converge, IP-p.s. et dans Χ 1 ( Ω , ^ Γ , İP), 

vers la matrice diag ( 7 1 , . . . , 7<Î). 

De plus les suites ( ^ Log | | M ± : l 0 r n ( ^ ) | | ) n > 1 convergent vers zéro. 

Preuve. Soit r G { 1 , . . . , d}. Posons Wr = || Λ M n | | = atr(Mn). De l'inégalité 
Γ 

Log W r ( M n + p ) < Log Wr(Mn) + Log W r ( M p ) ο τ η 

et du théorème ergodique sous-additif ([12], [4]), il résulte que la suite de variables 
aléatoires (Log Wr(Mn))n>ı converge, 1P -p.s., et au sens de Χ 1 ( Ω , ^ " , İP). 
La dernière assertion résulte de l'intégrabilité de la v. a. Log Q(M). • 

(3.4) Lorsque le système dynamique ( Ω , ^ 7 , τ, İP) est ergodique, les applications 
7i> 1 < i < cf, Θ et m sont iP-p.s. constantes. 

• C a s inversible 

(3.5) Nous supposons que la transformation r est inversible, d'inverse mesurable. 
Nous posons 

M 0 = I et Vn > 1, M _ n = M"1 o r " 1 - M " 1 o r " n . 

Nous avons alors la "relation de cocycle" : 

M n + p = MnMpo r n , Vn,p G ^ . 

Nous appelons Ωι le sous-ensemble mesurable, r-invariant, de Ωο constitué des 
éléments ω pour lesquels : 

i) les suites (~ Log α ί ( Μ _ η ( ω ) ) ) η > 1 , 1 < i < <i, convergent vers les réels 

- 7 d + i - » M ; 

i i ) les suites ( i Log Μ ± 3 , ο τ _ η ( ω ) ) η > 1 convergent vers zéro. 

(3.6) Théorème. Π existe un sous-ensemble mesurable Ω2 de Ωι de IP-mesure 
1 et une application mesurable Φ de Ω2 dans G teh que, pour tout ω G Ω2 : 

i ) Vn G z£, /a matrice Τη{ω) = Φ - 1 ( α ; ) Μ η ( ω ) Φ(τηω) appartient à G 0 ( w ) ; 

i i ) lim Ì L o g ^ ( r V H I = 0 ; 

m) lim - Log Ν^Φ^ω) Μ η ( ω ) | | = lim - Log | |*βίΓ„(ω) | | = 7 < ( ω ) ; 
η—*·±οο π η—*±οο fi 
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En outre, il existe un réel C > 0 tel que 

Vu, 6 Ω 2 , Vn € Ζ, | | Γ η ( ω ) | | < C \\Μη{ω)\\. 

Preuve. 

Première étape. 

D'après le théorème ( 3 . 2 ) et la relation de cocycle , pour tout ω G Ω 0 , nous 

avons : 

- pour tout entier n G 2Z, ϊι~ι(ω)Μη(ω)}ι(τη(ω)) appartient à P @ ( u , r 

- pour tous £ G { 1 , . . . , τη(ω) + 1 } et u G V^(a;), 

lim - Log \\uh-\u)Mn(u)\\ < χ,ω)(ω). 

L e m ê m e théorème, appliqué à la suite de matrices ( M _ n ) n > 1 , nous dit qu'il existe 

une application mesurable / de Ωχ dans K telle que, pour "tout ω G Ωχ : 

- pour tout entier n G 2L, la matr ice /"1(ω)Μ^η(ω)/(τ^η(ω)) appartient 

à P . ; 

- pour tout ì G { 1 , . . . , πι(ω) + 1 } et tout u G V^(u>), 

l im - L o g \\ηΓ\ω)Μ-η(ω)\\ < - 7 r ( ω ) ; 
n—H-OO Π m(u/) + 2 - * V 

avec 
0(a;) = { c / - r m ( a ; ) , . . . , d - r 1 ( u ; ) } 

V » = ® ^ - r m ( „ ) + 2 _ > ) < i < d « 

A p p e l o n s χ la matrice de K définie par tij(x) — 6(i,d + 1 - i) ( symboles de 

Kronecker) . 

O n obtient, sur Ωχ : 

V n e i z , χ / - 1 ( · ) Μ _ η ( · ) / ( τ - " ( · ) ) χ e χ Ρ § ( . ) Χ = « P . ^ 

et W € { 1 , . . . , m + 1 } , Vu € !7*, lim Ì L o g | | u X / - 1 M _ n | | < - 7 ; 
n—H-oo Π 1 

OÙ Utiyj) = θ ΐ < ί < Γ < ( ω ) < e i -

Deuxième étape. 
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Désignons par Ω2 le sous-ensemble mesurable de Ωχ constitué des éléments ω 
de Ωχ tels que : 

V r € 0 ( u > ) , Δ Γ ( χ Γ 1 (ω) # 0. 

Des relations précédentes, il résulte que Ω2 est r-invariant (Cf Introduction). Pour 
tout ω G Ω 2 , la matrice χ/"1(ω)Η(ω) appartient à l'ouvert Ν _ . Ρ Θ de G . Nous 
écrivons χ/"1(ω)Η(ω) = ξ(ω)π(ω), avec ξ(ω) G N _ et π(ω) G Ρ Θ . 

Posons, pour tout entier n G 2Z, An = xf~xMnf ο τηχ. Pour tous entiers 
n , p G 2L, nous avons Λ η + Ρ = Λ η Λ ρ ο τ η . 

Puisque Λ η appartient à * Ρ Θ ( ω ) , écrivons Λ η = ζ θ ( ω ) ( Λ η ) Γ η , en posant 
( Λ η ) & 4 , η > a v e c ^ 3 , n , ^ 4 , n G K e ( u j ) . Pour tous entiers n , p G 

nous avons : 

( F 3 ) Γ η + ρ = Γ η r p O T n et C e ( u ; ) ( A n + p ) = ( θ ( α ; ) ( Λ η ) Γ η ( Θ ( α ; ) ( Λ ρ Ο Τ η ) Γ ^ . 

Soit ω G Ω 2 . Nous avons V n G S , α ( Λ η ( ω ) ) = α ( 5 η ( ω ) ) et les suites de 
matrices ( Λ η ( ω ) ) η > 1 et ( Λ _ η ( α ; ) ) η > 1 vérifient les hypothèses du théorème (2.1). 

La suite de matrices ( Λ η ( ω ) ) η > 1 contracte l'espace Τ>&{ω) en direction du 

drapeau χ/~ι(ω)1ι(ω) · δ θ { ω ) = ξ(ω) · 5 Θ ( α / ) . Il s'ensuit que, sur Ω 2 : 

ο) ( θ ( Λ η ) converge vers ξ ; 

b) pour tout i G { 1 , . . . lim — Log C 0 } , ( A n ) = 7; ; 
η—•+ oo η 

c ) v » , i € { i , . . . , d } , u m s u p i M C e 1 ^ « ) * ) ! * < e 7 ' " 7 j ' ; 
n — • + 0 0 

ί ί ) ν » , ; € { 1 , . . . , ί / } , 1 ΐ π ΐ 8 α ρ | ί 0 · ( Γ ^ θ ( Λ η ) ) | " < e ^ . 

La suite de matrices (χ Λ _ η ( ω ) ) η > 1 contracte l'espace des drapeaux V~ 

en direction du drapeau canonique. D'où, sur Ω2 : 

e) ζ~(χΑη) converge vers la matrice identité ; 

/ ) pour tout i G { l , . . . , d } , lim - L o g e - ( χ Λ _ η ) = -yd+ı-i ; 
n—»4-00 72 w , x 

c'est-à dire 
lim - Log ce,,- ( A _ n ) = - 7 i · 

n—*-f oo 72 

Cela dit nous avons, sur Ω2, 

Vn € ξ-'Αηξ ο τ η = Γ ^ β ί Λ » ) ^ ο τ " 

= Γ 1 α ( Λ η ) [ Γ η ξ ο τ " Γ ; 1 ] Γ η 

= Γ η ; 
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car, d'après les relations ( F 3 ) , ξ = ( θ ( Λ η ) Γ η ξ 0 τ Τ " 1 . 

Cette dernière relation, nous donne aussi 

t ° r n = r - V C A ^ r « et Γ 1 ο r " = Γ ^ Γ ^ Α » ) ^ . 

Des propriétés b), c) et d) ci-dessus, il résulte que : 

(FA) Vi , j € { l , . . . , d } , H m s u p | |^or n | |n < 1 et limsup ||Γ* ο r n | |» < 1. 
n—H-oo n—H-oo 

D'autre part, nous avons, pour n € 2L et ρ € İV, 

Λ η ο r~ p = ΛΙρ Λ „ _ ρ 

= r : ; c ê 1 ( A - î , ) C e ( A n _ p ) r n _ p . 

Par suite 

ζθ(Αηοτ-η = r z J C e H A - p J C e i A n - ^ r - , . 

D'où : 

= r : j c ê 1 ( A _ p ) r _ p r : p i r _ p ; 

Puisque 

Λ_ρ = Λ - ι Λ - ι ο r " 1 · - - Λ_ι ο τ " ( ί , _ 1 ) 

et VI < i < d, lim - L o g ( c , ( A _ p ) ) = —7i, 
ρ—•+oo ρ 

il résulte de la proposition (2.3), assertions n), que 

(F5) limsup ||e ο r̂-̂H - < 1. 
n — 0 0 

De la même façon on obtient 

(F6) limsup HC1
 o r - n | | n < 1. 

n—*-f 0 0 

En posant Φ = /ιπ""1 = / χ £ , on obtient alors la cohomologie voulue. On notera 
que l'assertion ii) du théorème résulte des inégalités (F4), (F$) et (FQ) précédentes 

et des relations Vn G ^ , 1 < ||Φ ο τη\\ ||(Φ ο r 7 1 ) " 1 ! ) . 

Enfin, le fait que Ω2 soit de İP-mesure 1, résulte de la proposition suivante. 

(3.7) P r o p o s i t i o n . Pour toute probabilité Ρ sur ( Ω , ^ " ) ; τ-invariante, pour 
laquelle Vapplication Log Q(M) est intégrable, nous avons Ρ[Ω2] = 1. 

Preuve. 



1) Nous montrons d'abord que Ρ [ Ω ι ] = 1. 
Compte tenu de la proposition (3.3), il reste seulement à montrer que la 

convergence, iP-p.s. et dans Χ 1 ( Ω , ^ ' , İP), de la suite de matrices diagonales 
( ^ Log α ( Μ _ η ) ) η > 1 a lieu vers la matrice diag (—7<i,... , —71). 

Or pour n > 1, nous avons 

M _ n = ( M „ 0 r - ) - » = (Κ ο τ-")-\α„ ο τ — ) - ' ( x „ ο τ " " ) " 1 

=(κ ο , - » ) - x d i a g ( a j ( M ; o r _ „ r . . . , ο ι ( Μ ; Ο Γ - η ) ) χ ( ^ ο ' - ) - * · 

D'où le résultat. 

2) Soit ω G Ωχ. Pour tout ί G { 1 , . . . , m ( u ; ) } , posons 

M » = Vt+l(u)h-\u) Π ^ ( u ; ) * / " 1 ^ ) -

Soit u G M , ( u ; ) . Nous avons 

| |u|| = \\ηΜη(ω)Μ-η(τη(ω))\\ 

avec des suites de v.a.r. ( ε η ) η > χ et (ηη)η>ι convergeant presque-sûrement vers 
zéro. La suite ( r7oT n )n> i converge donc en probabilité vers zéro. On en déduit que 
pour iP-presque tout ω G Ωχ, Μι(ω) est réduit au vecteur nul. 

On en déduit que, pour iP-presque tout ω G Ωχ, ΑΓ(χ/~1(ω)Η(ω)) φ 0, 
pour tout r G Θ ( ω ) . [ En effet, pour tous éléments x,k de K et tout entier r de 
{ 1 , . 

A r ( x _ 1 f c ) = 0 <S> Oet(({xei,kej))) i<i,j<r = 0 
Γ 

<S> 3 (αχ,. . . , a r ) € Mr \ {0},Σα* k e i e ®r+i<i<dlR xe-i 

0 i < i < r ^ keif]®r+1<i<dR xei φ (0) 

^ e ^ i ^ r ' e i f c - ' i R f l e r + ı ^ ^ / e ^ - 1 ! ? φ (0).] 

D'où le résultat. • . 

4 . Cas d'un produit de matrices aléatoires indépendantes. 

Dans cette section, nous traitons l'exemple d'un produit de variables aléatoires 

indépendantes. Les résultats résumés ci-dessous sont ceux de [8] et [9]. Travaux 
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qui font suite respectivement à ceux de Furstenberg [5] et ceux de Golsheid et 
Margulis [ 6 ] . 

Nous désignons par Ω l'espace produit et par Τ la tribu des boréliens de 
Ω. Nous appelons ( - ^ n ) n € ^ les applications coordonnées de l'espace produit Ω et 
θ l'opérateur de décalage sur Ω. Pour tout entier n G Xn ο θ = Xn+\. Nous 
considérons le cocycle (Sn)nç2Z défini par : 

So = I ; Vn > 1, Sn = X0 · - I n - i et S _ n = X f 1 · ·-X" 1 . 

Soit μ un mesure de probabilité sur les boréliens de G. Nous supposons que 
IG Q(Q) v(dg) < + 0 0 . Nous appelons 1P la probabilité produit ®χμ. La 
probabilité 1P est 0-invariante et ergodique. Nous notons 7 1 , . . . , 74 les coefficients 
caractéristiques du cocycle {Sn)n^z défini sur ( Ω , ^ , İP). Lorsque ces coefficients 
sont tous égaux, le théorème ergodique multiplicatif ne nous dit rien. Le but 
recherché est de donner un critère de séparation de ces coefficients. 

• Notions d'irréductibilité au sens faible. 

(4.1) Définition Nous disons qu'un sous-espace V , non trivial, de /\rMd est de 
type ( 5 ) si V admet i m e base formée de r-vecteurs décomposables et si V est 
contenu dans l'orthogonal d'un r-vecteur décomposable non nul. 

(4.2) Définitions. Nous disons qu'un sous-semi-groupe Γ de G agit de façon 
irréductible, au sens faible, sur / \ r s'il n'existe pets de sous-espace non trivial 
de f\r iR r f , de type ( 5 ) , stable par T. L'action de Τ est dite totalement irréductible, 

au sens faible, s'il n'existe pas de de réunion finie de sous-espaces non triviaux de 

/\rM
d, de type ( 5 ) , stable par T. 

Les notions d'irréductibilité et de totale irréductibilité, au sens fort, s'obtiennent 

en supprimant dans les définitions précédentes la mention "de type ( S ) " . Pour 

r = 1 les notions fortes et faibles d'irréductibilité coïncident. 

(4.3) Lemme. Soient Τ un sous-semi-groupe de G et H le sous-groupe fermé de 
G, engendré par T. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) Τ agit de façon totalement irréductible, au sens faible, sur f\rMd ; 
ii) Τ permute une famille finie de sous-espaces de type (S) de même dimension ; 

iii) H agit de façon totalement irréductible, au sens faible, sur /\rM
d ; 

iv) tout sous-groupe d'indice fini de H, agit de façon irréductible, au sens faible, 

sur Λ Γ JRd ; 
v) le groupe transposé tH du groupe H agit de façon totalement irréductible, 

au sens faible, sur /\r Md ; 
vi) il existe un r-vecteur décomposable u et une réunion finie, TZ, de sous-

espaces, non triviaux, de /\rMd, chacun orthogonal à un r-vecteur décomposable, 
tels que Tu = {tu : t G T } C ΊΙ. 



Tout groupe connexe agit de façon totalement irréductible, au sens faible, si 
et seulement s'il agit de façon irréductible, au sens faible. 

(4.4) Exemple Prenons d = 4 et appelons T le groupe simplectique, SP(2 , iR) , 
défini comme l'ensemble des matrices de GL(4, M) préservant la forme quadratique 
<Ê(z,y) = xıy2 + x2y\ — Z3 Ï /4 — X4J/3 sur M4. Nous avons T = {g G GL(4 , iR) : 
tgjg = J } ; où J désigne la matrice ^ ^ . Une matrice g de GL(4, M) ap

partient à Γ si et seulement si elle s'écrit sous la forme g — χ diag(e c , e d , e~ c , e~d) fc, 

pour des matrices x, A; appartenant au groupe K1 = SP(2, Μ) Π 0(4 ,2R) constitué 
1 A - 1 1 r / 5i 52 λ / cos 0 cos - s i n ö cos 77 \ 

des matrices de la forme , avec ai = I . Λ , •» et 
\—52 5 ι / γ sinö cos 0 cosö cos r/ y 

/ cos θ sin - s ino sin η \ , , . , r ro , , . , ν 
92 = I . Λ - Τ /ı · Ι, pour des réels c, a G İR, 0 , <p,T7 appartenant a 
* y sın 0 sin ^ cos 0 sın 77 y ' ^ 
[0,2π[. 

On voit facilement que les bi-vecteurs de {tei Λ te2 : ì G T } sont orthogonaux 

à ei Λ e 3 + e 2 Λ e 4 . On en déduit que T n'agit pas de façon irréductible, au sens 
fort, sur f\2 M4. 

Supposons que pour deux bi-vecteurs u\ A u2 et υχ A v2i on ait Vt 6 T, < 
u\ A u2,tvi A tv2 > = 0. Comme le groupe T est symétrique, nous avons aussi 
Vs, i G T, < sui A su2,tvi A tv2 > = 0. Tout vecteur norme u de M4 s'écrit kt\ 
pour une matrice k de K'. On en déduit alors qu'il existe deux vecteurs u et ν de 
M4 tels que Vs,i G T, < sei A θΐι,ίβχ Λ tv > = 0. A l'aide de la suite de matrices 
diagonales (diag(l , n, 1/ra, l ) ) n > 1 de T, on se ramène alors à des vecteurs u et υ de 
la base canonique. Ce qui signifie qu'il existe deux entiers i , j de { 2 , 3 , 4 } tels que 
pour tout g G T, le déterminant extrait de g en conservant les lignes 1 et i et les 

colonnes 1 et j est nul. Ce qui est manifestement faux. On vient donc de montrer 

que T agit de façon irréductible, au sens faible, sur / \ 2 M4. 

Comme le groupe T est connexe, T agit de façon totalement irréductible, au 

sens faible, sur f\2 M4. 

• Critère de séparation des exposants. 

(4.5) Théorème. Soit r un entier de Supposons que le semi-groupe 

fermé Τμ engendré par le support de μ agisse de façon totalement irréductible, au 

sens faible, sur /\Md et possède une suite contractant l'espace projectif V(/\Md). 
r r 

Alors nous avons j r > 7 Γ +ι· 

L'idée de démonstration est la suivante. Par un argument de martingale, 
emprunté à H. Furstenberg [5], on montre que pour iP-presque tout ω G Ω, la 
suite de (Sn(u))N>Q contracte l'espace des drapeaux homogènes Vr en direction 

d'un drapeau, ~ζ(ω). La loi ν de ce drapeau est l'unique mesure de probabilité μ-
invariante sur T>r et elle est "faiblement irréductible" ; c'est-à-dire que pour tout 
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sous-espace propre V de /\Md de type ( 5 ) , JP[z € V] = 0. 
Γ 

On en déduit que, pour tout k e K et pour P-presque tout ω G Ω, la 
suite ( & 5 η ( ω ) ) η > ο contracte l'espace des drapeaux homogènes Vr en direction 

du drapeau, k · ζ ( ω ) , en position non singulière par rapport au drapeau canonique 

ë77 de D r . Pour tout k G nous avons donc, iP-p.s. (lemmes (1.10) et (1.11)) , 

lim ^ ± 1 ί χ \ = Q et lim V 2" ( f c * n ) = 0. 

n—••foo ar η — • + 0 0 6 r 

Pour tout i G { l , . . . , d } , la fonction σ,· sın: Κ χ G définie par a^k^g) = 
Log bi(kg) vérifie les relations : 

V fc G K , Vflfı,flf2 e G , ai(k,gig2) = σ^ρχ)+ ai(k · gug2) . 

Nous avons identifié K à l'espace homogène N A \ G (i.e. k · #χ = K>(kgi)). 
Appelons F; la fonction sur K définie par Fi(fc) = j G a{(k,g) ß(dg). En 

utilisant la loi des grands nombres pour des accroissements de martingales de 
carrées intégrables, on montre, à l'aide d'une troncature, que la suite de v.a. 

(1[σ,·(*,5η) - Σ * Κ * · $ ) ] ) η > 0 

converge ; İP-p.s. vers zéro. 
Posons F = Fr — Fr+i. Nous avons alors : 

n - l 

V f c e K , lim V F(fc-Sj) = + o o , F-p.s. . 
η—>+οο ^—' 

et pour τρακ ® iP-presque tout (k,u) € Κ χ Ω, (proposition (2.2)) 

1 n-l 
(f2) lim - V F(k-Sj) = 7 r - 7 r + i . 

η—H-oo η ^—' 
j = 0 

De ( / i ) et (f2) il résulte alors ([1]) que ητ > 7 Γ +ι· 

(4.6) Dorénavant, nous supposons que le semi-groupe fermé Τμ agit de façon 
totalement irréductible, au sens faible, sur tous les produits extérieurs, f\Md, 

1 < r < d- 1. 
Pour tout sous-semi-groupe T de G , nous posons 

0 ( T ) = { r € { l , . . . , d - l } : i n f *±L(g) = 0}. 
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Nous notons Θμ l'ensemble θ ( Τ μ ) . Du théorème ( 4 . 5 ) , il résulte que θ μ = {r G 

{ 1 , . . . , d—1} : 7 r > jr+i}. En particulier θ μ est vide si et seulement si un conjugué 
xTx"1 de T est contenu dans K . 

( 4 . 7 ) Adhérence algébrique d'un sous-semi-groupe de G . 

Soit İR[£ı, l'anneau des polynômes à d? indéterminées. Nous désignons 
par η l'application du groupe linéaire G dans Md qui à la matrice g associe ses 
coefficients ordonnés par ordre lexicographique. 

Une fonction réelle S sur G est dite polynomiale si elle s'écrit S = S ο r/, avec 
S € . . . , Nous notons M[G] l'anneau des fonctions polynomiales sur G . 
Nous appelons degré de 5 6 M[G] et nous notons dg(S), le degré du polynôme 5. 
Pour tout entier n > 0, nous désignons par i R n [ G ] l'espace vectoriel des fonctions 
polynomiales sur G de degré inférieur ou égal à n. 

Pour tous χ e G et S e İR[G], la fonction LX(S) définie par Lx(S)(g) = 
So η{xg) est polynomiale. De plus dg(Lx(S)) = dg(S). Autrement dit, G opère 

(par translation à gauche) sur tous les espaces vectoriels i R n [ G ] . 

Soit T un sous-semi-groupe de G . Appelons X l'idéal de M[G] constitué des 

fonctions polynomiales sur G qui s'annulent sur T. Nous posons H = {x G G : 

V5 G J, LX(S) G J } . Puisque T est un semi-groupe, H contient T. 

Dans l'anneau des polynômes i R [ £ i , . . . , ^ 2 ] tout idéal est engendré par une 
famille finie de polynômes. Il s'ensuit que l'idéal X est engendré par une famille finie 
{Si : 1 < i < r} de fonctions polynomiales. Posons s = max{dg(Si) : 1 < i < r}. 

Χ Π M3[G] est un espace vectoriel de dimension finie et pour tout χ G G , Lx est 
une application linéaire bijective de iR[G] car Lx 0 Lx-i est l'identité de JR[G], On 
en déduit que H = {x G G : Lx (Χ Π JR 5[G]) = Χ Π M3[G]} ; ce qui montre que 
H est un sous groupe fermé de G . Ce groupe algébrique H est appelé Vadhérence 
algébrique de T dans G . En général, H est bien plus gros que le sous-groupe fermé 
de G engendré par T. 

Toute propriété sur un sous-semi-groupe T de G , s'exprimant par l'annulation 
d'une famille de fonctions polynomiales sur G , passe à l'adhérence algébrique H 
de T. C'est le cas des propriétés d'irréductibilité et de totale irréductibilité, au 
sens faible ou fort. 

Appelons Ημ l'adhérence algébrique du semi-groupe Τμ. Nous avons alors : 

( 4 . 8 ) Théorème. ([9]) 

i) Θμ = β(Ημ). 
ii) il existe y £ G tel que yHy"1 s'écrive K'A'K* ; où K1 est un sous-

groupe du groupe orthogonal et A' est un sous-groupe du groupe diagonal A pour 

lequel V r g θ μ , V g G A1, ^ ± 1 (g) = 1. 
a r 
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En particulier, de la première assertion du théorème, il résulte que Θ μ possède 
la propriété de symétrie suivante : r G θ μ d+l — r G Θ μ . 

Cela dit, appelons m le cardinal de θ μ et écrivons θ μ = { π , . . . , r m } . Nous 
convenons que r m + i = d. Nous avons : 

(4.9) Théorème. H existe une variable aléatoire Φ, à valeurs dans G, une 

suite de matrices (KN)N£2Z de Κ θ μ et des suites de réels strictement positifs 
( c , ( n ) ) n € ^ , 1 < i < m + 1, telles que, IP-p.s : 

i) V n G Sn = Φ d i a g i d i n ) / ^ , . . . , c m + 1 ( n ) / ^ r m ) ü i n Φ " 1 ο Tn. 

ii) V 1 < i < m + 1, lim — Log Cj(rı) = 7 r . . 
η—•ioo fi 

iti) lim - Log II Φ* 1 ο Γ " II = 0. 
η—+±οο π 

» » ) V l < i < d , lim - Log | | ' β ^ _ 1 5 „ | | = 7i-

Lorsque μ est étalée ou lorsque fG Qa(g) fi>(dg) < + 0 0 , pour un certain réel 

a > 0, alors la v.a. Log £?(Φ) est IP-intégrable. 

Preuve. Toutes les assertions du théorème, excepté la dernière résulte de [9], 

section (1.10). 

Appelons μ l'image de μ par l'application g —» lg et ν l'unique mesure de 
probabilité μ-invariante sur Τ>®μ. L'intégrabilité de la v. a. Log φ ( Φ ) équivaut à 
l'existence des intégrales 

/ / Log | Δ Γ ( ι χ _ 1 ι ; ) | v{du) u(dv) r G θ μ . 

La convergence de ces intégrales sous les hypothèses du théorème sera prouvée 

dans la prochaine section. • 

(4.10) Exemple Prenons le cas d — 4 et Τ μ = SP (2 , iR) . Nous avons θ μ — 
{ 1 , 2 , 3 } . Nous pouvons écrire Sn = xn d iag(a n , 6 n , α " 1 , 6 " 1 ) kn ; avec xn,kn G 
Κ1 = Κ Π SP (2 ,JR ) et an > bn > 1. Une décomposition polaire de la marche 
aléatoire Xn est alors donnée par Xn = xnm d iag(a n , δ η , δ " 1 , a " 1 ) m " " 1 ^ ; où m 

désigne la matrice ^ ^ j ^ , avec J 2 = ^ J ^ . On notera qua la matrice m 

n'appartient pas au groupe simplectique. Nous avons, iP-p.s. : 

a) lim — = 0 et lim — = 0 ; 
η—H-00 an n—H-oo 0 n 

b) la suite de drapeaux xnm · θ&μ converge. 
L'affirmation b) équivaut à dire que les vecteurs colonnes de la matrice xn 

convergent, au signe près; ou encore que les angles θη,φη et ηη associés à xn 

(Cf (4.4)) , convergent modulo π. 



5 . Variance dans le théorème de la limite centrale 

On sait que sous des hypothèses convenables, les composantes sur A, dans 

la décomposition d'Iwasawa G = NAK, des produits de matrices ( 5 n ) n > o vérifie 

un T L C . Le but de cette section est de donner i m e expression intéressante de la 

variance de la loi normale limite. 

Dans toute la suite on considère un entier r de { 1 , . . . , d} pour lequel le semi-

groupe Τμ agit de façon totalement irréductible, au sens faible, sur f\ Rd et possède 
Γ 

une suite contractant V(f\ Rd). Si μ désigne l'image de μ par l'application g tgi 
r 

alors le semi-groupe Τμ possède également ces propriétés. Nous supposons que 

fG Log Q(g) μ(άρ) < + 0 0 . 

Nous notons ν [resp. v\ l'unique mesure de probabiité /i-invariante [resp. μ-
invariante] sur les boréliens de Vr. Nous appelons 7 la somme Σ > = ι 7 j des ri
prendere coefficients caractéristiques de ( 5 η ) η > ο · 

Pour travailler avec des espaces homogènes à droite, nous sommes amenés 

à considérer les produits gauches Xn · · · X\. Nous introduisons les notations 

suivantes. 

(5.1) Notations. Nous désignons par : Ω+ l'espace produit GN ; par T+ la 
tribu des boréliens de Ω+ et par F la probabilité produit Θ ^ . μ sur Ω+ . Nous 
appelons (Xn)n>i les applications coordonnées de Ω+ . 

Soit 77 l'application de Ω+ x Vr dans définie par : 

η(ω,ν) = ( Μ , Χ ι ( ω ) · Μ , . . . , Χ „ ( α ; ) · · · - Χ ' ι ( ω ) · ΐ ΐ , . . . ) . 

Nous désignons par ( Z n ) n > o les applications coordonnées de l'espace produit 
et par θ l'opérateur de décalage sur T>^ . Pour toute mesure de probabilité λ sur 
les boréliens de XV, nous notons P\ l'image par η de la probabilité produit İP® λ. 
Si λ est la mesure de Dirac en x, nous notons ΊΡΧ la probabilité JP\. Pour toute 
mesure de probabilité λ, le processus (Zn)n>o est, sous iPx, une chaîne de Markov 
de loi initiale λ et de probabilité de transition Ρμ définie par 

ΡμίΜ = [ f ( 9 - μ{ά9) (u e Vr), 
JG 

pour toute fonction borélienne bornée / sur Vr. 

(5.2) L e m m e . Nous avons : 

i) Si h est une fonction borélienne bornée sur X>f̂  telle que Pßh = h9 v-p.s., 
alors h est v-presque sûrement constante. 

ii) Le système dynamique {V^ ,Ö,İP I /) est ergodique. 
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iti) Si f est une fonction continue sur Vr, alors pour tout u G Vr, la suite de 

1 7 1 

v.a. (- ^ f(Zn))n>i c o n v e r 9 e IPu-P-S- vers v(f). 
TX — 

k = l 

Considérons la fonction ρ sur G χ K définie par : 

p(g,k) = Log δ, Γ ( « (** ) ) = Log || Λ (<7*0 e , r | | . 
r 

Pour tous j 6 G , fcGKetxG K r , nous avons p(g^kx) = p(g,k). La fonction ρ 
est donc une fonction sur G x D r vérifiant les relations : 

Vflfi,flf2 € G,Vu G £V, p(sij2,ti) = p{g\,92'u) p(guu). 

Nous avons le résultat suivant ([5]): 

(5 .3) Lemme. Powr ioui u G Ί)τ, la suite de v.a. ( ì p(-X"n · * ' ^ ı ? u ) ) n > ı converge, 

Ρ-p.s., vers fG fVr p(g,u) μ ( ^ ) ι/(Αι) = 7· 

Preuve. La loi des grands nombres pour des accroissements de martingales permet 
de remplacer la suite de l'énoncé par la suite de v.a. sur V** 

é Σ / Ρ(9,Ζ>)μ(ά9))η>1. 

La convergence, JPu-presque sûre, de cette suite vers fG fv^ p(g, u) v{du) ß(dg) 

résulte alors du lemme (5.2), assertion iii). 

D'autre part, nous avons, pour m K ® iP-presque tout (u;, k) G Ω χ K , 

lim - p(Xn---X1,k)= lim - Log b^k^X, ·• • 4 X n ) 
n—H-oo n n—H-oo n 

= lim ì Log < * , , ( % · · · % , ) 

= lim - Log a t r ( X n · · · Χχ ) 
n—H-oo n 

= lim - Log a f r ( - Y i · · · Xn) = 7 . 
n—H-00 n 

D'où le résultat. • 

(5.4) Lemme. Pour tout g e G et tous x, k G K , 

avec <?>(&) = Log | ( e l r , / \ kelr ) \ , pour k G K . 

r 3 7 



Preuve. Considérons le réel A(x lfgk) = \(/\{x ltgk)etr, e , r ) | . Nous avons : d'une 
Γ 

part en prenant la décomposition d'Iwasawa ( G = K A * N ) de fgk 

A(x-Ugk) = btT(k-1g)\(Mx-\tg-k))etr,etr)\; 
r 

et d'autre part en prenant la décomposition d'Iwasawa du produit gx, 

A(x-Ugk)= btr(x-ug) \(/\((g • x ) " 1 ^ , e t r ) | . 
Γ 

D'où le résultat. • 

(5.5) Remarquons que la fonction φ vérifie les égalités suivantes : 

Vfc e K,VX e Kr^(xk) = Φ^χ) = <£(&). 

Posons, avec des abus de notations évidents, 

Vu e Vr, H(u) = - / ^ ( f c - 1 ! * ) * / ^ * ) . 

La fonction H est à valeurs dans [ 0 , + 0 0 ] et d'après le lemme (1.15), toutes les 

puissances de la fonction H sont ra/f-intégrables (On notera encore τηχ l'image 
de m κ dans Vr = K/Kr). Nous avons : 

(5.6) Corollaire. La probabilité v{{H < + 0 0 } ) est égale à 0 ou 1 et 

7 - # ( . ) = / ρ ( ^ . ) μ ( ^ ) - Ρ μ ^ ( · ) . 
JG 

Preuve. La deuxième assertion du corollaire (5.6) se déduit du lemme (5.4) par 

intégration par rapport à la mesure μ(dg) v(dk). 
Nous avons alors : H(x) < + 0 0 ο ΡμΗ(χ) < + o o . Il s'ensuit que l'indicatrice 

de l'ensemble {H < + 0 0 } est P^-sous-harmonique et donc Ρμ-harmonique, v-
p.s.. D'après le lemme (5.2), assertion i ) , cette indicatrice est i/-presque sûrement 

constante. • . 

Pour tout u G î> r , posons A(u) = fG p(g,u)μ(dg) — 7 . Nous avons 

n - l 

(5.7) Lemme. u(H) < H(u)+ liminf V P*A(u ) . 

Preuve. On montre (voir [8] Corollaire (5.2)) que, pour tout drapeau u de î> r , 
la suite de drapeaux aléatoires (Xn · · · X\ · ^ ) n > 1 converge en probabilité vers un 
drapeau aléatoire d de loi u. 
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Soient u G Vr et ( V > ( n ) ) n > i une suite strictement croissante d'entiers telle que 

Pt{n)H(u) = liminf P"JÏ(ti). 

Il existe alors ime sous-suite (φ(η))η>ι de la suite ( V > ( n ) ) n > i ) telle que la suite de 
drapeau (Χφ(η) · · * -Xi - u ) n > 1 converge, iP-p.s., vers d. 

La fonction — φ est à valeurs dans [0, + 0 0 ] et est continue sur l'ouvert 
{φ > — 0 0 } . Comme la loi u est faiblement irréductible, pour tout k G K , la 

suite ^ ( f c" 1 -X ' v (n ) · — Xi - u) converge, iP-p.s. vers ^( fc"" 1 Z) . 
D'après le lemme de Fatou, on en déduit que 

u(H) < liminf P?H(u). 

Des égalités 
n - l 

Vn > 0, p ; # = jy + 5^ P * A 

Ar=0 

il résulte alors que, pour tout u G Vr, 

n - l 

< H(u)+ liminf P j A ( u ) . 
n - H - 0 0 FC=O 

D'où le résultat. • 

n 

( 5 . 8 ) Corollaire. L'intégrale v{H) est finie, excepté si la suite ( ^ P * A ) N > 1 

converge, mj£-p.s., vers +00. 

Pour toute fonction borélienne positive ou bornée h sur î> r , nous désignons 

par £h la fonction sur G x Vr définie par : 

Çh(g, = p(g, y) - I p(v,u) μ(αν) + Kg-u)- ì h(y - u) μ(άν) ; 

JG JG 

et nous posons 

°l= ì ì th(9,u) "(au) μ(ά9). 

( 5 . 9 ) Proposition. Supposons que fG Log2Q(g) ß(dg) < + 0 0 et qu'il existe une 
fonction borélienne h sur Dr de carré v-intégrable telle que 

I ρ(ς,·)μ{ά9)-Ί = (I-Pß)h(.). 
JG 
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Alors, pour v-presque tout u G T>r, la suite de variable aléatoire 

converge en loi vers la loi normale centrée de variance σ\. 
Si en outre la fonction h est continue, alors cette convergence a lieu pour tout 

u G Vr. 

Preuve. Nous avons 

V g G G, p(flr, u) - 7 = \p(g, u) - [ p(g, u) μ{ά9)\ + ( J - Ρμ)Η{μ). 
JG 

D'où, pour tout n > 0, 

n 

p(Xn.-Xuu)-n>Y = hW-hiXn-'-X^^ + Y^Uj^u); 
j = l 

avec Uj(-,u) = ^{XjiZj-i 0 NOUS avons E\Uj(-,u)\Tj-i] = 0 ; où 
désigne la tribu engendrée par les v.a. X \ , . . . Les v.a. Uj(-,u) sont donc 
des accroissements de martingale. 

Posons Vn(-,u) = £ E j = ı J E 7 [ ^ j ( - ^ ) l ^ i - i ] - N o u s a v o n s 

n j = l J g 

Du théorème ergodique, via le lemme (5.2), assertion n), il s'ensuit que pour lP®v-
presque tout (ω , u), la suite (V n (u; , u ) ) n > o converge, vers σ\. Si h est continue, cette 
convergence a lieu, iP-presque sûrement, pour tout u G T>r, d'après le lemme (5.2), 
assertion iii). 

De même, pour tout ε > 0, la suite réelle 

^ Κ · > " ) 1 {1^(· ,«)1>*>])η>0 

converge, pour i/-presque tout u € T>r, vers fv fG l{çh>£}(g,u) μ(άς) u(du). 
Π s'ensuit que, pour tout ε > 0, la suite 

(£Ê J E J l E ; i ( - ' « ) 1 Î W ( - . . ) l > v ^ } ] ) » > o 

converge vers zéro, pour i/-presque tout u € Vr. Lorsque h est continue, ces 

convergences ont lieu pour tout u G Vr. 
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La proposition est alors une conséquence du théorème 2 de [3]. • 

n 

( 5 . 1 0 ) Proposition. Supposons que la suite de fonctions continues (̂ Γ̂  ΡμΑ)η>1 

k=o 
soit bornée dans Ki2{Vr,v) et ne converge pas, rn^'P-s-, vers +oo. 

Alors H appartient à E2(Vr,v). Lorsque fG L o g 2 Q ( # ) μ(</<7) < + o o , pour 
v-presque tout u Ç Vr, la suite de variable aléatoire 

^ ( Α · · ' Χ ι ^ ) - η 7 ) η > ο 

converge en loi vers la loi normale centrée de variance σ2

Η. 
n 

Si la suite de fonctions continues ΡμΑ)η>1 converge simplement sur Vr 

vers une fonction continue, alors, pour tout u € Vr, la suite de variable aléatoire 

converge en loi vers la loi normale centrée de variance σ2

Η. 

n-l 

Preuve. Pour tout entier n > 1, posons sn = ς Ρ*Λ·NOUS 

avons 
k=0 

fc=l 

D'après l'assertion iii) du lemme ( 5 . 2 ) , la suite ~ 5 n converge vers v(A) = 0. 

D'autre part la suite ^ Σ * = ι ^ e s * bornée dans J L 2 ( P r , v) et par suite il existe 
une sous-suite qui converge faiblement vers une fonction h de Eı2(Vr,v). D'où la 
relation Λ = (I — Pß)h. 

Nous avons alors Ρμ(Η + h) = H + h; c'est-à dire que la fonction H + h 
est Ρμ-harmonique. D'après le corollaire ( 5 . 8 ) , la fonction H est i/-intégrable. Du 

théorème ergodique, il résulte alors que, i/-p.s., 

1 n " " 1 

H + h= lim - Y PkAH + Λ) = v(H + h). 
k-Q 

Ce qui montre que H, comme h, appartient à i L 2 ( D r , u). 

Les dernières assertions de la proposition résultent alors de la proposition 

( 5 . 9 ) . 

Lorsque μ est étalée (i.e. qu'il existe une convolée μ*ρ non étrangère à la 

mesure de Haar de G) , Ρμ — ν est un opérateur de rayon spectral strictement 
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inférieur à 1 sur l'espace de Banach L^Vr, u). De la proposition (5.10) il résulte 

que v{H) < +00 et le théorème de la limite centrale est satisfait, pour tout u G Vr, 

avec la variance σ2

Η. 

Nous notons C(Dr) l'espace des fonctions continues sur Vr muni de la norme 
de la convergence uniforme || ||oo. Pour tout réel 5 , 0 < s < 1, nous considérons 

l'espace L3(Vr) des fonctions sur Vr lipschitziennes d'ordre s, muni de la norme 

Il ||s définie par : 

ll/ll. = " » . ( / ) + H / H « , 
OÙ 

m.(f) = s u p i ' ^ ' y :u,veVr,uï v} . 
o(u,v)s 

Du critère de séparation de la section précédente, on déduit le résultat suivant 

du à E. Lepage ([14]) : 

(5.11) Théorème . Supposons qu'il existe un réel a > 0 tel que fG Q(g)a ß{dg) < 

+ 0 0 . 

Alors il existe SQ > 0 tel que, pour tout s < SQ, Ρμ — ν est un opérateur de 

rayon spectral strictement inférieur à 1 sur l'espace de Banach L3(Vr). 

Lorsque fQ Q(g)a ß{dg) < +00, la fonction H est donc i/-intégrable et le 

théorème de la limite centrale est satisfait, pour tout u G XV> avec la variance σ2

Η. 
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