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A PROPOS D'UNE D E M O N S T R A T I O N 

D E K . T A N D O R I 

Michel W E B E R 

Université de Strasbourg 

Dans un article bien connu des spécialistes de la théorie des fonctions orthogonales 
[ T ] , K . Tandori démontre la proposition suivante 

Proposition A. ( [T ] , Hilfsatz p.249) Soit ( a„ , 1 < n < M) une suite de réels positifs. 
Soit ((pi,..., <PM) un système orthonormal d'un espace L2(X, fi) où (X, A, y) est un espace 
probabilisé. Alors 

2 M a2+ +a2 

max \ai<pi(x) + ... + a m ¥ > m ( : r ) | < C. log M. Y] a\ log - ï — ^ ~ > 

l - m - M 2,M tr{ a l 
où C est une constante universelle. 

Cette proposition améliore le résultat séminal de Rademacher-Menchov 

Proposition B. ( [ A ] , 2.3.1. p.79) Soit ( a n , 1 < n < M) une suite de réels positifs. 
Soit (</?i, . . . , <pM) un système orthonormal d'un espace L2(X, //) où (X, A, fj.) est un espace 
probabilisé. Alors 

2 M 

max \ai<pi(x) + ... + am<pm(x)\ < C . ( l o g M ) 2 . 
K m < M ~ f J 

où C est une constante universelle. 

Ces deux inégalités permettent d'obtenir sans peine par une technique de blocs, des 
critères pour la convergence presque sûre des séries à termes orthogonaux. 

Théorème A. ([T], Satz p.249) Soit (an)n>i une suite de réels positifs. Soit (<p n )n>i 

un système orthonormal d'un espace L 2 ( X , / x ) où ( X , A / z ) est un espace probabilisé. Sous 
la condition 

5^a | ( log fc ) ( log + - 5 - ) < oo, 
* > i a * 

la série ^2k>i Ck^Pk converge fx-presque sûrement. 

A M S Subject Classification 1985: P r i m a r y 60F99 , Secondary 28D99. 
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Dans l'énoncé précédent, on a posé 

{ x si x > e, 

1 si 0 < x < e. 

ThéorèmeB. ([A], 2.3.2. p.80) Soit ( a n ) n > i une suite de réels positifs. Soit ( < p n ) n > i 

un système orthonormal d'un espace L2(X,/i) où (X, A, / i ) est un espace probabilisé. Sous 
la condition 

] T a | ( l o g f c ) 2 < oo, 
k>l 

la série $3*>i c#Pk converge ^-presque sûrement. 

L'énoncé A est, dans l'absolu, strictement meilleur que l'énoncé B. I l suffit pour s'en 
convaincre de considérer l'exemple suivant: 

{ n'3 si k = 2 n , 

b\ sinon, 

où (pk)k vérifie Y^k^k p") 0 ° g ^ ) < 0 0 • O n vérifie facilement que 

J ] a | ( l o g A : ) 2 = oo, a£(logfc)(log + < oo. 
k>l k>l k 

Alors que la proposition A se démontre à l'aide du chaînage binaire classique, Tandori 
in t rodui t pour démontrer la proposition B, un chaînage binaire pondéré par les coefficients 
al, ceux-ci agissant comme des poids pour découper l'intervalle [ 1 , M ] . L'idée consiste en 
effet à scinder [1, M] en deux sous-intervalles suivant la position de la médiane de la suite 

( ] C z < n

a ? ' n — P u * s à répéter successivement la même opération à chacun des sous-
intervalles obtenus, en l'alternant avec le découpage binaire classique, de façon à conserver 
un épuisement exponentiel de l'intervalle [ 1 , M ] en sous-intervalles. La démonstration 
repose sur un argument combinatoire-clé explicité en (E), et qui est intéressant en lu i -
même. En effet, i l s'agit d'évaluer pour tout 1 < k < M , le nombre de sous-intervalles 
obtenus contenant k. Malheureusement, seuls les passages essentiels de la démonstration 
sont indiqués dans la preuve originale de K . Tandori. L'estimation (E) par exemple, 
est énoncée sans démonstration. Ayant passé un certain temps à chercher à obtenir 
une compréhension rigoureuse de la démonstration de cette proposition, et notamment 
de l'argument combinatoire-clé, i l m'a semblé utile de proposer une rédaction détaillée de 
la preuve de Tandori, afin d'en faire profiter le lecteur éventuel, en lu i évitant ainsi d'avoir 
à refaire le même travail. 
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Démonstration. 

Etape 1 : (Emiettement de l'intervalle [ 1 , M ] ) On suppose M > 3. Sans restreindre 
la généralité, on peut aussi supposer que 

M 

fc=l 
On pose pour alléger l'écriture 

ck = a\, k = 1 ,2 , . . . , M . 

Pour tous entiers 1 < a < 6, on note 

[a, 6] = { a , a + l , . . . , 6 } [a] = { a } . 

On convient que Ylie® = 0- On définit deux correspondances. 

S (césure): soit cr = E a < f c < 6 c f c et notons 

m = inf{fc > a : c a + . . . + ck > ^c r} , N = b-a + l. 

On distingue 3 cas: 

Cas 1: N = 1, a = 6; alors 5([a , 6]) = 5([a]) : = { 0 } . 

Cas 2: N = 2, a + 1 = 6; alors «S([a, 6]) = <S([a, a + 1]) : = {[a] , [a + 1]}. 

Cas 3: N > 3; alors on distingue deux nouveaux cas: 

(3 - a ) m = a (c a > ^cr); alors <S([a, 6]) = {[a] , [a + 1, &]}. 

( 3 - / 3 ) a < m < 6; alors a < m - 1 et 5([a,6]) = {[a, m - 1], [m, 6]}; et on 
observe que Efc € [a,m- i ] Cfc < 

P (division): on distingue 2 cas: 

Cas i : iV = 1 ou 2; alors V = S 
Cas 2: N > 3; posons m = a + [ ^ f 1 ] , alors 

P ( [ a , 6 ] ) : = { [ a , m - l ] , [ m , 6 ] } . 

On émiette l'intervalle de départ / = [1 , M] par composition successive et alternée des 
correspondances S et V: 

S —>VoS —>SoVoS —>VoSoVoS —•... 

Notations : 
-étape 0 : c'est I = [ l , M j . 
-étape 1 : c'est le résultat produit par l 'action de S sur I. 
-étape 2 : c'est le résultat produit par l 'action de V o <S sur I. 

(etc. .) 
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-pour tout k > 1. les intervalles produits à l'étape k sont notés 

Jji,...,jfc i l , . . - , 3k = 0 oui. 

On note (™>jli...jk)jl,...jk les points de divisions (i.e. les valeurs de la quantité m inter
venant dans la définition des opérations S et V) réalisées à l'étape k (k > 1). E t on 
pose 

La correspondance P va garantir un épuisement exponentiel de l'intervalle / ; l'exemple 
de la suite Ck = 2~ A \ k = 1 , . . . , M montre la nécessité de l ' introduction de V. Notons 
ici que cette suite est pourtant une bonne suite pour la convergence presque partout des 
séries orthogonales. 

Etape 2 : (Nombre d'étapes) Si à l'étape 2h. h > 1, on trouve encore un intervalle 
de longueur > 2; c'est qu ' i l est contenu dans un intervalle existant à l'étape précédente, 
lui-même moitié d 'un intervalle obtenu par V à l'étape 2(h — 1). Par suite, en remontant 
les étapes paires 

2h < M . 

I l n 'y a donc qu'un nombre fini d'étapes paires pour lesquelles on puisse trouver un intervalle 
de longueur > 2. Soit 2H la dernière étape paire; alors 2H < M. 
L'endettement de / est donc achevé au plus à l'étape 2H + 1. On a donc montré 

nombre maximal d'étapes < 2 l o g 2 M + 1 < 3 log 2 M . 

Etape 3 : (L'estimation-clé) Notons r^, 1 < k < M , le nombre d'apparitions de k 
dans les intervalles l < 3 1 o g 2 M . Nous allons établir 

rk < 10 (\og+ ~ + (E) 

Montrons comment conclure à l'aide de cette estimation. Notons 

Toute somme partielle peut s'écrire sous la forme 

a\(p\(x) + . . . + am<pm(x) = àix(x) + crili2(x) + . . . + onu...,ik(x). 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit 

k [ 3 1 o g 2 M ] 

|<M*) + < W * ) + • • • + *t l f...,i*(aO|2 <kJ2 \9ii^iÀx)\2 ^ 3 1 °ë2 M l^ i . - .< i (« ) | 2 • 

3=1 j = l 

Par suite 

[3 log 2 M ] 

m&x \al<pl(x) +... + am(pm(x)\2 <3\og2M V \àiu^Zj(x)\ • 
l<m<M L—: 
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E n intégrant 

2 [ 3 1 o g 2 M ] 

l™*M\ai(Pi(x) + • • • + am<Pm(x)\ < 3 1 o g 2 M ^ °% 
~ m ~ 2 ^ j = i leh, i k 

M 

= 3 log 2 M
 aïTi 

M 1 

< 3 0 1 o g 2 M ^ a ^ l o g + - 2 - . 

Etape 4 '• {Démonstration de Vestimation-clé) C'est la partie délicate de la démons
tration: le problème réside dans le contrôle des facteurs d'erreur inhérents aux "petits nom
bres" (voir exposition des cas dans ce qui suit). Introduisons aussi une notation commode: 

n fois 

n x 0,1 = OT̂TTO, 1. 

Notons le nombre d'apparitions de k dans les intervalles de la forme [l,ar], x > 1, 
produits par Pémiettement jusqu'à ce que 1 soit isolé. Pour évaluer r*, nous commencerons 
par évaluer r\. Nous distinguerons plusieurs cas. 

• > 3): Donc, i l existe au moins trois intervalles de la forme x > 1, 
différents et contenant k. I l existe par conséquent un unique entier j > 2 tel que: 

k e [ T 7 i J x o , i ?

m ( j - i ) x o a ] -

Nécessairement, 

< mo,i < mi < M. 

Et Ton a aussi 
k 

1=1 

On montre que pour tout entier a > 0 

<XaxO,l < 2 - ( 6 + 1 ) ( 7 0 , 

si a = 26 + 1 ou a = 26. Montrons-le dans le cas impair; dans le cas pair, le raisonnement 
est similaire. 

1 1 1 1 
<7ax0, l < < 7 ( a - l ) x 0 , l < 1^ {a-2)*Q,\ < • < ^ f c ^ l < ^ f c ^ l < Qb+Ï*70' 

D'où: 
k 

J > < a ( j _ 1 ) x 0 , i < 2 ^ 1 ( 7 0 < 2 ^ W 
i=i 
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En raisonnant suivant que m j x 0 . i = 1 ou > 1, on montre que = j ou j + 1. E t donc 
j + 1 >rl

k. D'où, 

k 

2 ^ » ^ Q < ( 7 O . (a) 

Mais quel que soit c > 3 entier, [§] log 2 > | . D'où Ton tire 

Notons l'intervalle résiduel dans lequel se trouve k à l'étape rj:. On a encore 

exp ( | r i ) < ( j 0 . (£) 

• = 2 Ou bien fc = 1, et donc rk = = 2. D'où (S ) directement. Ou bien 
1 < fc < M : comme on suppose M > 3, nous tombons dans le cas (3) de la définition de 
la correspondance S. Alors, ou bien m = 1, et dans ces conditions la césure S produit les 
intervalles [1], ] m , M ] . Mais comme = 2, cela implique nécessairement que k = 1, ce 
qui est exclu. Enfin si m > 1, la césure S produit les intervalles [1, m — 1] et [m, M], Donc 

€ [ l , r a - 1], et Ton sait que 2 / e [ i , m - i j Q < 5. 

I l en résulte ici aussi que Ylieu1 °i — ^C*e[i m-i] c* — 3- P a r conséquent, là encore 

(/3) est réalisée puisque 

e^2 ^ Q < 2 ^ ci < <r0. 

• r£ = 1 Alors /c apparaît dans [ 1 ? M ] seulement. En utilisant la définition de m 
dans la correspondance <S, on a m < k < M. 

a) - ou bien m < k < M ; alors Y^ieu* ci — ^2ie]mM] ci — 1- c e c ^ implique 

e*T" Yl Cl -
 2 S Q - <J°-

D'où 
b) - ou bien m = fc; on distingue encore deux sous-cas (cette situation correspond 

au cas où on étudie le nombre d'apparitions de 1 dans les intervalles de la forme [1 , z]) 
i) k + 1 = M ; alors rk = 3, cela correspond à ( [1 , M ] , [M - 1, M ] , [M - 1]) 
M) fc + K Af ; donc Card([k, M]) > 3. 

- ou bien le nombre d'apparitions de k dans les intervalles de la forme [fc, 2] est 
< 2: et alors rk < 2 + 1 = 3. Ic i encore. (E) est directement établi, car le processus s'arrête. 

- ou bien i l est > 3. On tombe alors dans le premier cas de figure. D'où, rk < 1 + c 

avec c > 3 et 2^ck < 1. 
On a donc ec(ck)

5 < 1; par suite c < 5log Le processus s'arrête, et l 'on a l 'estimation 

rk < l + 51og— < 5 ( 1 + log — ) . ( 7 ) 
Ck \ Ck ) 
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Par suite, le cas (T£ = l ) - b ) implique ( 7 ) . 

Seules les configurations (r£ > 2) et (T)J = l ) - a ) permettent de réenclencher le processus 
d'endettement. Notons Uk = [a,/3]. Pour compter le nombre d'apparitions de k dans 
les intervalles de la forme [a, z], a < z < f3, on opère comme précédemment. Soit rk ce 
nombre. Rappelons (/3): 

5^ ci < e x p ( - ~ r £ ) < 7 0 , 

M* 

et notons Uk l'intervalle résiduel correspondant. Dans les cas (rk > 2) ou (rk = l ) - a ) , on 
a 

Sinon, dans le cas (r£ = l ) - b ) , r f c < 3 + ou Tjt < r\ + c + 1 avec 2 [i c 'cfc < 1. Ceci 
implique 

r f c < 1 0 ( l + l o g - ^ . 

Soit r > 1 l'entier tel que l 'on puisse écrire 

rk = Tfc1 + . . . + r £ . 

Suivant que r£ tombe dans l'une ou l 'autre des classes de configurations, on aura soit 

exp(~Tfc).c f c = exp(ir f c

x + . . . + r £ ) . c f c < 1 =» rk < 51og-^-, 

soit 

exp(ir f c

1 + . . . + r [ - 1 ) c f c < e x p ( ~ r f e

1 + . . . + r [ - 1 ) £ Q < 1; 

Et rk < 3 + + . . . + r ^ " 1 ou r f c < ri + ... + rr

k~~l + c + 1 avec c > 3 et e°4 < 1. Donc, 
soit rk < 5 log ^ , soit rk < 3 + 5 log ̂  ou soit r f c < 5 log ~ + 5 log ~- + 1. 
En définitive, on a montré 

rk < 10 (k )g+ ^ + • 

• 
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