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I .0.1 

PREMIERE PARTIE : THEORIE LOCALE 

CHAPITRE I 

§ 0 . NOTATIONS 

Dans ce chapitre nous utiliserons les notations simplifiées suivantes : 

R : le revêtement universel de D . 

R' : le revêtement ramifié minimal prolongeant R au-dessus de 

l'origine de C . 

ft = R N χ D M - N . 

λ' » χ r m " n . 

ψ (resp. Ψ') : la projection canonique de (resp. ) sur <2) =(D) nXD m~ n 

Q q » f" 1 (0). (resp-

Nous supposerons avoir choisi un point de base X q dans D ftout point 
Q€R est alors la classe d'homotopie d'un lacet χ χ d'origine χ et d'extrémité 

ο 9 ο 
χ = ψ (Q) . La fonction logarithme est définie par la formule : 

iog. Q - I „ ^ 
X X Ο 

et pour toute matrice complexe A 
A 
Q =s exp. (A log. Q) · 

Nous avons : 
d Q A

 s £ Q A~ X dx où χ - ψ (Q) · 
Si A est une matrice triangulaire ayant une seule valeur propre a^O , on 

appelle détermination principale du logarithme de A et on note log* A la matrice 
définie par : 

log. A = 2 T T i p i + Σ (| - l) J , 

ρ étant le nombre complexe défini par : 
ρ 

exp. (2 π χ ρ ) = a avec 0 ̂  Re. Ρ < 1 , i = - 1 . 
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La matrice ( — - i) étant nilpotente, log. A est un polynôme en A vérifiant 

exp. (log. A) = A . 

Si A est une matrice complexe régulière, il existe une matrice inversible 

S telle que 

A 1 0 . . . . 0 \ 

1 f 0 A 0 . . . 0 \ 
A» S * S , 

\ y 

les matrices étant triangulaires à valeur propre unique et non nulle. On 

pose alors : 

/log. A1 0 . . 0 \ 

/ 0 log.A . . . 0 \ 
log.A=S S f 

\ o ^ · · log.A 

on vérifie encore que exp. (log. A) = A et que cette définition est indépendante 

de la représentation de A sous la forme S A 1 S. 

1 · PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES . 

A - Soit Ε un espace vectoriel de dimension finie q sur C « 

1 . a) Soit G ss (îij)1iS j £ n

 u n e f a ^ i l l e dfendomorphismes de Ε · 

Définition 1 . 

F „<àê Ε est dit stable par la famille G si F est 
stable par g . pour tout j = 1,2,·..,n . 

3 
Notons : a a r a j r 

P. (X) = (X - a!) j' 1 (X - a2,) J'2 ... (X-a. j) ' J 
J J J J 

le polynôme minimal de 11endomorphisme g. · 
3 
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Soient : 
- E K = Ker (g. - a k I) j' k I : identité , 

J J J 

- ® n : l'ensemble des applications s de { 1,2,...,n } dans V telles 
que 

a) 1 * s ( j ) * r j = 1,2,...,n 
u 

b) E S , E ^ > η E 2
s ^ ... η * ίο} . 

Définition 2, 

La famille ( E

s) s£ g sera appelée famille de sous espaces vectoriels adap 

tée à G et chaque E^ *sera appelé sous espace vectoriel adapté à G · 

b) Supposons les endomorphismes de la famille G deux à deux permutables. 

Proposition 1 , 

Lyespace vectoriel Ε est somme directe de la famille de sous espaces vec 
toriels ( E

s) sç Q · Chaque sous espace vectoriel E G est stable par G et  
pour tout j = Ι,^.,.,η , la restriction de g. à Ε admet aSS^ pour seule  
valeur propre« 
Pour la démonstration voir par exemple [12] chap. IV · 

Proposition 2, 
Il existe une suite strictement croissante 

ο 1 2 q 
de sous espaces vectoriels de Ε stables par G · 

Démonstration. 
Elle se fait par récurrence sur la dimension q de Ε * Pour q * 0 , la 

proposition est évidente ; supposons la vraie pour tout espace vectoriel de dimension 
inférieure ou égale à q - 1 . Soient (g*)1 ̂  , ̂  , les endomorphismes trains-

3 3 ^ 
posés des g. 

J 
g* (x*) (x) . x* (g (x) ) 
J J 

pour tout x € Ε et tout x*€ Ε * (dual de Ε ). 
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Les endomorphismes g* sont deux à deux permutables, ils ont donc un vecteur 
propre commun e . Désignons par Ν le noyau de e* · Le sous espace vectoriel 
Ν est de dimension q - 1 et de plus stable par G ; il existe donc une suite 
strictement croissante 

E C E 4
 c E 0 .. · C Ε = Ν 

ο 1 2 q-1 
de sous espaces vectoriels de Ν qui satisfait aux conditions de l'énoncé 
pour Ν . Si l'on pose Ε = E la nouvelle famille ainsi obtenue répond à la 
question pour E • 

2. Définition 3· 
On appelle valuation sur Ε , toute application Ψ de E dans un ensemble  

totalement ordonné I possédant les propriétés suivantes : 

a) φ (χ + y) ̂  min. (φ (χ) f φ (y) ) pour tout x€E et tout y€E · 
b) φ (λ χ ) « φ (χ) pour tout χ € E et tout λ € <C* - Ç - [θ] . 

Remarque 1. 
Les propriétés a) et b) entraînent 

φ (χ) <, φ (ο) pour tout x^E . 

Proposition 3* 
Toute valuation φ sur E ne prend qu'un nombre fini de valeurs 

φ (ο) = Φ1 > φ 2 > ... > cps , 
et les sous espaces vectoriels 

E k = [ x€E | φ (χ) £ cpk } 
forment une filtration strictement croissante de E. 

Démonstration. 
Pour tout x€E posons 

E(x) = ί y€E 1 φ (y) £ φ (χ) } ; 
Ε (χ) est un sous espace vectoriel de E et E (x) c E (y) équivaut à 
Φ (x) ̂  Φ (y) · P a r suite Ε (χ) = E (y) équivaut à φ (χ) » φ (y) et comme 
il y a au plus q + 1 sous espaces vectoriels E (x) distincts, la valuation φ 
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prend un nombre fini de valeurs : 
φ (Xl) > φ (x2) > ... > φ (xg) . 

Pour tout χ € Ε nous avons : 
φ (χΊ) * φ (χ) > φ (xs) . 

Donc 
Ε (xs) = Ε et Ε (Xl) » Ε (0) . 

En résumé la valuation φ prend un nombre fini de valeurs 
1 2 s φ (ο) = φ > φ ... φ 

et les sous espaces vectoriels de Ε définis par 
E k = [ x€E | φ (χ) * cpk } 

forment une filtration strictement croissante de Ε . 

Définition 4» 
La valuation φ est dite invariante par une famille G = (<Jj)-j£ 

d'endomorphismes de Ε si^ : 

Φ (gj (x) ) = Φ (x) · 
pour tout x€E et j = 1 , 2 , . · · , η . 

Proposition 4· 
La filtration strictement croissante de Ε associée à la valuation  

φ est alors invariante par la famille G · 

1 2 t 

Soit Ε C Ε c #.. c Ε une filtration strictement croissante de Ε . 

Définition 5» 
Une base (e.) n i < ^ de Ε est dite adaptée à cette filtration si i ^ v• * ι on a e . 6 Ε pour tout j * dim. Ε et 1 ̂  i £ t · 

3 
Lemme 1 . Si cette filtration est invariante par une famille G » (g.)„^ L J 1^j^n 
d'endomorphismes deux à deux permutables» il existe une base de Ε adaptée à  
cette filtration et triangulant simultanément les matrices des endomorphismes 
9 J · 
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Démonstration* 

Elle se fait par récurrence sur le nombre de sous espaces vectoriels 
de la filtration. Lorsque la filtration se réduit à un seul sous espace vecto-

1 
riel Ξ * E , c'est la proposition 2. Supposons donc qu'il existe une base 
e r adaptée à la filtration E 1 C s" .·· C E r de E r triangulant simultané
ment les matrices des restrictions des éléments de G à S r et montrons qu*il 

r+1 
existe une base de Ε ayant les mêmes propriétés. Pour cela considérons 
r+1 / r ~ ^ Ε /Ε et désignons par G - '"σ'. ) ̂  < ; < la famille d'endomorphismes deux 
à deux permutables induite par G sur E r + 1 / Ε Γ · Il existe une base ^ de 
E**/E r triangulant simultanément les matrices des endomorphismes de la fa
mille G * Soit e" „ un relèvement dans Er*' de la base ef „ · De la sta~ 

r+1 r* ! r + 1 

biiité de Ε par la famille G » résulte que e „ = e U e1' est une base 
r + 1 * 4 r+1 r r+1 

de Ξ répondant à la question · 

Soit φ une valuation sur E invariante par une famille G = s £ η 
d*endomorphismes deux à deux permutables de E . 

Définition 6» 
On appelle base adaptée de E (à la famille G et à la valuation φ ) 

tout ensemble ordonné (e) de vecteurs de S tel que : 

a) (e) est une base de E . 

b) Tout vecteur de (e) appartient à un sousespace vectoriel adapté  

à la famille G . 

c) Tous les vecteurs de (e) appartenant à un même sous espace vec

toriel adapté à G sont consécutifs et la suite de leurs valuations  

est décroissante, 

d) Les matrices des endomorphismes g. sont triangulaires dans la base 
3 

(e) . 

Lemme fondamental * 

L'espace vectoriel E admet une base adaptée» 

Démons t rat ion· 

Dans chaque sous espace vectoriel adapté à G , prenons une base adap

tée à la filtration associée à la valuation induite par φ sur ce sous espace 
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vectoriel (lemme 1). La réunion de ces bases convenablement ordonnée satisfait 
au lemme fondamental. 

Corollaire 1. 
On peut écrire Ε = θ E où la famille (E ) 1 < v < de sojas  

espaces vectoriels de Ε est adaptée à la famille G ? Alors si 
(e) = (e f ) 1 2s l c^ r l^l^d^ ^ d = d i m* 2 ) est une base adaptée, et si  
l'ordre des E k est choisi, lfensemble {φ (e 1 9 1 ) , φ (e1 • 2) , · · · , φ (e r , ( ? )} 
ne dépend pas du choix de cette base. 

Corollaire 2. 
Soient (D-) 1 S Îj^ n des matçjces carrées deux à deux permutables, 

il existe une matrice inversible S telle que, pour tout j « 1,2, ... ,n 

/ D 1 0 0 . . · . o \ 

/ 3 * λ 
1 0 D. C . . . . 0 1 

S D. s"1 = \ · · . . . . . . • 
^0 . Or./ 

3 
k 

où pour tout k « 1,2, ... ,r et tout j = 1,2, ... ,n , D. est une matrice  

triangulaire à valeur propre unique. 

Corollaire 3. 

Si (Â .) 1 < A est une famille de matrices carrées complexes régu

lières et deux à deux permutables, la famille de matrices (log. ̂ j)<)£j£n

 e s t  

également permutable. 

5. Soient : 

a) 0 0\ 

/ 0 a0 0 . . 0 \ 

( * I 

\0 . . . . a r / 



une matrice diagonale possédant les propriétés suivantes : 

1 ° ) Les nombres sont entiers positifs, 
2° ) a ^ ^ a - [ + 1 pour tout i = 1 , 2 , ... ,r - 1 , 

b) F - (f. .) une matrice nilpotente triangulaire cfest à dire que ι f J 
f. . = 0 si i * j 

Proposition 5* 
C -1 / 

A F A = (c .) avec c. . = 0 si I^J 
\ — a. 

c. . = — f. . si i<j 

La démonstration de cette proposition est immédiate. On en déduit que 
A -A 

la fonction χ F χ est un polynôme de degré positif ou nul à coefficients 
matriciels constants. 
Β - Désignons par (D [x] s φ [x^ , X̂  ,·.., X n] , l'algèbre des polynômes 
à η indéterminées et à coefficients complexes. 

Soit [χ] , le sous espace vectoriel de (C [x] des polynômes homo
gènes de degré r. Notons : 

- d sa dimension. 
r 

- (e£ (X) )( k a s 1 f 2 d } S a b a S e c a n o n i c l u e 

- e r (X) = (e* (X) , e£ (X) e£ (x) } . 
r 

Pour tout t « (t , t g , · . · , t n ) € (Cn , nous noterons e r (t) la valeur de 

e r (x) au point t 

Proposition 6« 

Il existe d points t , t t d de £ n tels que : 
r r 



' :* LA NOTION D'ORDRE FINI A L'ORIGINE, L'ESPACE VECTORIEL %',ζX q (Λ) 

Définition 1 , 

Un ouvert U de £ est dit distingué s'il possède les deux propriétés  

suivantes : 

a j ĵa projection ce U sur le plan de coordonnée de rang \ j est ; 

1 0 ) Pour tout j as 1 ,2 , ·. ·, η un ouvert de (C contenu dans 
un secteur angulaire différent du plan tout entier et  
contenant 0 dans son adhérence, 

2°) Pour tout j s n+1 , n+2 ,..., m un ouvert de Œ conte 

nant 0 dans son adhérence, 

b) Il existe deux constantes strictement positives H et Κ telles que  
pour tout point (x̂  f ··. x ) 6u 1 On ait, 

χ. 

H ̂ — i - ^ K f  

pour tout couple (j,k) avec j < k · 
Définition 2 , 

Un ouvert U de est dit distingué, si la restriction de ty à U 
est un homeomorphisme sur un ouvert distingué de if.''.- , 

Définition 3. 
Un élément f Ç r> ; P > < q (R) est dit d'ordre fini à l'origine, s'il exis 

te un élément λ = (λ ̂  ,λ^ λ^) k R n tel que t 

QGJ 0 Π Q . J 

j = 1 3 

pour tout ouvert distingué U de S · 

Désignons par p X q (R) le sous ensemble de q (R) des éléments ο " X qui sont d'ordre fini à l'origine. Il est évident que £ q (R) est un sous 

espace vectoriel de ^ Xc* (R) . 
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Proposition 1 . 
Le seul élément de $ p X q ( f t ) vérifiant (l) pour tout n-uple  

(λ<) ,λ2 ,.·., λ ) de Ε est l'élément zéro. 

Démonstration. 

Soit f un élément 3 £ ^ X q (R) vérifiant (1) pour tout n-uple de <Rn 

et soit Δ la droite complexe issue de leorigine de (Cm définie par les équa
tions χ. » t x? = 1 t 2 ,···, m) avec x? Φ 0 · La trace de Δ sur<$ est un 
disque Δ centré à lforigine auquel on a enlevé le centre. Désignons par β(Δ) 
le revêtement universel de Δ . Pour toute composante connexe cC| (A)CR f 

il existe une application surjective p c de R (Δ) sur c qui réalise R (Δ ) 
comme revêtement de c · Considérons l'application f = f ο ρ Λ où f dé-

^ c c e c 

signe la restriction de f à c · La fonction f c est dfordre fini à 1·origine 

ο € Δ et vérifie 
lim * C (Q) 

pour tout λ réel et tout ouvert distingué U de R (Δ). 

Il en résulte que Τ «0 et par suite f =0 pour toute composante 
connexe c de if (Δ) · Comme le raisonnement que nous venons de faire est va
lable pour toute droite Δ issue de 0 dans C m ; la fonction f est nulle. 

- Considérons le sous ensemble J de 2 n défini par : 

J = f (i1 f i 2 ,.··, in) €2** tel que 0 * i k - ±r * 1 

pour tout couple (kfr) vérifiant k^r !j 

Sur l'ensemble I » JU£°°} nous mettons la relation dfordre totale définie 

par : ^ 

1 ° ) dans J t (i1 f ± 2 ,.·., ΐβ) * , k g ..... k n) si i T * ' \ 
pour r « 1 , 2 .. ·., η · 

2° ) l'élément » est plus grand que tout élément de J . 

Pour tout f € £ X q (R) - {θ] désignons par l(f) l'ensemble des éléments 



(N1 , N 2 N^) de J tel que (1) soit vérifié pour tout n-uple (λ^,λ^ ,.,.,λ̂ ) 
de R n vérifiant pour tout i = 1 f 2 , . . . , n . 

Proposition 2 » 
Pour tout f € y ^ X q (&) - (θ} , l(f) admet un élément maximal. 
Soit f un élément non nul de $ { ^ X q (ft). Il existe un n-uple 

(λ1 fXp f . . f λ ) de E n tel que (1) soit réalisé pour cet n-uple. Mais pour 
tout n-uple (M̂  , M»g ,··., M»n) vérifiant μ̂^ ̂ λ^^ pour tout i = 1 y 2 η 
on a également (1) . En particulier nous avons (1) pour le n-uple (Ε(λ ) , E(l^f. ·. »"(^n) 
où Ε(λ̂ .) désigne la partie entière de , donc également pour lfélément de 

I » Ρ - (P t Ρ » · · · t p) avec ρ = inf. (Ε(λ.)) . 
1£i*n 

Ce qu: précède entraine que l(f) n'est pas vide et que ce n'est pas I tout 

entier. Alors si l(f) n'avait pas d'élément plus grand que tous les autres, on 

pourrait construire une suite strictement croissante non majorée d'éléments de 

l(f) et la relation (1) serait vérifiée pour tout n-uple de R n ce qui contredit 

l'hypothèse f non nul. 

Proposition 3. 

L'application φ définie par 
φ (f) = Sup. I(f) si f Φ 0 
φ (θ) « » 

est une valuation sur £ X q (5?) . 
D'autre part il est facile de vérifier la : 

Proposition 4. 

Pour tout aÇn^ (£>) et tout f € $ ^ X q (&) 

CD (<**f ) = φ (f ) 

$ 3. ETïFn-rS ̂ES SOUS ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE DE 1 (R) STABLE PAR 

LES OPERATIONS DE π (<£) ) . SOUS ESPACES VECTORIELS FAIBLEMENT SINGULIERS A  
I,'ORIGINE. 

], Soit S un sous espace vectoriel de dimension finie q de 1 (A) 
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stable par les opérations de ir̂  · (o£) ) .Désignons par g f gp , ·.., le* 

générateurs de (<£) ) vérifiant 

igk log) (Oi = log. Q * 2 Jii pour tout. Q€H 

Ces générateurs sont deux à deux permutables. 

'kl 
ici : = (c: • >, „. . , 4 > , -, ik une base adaptée de E. i ^ κ s r f * - x ̂  π 

k * 
Désignons :>ai a. la valeur prours de la restriction de 1 fautomorphisme g. 

y J ' ' ' V 
à ι c* : . e,.. r«-11 a : r c 1 · f. a g ?.. ! · * 7 } * 
l;é.l i ration 1 » 

Les n-uples ; 

~,k,l / k k,l k k,l Ak k,l > 
3 'P1 + V ' P2 * Φ2 , β # # ' Pn + Φη ; 

1 * k^ r , d k 

où exp. ̂  îr i * a" . 0 ̂  Se ρ 1 
k.l / k, 1 < / kfl k.l k,l Λ r 9 ~ φ \e ι * (φ^ ,φ ρ' ..... φ / ) € 3Γ 

sont: appelés exposants- de E à .l'origine de (E . 

1,ers 'rx:XÎ3^ics de S à l'origine sont à l'ordre près indépendants du 

c : i o i >: d e ) a base a ο a ρ 1 ê e * 

tfous il 1O:IL définir mai r-tenant ur, certain nombre de matrices liées 

3u ·::;oix de .1a rase adaptée (e) f ces matrices jouerons un rôle important 

a ) 
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avec £ k f l = p k + φ * * 1

 f i« j*n , l^k*r . 

/A :. 0 . . . . . 0 
/ ] '·· 
/ H. * ~ ;Λ \ 

A . » i j 
\ c . . . . . . , a1; ,/' 
\ V"' 

V. * k 
b) Soient t Ό"! , la matrice de la restriction de g- à S dans la base 

(e ' ) 1 ^ dic (cette matrice est triangulaire et à valeur propre 

unique) et D.. la matrice 

D1 0 0 \ 
/ J \ 
/ 0 . D 2 0 . . . 0 \ 

• \ i 

r •' 
0 D / 

\ 1 / 
(c'est la matrice de dans la base adaptée (e) ). 

c) F k =-ok t 1 c + -t-^— log. D k où I* est la matrice unité d'ordre d k 

J J é. tt ι j 

F1. 0 0 
J 
0 . F2. . . . . 0 

J 
F . -
J 

o F^ 

1 2 r Soit Τ = (Τ fΤ Τ ) la matrice associée à la base adpatée 
e e e e 

(e) de F où est pour tout k =* 1 ,2 ,··., r la matrice associée à la 
. / k·1 η Λ^ ̂ k base \ e d e c* · 

Théorème 1 • 
La matrice T £ (Q) est de la forme : 

η Α. η F. 
Τ (Q) = II (M) Π Q J Π Q J  

e j»1 J J=1 J 
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où U est une (p,q) - matrice holomorphe clans tout D m . 

Remarque ?» 

Pour toute base (e*) de E f nous avons : 

? (0) Τ (Q) K 

où K € GI {α,C) . 
ί:β théorème 1 résulte de la proposition, que nous allons démontrer maintenant et 

'de la règle de multiplication des matrices par blocs. 

Proposition 1 « 

Nous avons, pour tout k = 1 ,2 r,,, r , 
Λ Je 

T* (Q) * tT(M) Χ Π Q.J Χ Π 0.J 

ou Q = (Q1 tQ2 f ·. · ,Qm) , . M = • (Q) et̂ oû υ * 6 $ ρ Χ ά * (D M) . 
Démonstration. 

Pour simplifier 1'écriture, nous supprimerons dans cette démonstration 
l'indice k et lfindice e . 
Considérons la matrice : 

•n -F.' η -A. 
¥ (Q) = Τ (Q) Χ Π Q, J Χ Π 0, 3 

j=1 3 j«1 J 

et Dosons Ε . - — — L — log. D . et A - ~ A . - ρ . I 
J *Tti 3 3 3 3 

comme F , ~ -ο , I + E , il vient s 
3 3 3 ~ 

n -Ε n -A. 
w (g) * τ (Q) Π 0 . 3 Π q. J , 

J - V J 3^ 3 

La démonstration se fait en deux étapes : 

1 c) Il existe une matrice U holomorphe sur Sd telle que 

V = U ο f · 

Comme A. est une matrice diagonale à coefficients entiers, il suffit de montrer 
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que la matrice H holomorphe sur R définie par : 
η -Ε. 

H (Q) - Τ (Q) H Q J 

j=1 J 

se factorise par ψ , c'est à dire est invariante par pour tout 
h as 1 9 2,...,n. Mais pour tout h nous avons ζ 

^ h -Ε. η ~E. 
(gh H) (Q) = Τ (Q) D h χ Π Q. 3 X exp. (-2niEh)x Π Q. J ; 

j = 1 J jah+1 J 

car, pour tout couple (h,j) , D et D, permutent, B, est un polynôme en 
D. , et exp. (-2 π i Ε. ) » D7 · 

2°) La matrice U se prolonge holomorphiquement à l'origine. 
Dans *Ù, U est développable en série de Laurent matricielle en les 

coordonnées x„ , x̂  ,·..# x . Dans ce développement, il n'y a aucune puissance 
1 2 m 

négative des variables x^+1 >
 x

n+2 *···»
 x

m*
 1 1 e n r é s u l t e (î u et P o u r prouver 

que U est holomorphe dans D"1 , il suffit de montrer que pour une suite de 

nombres réels positifs , , ·.., vérifiant : 

0£Rep.+2e.<1 , 
J J 

η ρ .+ 2 € . 
Lim. U(M) Π Q. J J = 0 . 
Q - Q Q J»1 3 

Cette limite étant à prendre au sens de la définition 3 du § 2. Or : 
η p. + 2 e . 

U (M) Π Q.J J 

^ J 

η -Ε . η -A . η ρ, + 2e . 
« T(Q) Π Q . J X Ï I Q. J Χ Π Q.J J 

>1 3 j=i i j=1 J 

η -F. η -A. n 2 e 
= T(Q) Π Q.Jxïï Q / Χ Π Q. J 

t t η -Α. η , ,n Ai η ~ F4 η ~ Αί η $i 
= (T(Q) Π Q . J Χ Π Q .J )χ(Π Q.JXII Q. Χ Π Q i

 JXÏI Q J ) v 

j=1 J j=1 J j»i J j«i J J=1 J j.1 J 
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Mais : ~ 
η -A. η € . 

a) T(Q.)X Π Q. 'χΠ Q.J 

j=1 J j=1 J 

1 2 d n e. 
- φΤ~ · " n ^ " — > ^ " ^ Γ > * « Qj° 

Π Q.J Π Q J Π Q™J J p : 1 

j-1 3 j=1 J j=1 3 

1 2 d / e e e . 
{ ~ φ1 _ e. ' ~ φ? ~ "n «<?>*. J 

Π Q J J Π Q.J " J Π Q J J 
j-1 J j-1 3 j-1 0 

qui tend vers zéro car 

Φ (e ) = (φ1 , φ 2 φ η) = φ . 

b) La fonction 
η A. η -F. η -A. 
Π Q.J χ Π Q J χ Π Q. 3 

j-1 J j-1 J j-1 3 

est un polynôme de degré positif ou nul en les variables Q . et log.Q . (j=1,2,...η), 
3 3 

en effet : 

1°) La matrice étant nilpotente, 
-F. 
Q J M exp. (-F log. Q ) 

j j j 
est un polynôme de degré positif ou nul en F. à coefficients polynômes de degré 

3 η _p. positif ou nul en les variables log. Q, (j=*1r2 ..... n) . Ponc Π Q. J est un J j=1 J 
polynôme de degré positif ou nul en les variables , F̂  ..... F n $ dont les 
coefficients sont des polynômes de degré positif ou nul en les variables 
log. Q1 , log. Q 2 ,·..., log. Q n . 

2°) La fonction 
η A, η ρ. n -A. 
Π Q, JxH F.JXlI Q. J (p. entier pour tout j) 
j-1 3 j.1 J j«1 J J 

est un polynôme de degré positif ou nul en les variables ^ > ̂  , M M 'n * 
coefficients matriciels constants. (Application répétée de la proposition 5f§1, 
pag: 8 
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n e . 
Donc après multiplication par Π Q. J

 9 la fonction 
j - 1 J 

η Α. η -F. η -A, 
Π g 3

 ΧΠ Q J
x Π Q J 

j-1 J j-1 J j-1 J 

tend vers zéro au sens de la définition 3 du § 2 · Les résultats de a) et b) 
entraînent que 

η p. + 2 e , 
lim. U (M) Π Q . J J

 S 0 

Et par suite" U est holomorphe dans D m . 

2 . Si (e) et (ef) sont deux bases adaptées de Ε f nous avons : 

Τ (Q) = U (M) Π Q A j
X Π où U € ^ P X q (Dm) 

j-1 J j-1 J 

η A' η F* 
Τ , (Q) - U* (M) Π Q.jx Π q.3 o ù u ' 6 ^ p X q ( D m ) 

j-1 3 j-1 J 

Mais : (e') = (e)S où S 6 Gl (qfC) ; 

donc f 

T e. (Q) =
 T

e (Q)s 

et pour tout j = 1 f 2 η 
D! = S""1 D. S A1. = S"1 A. S · 
J J J J 

Ce qui entraine après un calcul immédiat que 
ϋ·(Μ) = U (M-) 3 f donc ; 

Proposition 2 , 
Les deux matrices U(M) et Uf(M) ont même rang. 

Définition 2. 

Un sous espace vectoriel de dimension finie q de ̂  P X ^ (&) est  

dit faiblement singulier à 1 origine si : 
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1°) Ε est stable par les opérations de Π, ( Θ ) 
2°) Pour une base adaptée de E f la matrice ϋ(θ) est de rang maxi 

mum. 

Pour tout k = 1, 2, *. «, r f désignons var (E L . ^ \ la filtration strie-
k 

tement croissante du sous espace vectoriel adapté E" associée.à la restriction 
k ν 
φ à E* de la valuation Φ · Posons ; 

κ k - d~ = dimension de E l^u^u, , u u X 
k k * k-1 - m = dimension "Ç*v/E* l^u^u, , u u u k f 

- i - M et m ^ O . 

Nous avons ^ 
~ d̂  » dim. E*" et Σ m^ = d̂  u. s \λ k s=1 

kl 
Si (e ' ) , ^ ^ ^ + * Λ ̂  est la base adaptée choisie, 

/ k,l, ζ kYd5 , 
Φ ( e j 55: φ { e ·̂ j 
k ν pour tout 1 vérifiant d" „ + l^l^d" et tout k = 1,2 ,.... r . u~1 u 

Nous allons introduire une notation qui nous sera utile dans la suite. 
Si Β est la matrice d'un endomorphisme de E dans la base adaptée (e) , celle 

k 
ci se présente sous la forme de blocs (Β,; }Λ < t r < * < + < ^ ^ lignes et 
à d ^ o ^ e t Chacun de ces blocs étant lui-même à nouveau sous forme de blocs v3, ^Jc f̂ k à m lignes et m colonnes, où l<u^u. et 1<v<u, · v k,t n£ m£ u y ν k χ 
Nous noterons alors B° la matrice 
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avec 

Nous avons évidemment 

A° + B° = (A + B)° 
A° B° = (AB)° et 1° - I 

Posons pour tout j = 1,2 ,..., η 

1 G L . = A . + 0 _, . log. D. · J 3 2 TT ι 3 j 

Lemme 1« 
Les matrices L. (j 1,2 , n) sont deux à deux permutables. 

Pour démontrer ce lemme il suffit de regarder la décomposition en blocs de ces 
matrices, donc de vérifier que les matrices 

~k ~k 1 . ΛΓΛ\° L. = A. -r τ—"r log. (D.) J J 2 π ι v y 

tu j s 1,2 M . . f η et où k est fixé, sont deux à deux permutables. Or dans 

le sous espace vectoriel f nous avons la nouvelle décomposition en blocs 

avec 
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k k 
où I est la matrice unité d'ordre m 

u u 

D'autre part : 

Ces décompositions entraînent que pour tout k fixé et tout couple 
*vk k 

(jfl) O ^ j ^ n ι l^l^nj^les matrices A. et log. (D^) sont permutables. 
J /̂ k 

Il en résulte que pour tout k , la famille de matrices (L^) est permutable et donc également la famille de matrices (L\) < . Désignons par ^ j ι =* j η 
1. (j=1,2 , •·., n) les endomorphismes de Β (rapporté à la base adaptée (e) ) 
définis par les matrices deux à deux permutables L^ ( j » 1,2 ,.... n) . Soit 
Ν le noyau de l'application linéaire u de E dans (CP défini par la matrice 

U (0) . 

Théorème 2. 

Si q^p et si N est invariant par les endomorphismes 1. (j=1,2,...,n) 
3 

l'espace vectoriel E est faiblement singulier à l'origine. 

Comme q^p , il suffit de montrer que N• = [θ] . Supposons le contrai
re, N étant invariant par les endomorphismes ï. (j = 1,2 ,,,,, n) , ceux-ci 

3 
ont un vecteur propre commun w appartenant à N . 

Si on désigne, pour tout k (k = 1,2 ,..., r) et tout u (u =1,...,u,) 
~k k par E^ le sous espace vectoriel de E engendré par les vecteurs 

. Je k fd
k , +2 v d

k 

( e k ^ 1 t e u~ 1 e ' » ) . 

Nous avons : 
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Et la famille de sous espaces vectoriels (E )„ <Λ ^ „ ̂  . est adaptée 
ν 

à la famille d*endomorphismes 1. . Il en résulte, l'existence d'un couple 
t ~k ̂  d'indice (k,u) tel que w€E donc : 

t=d .+1 u -1 

Les valeurs propres de w pour les endomorphismes ^fl? 1 sont donc 
respectivement 

Qk,u pk,u Qk,u 
β 1 ' β 2 βη 

avec 
0k,u k k,dv, 

k 1 
Désignons par ν la matrice colonne des composantes de w dans la base (e * ) 
de E · Nous avons : 

A n -Ρ**" 
Q v= H Q. J ν et F° ν = 0 avec 

j-1 J 3 

o 1 ο F = A. - A. + log. D 
3 3 3 2TTi * j 

, η ak,u η -p. 
d o n C : Π QTPJ w = Π Q. J T (Q) ν 

j-1 3 j-1 3 

= U (M) O A Q F Q" A ν 
. η 

= U(M) (Q exp. ( Σ F. log.Q.) Q ) ν 
3=1 3 3 

= U(M) ν + (U(M) Σ 7, (Σ Q AF.Q - A log.Q.)t)v . 
t=1 τ · j»1 3 3 

La somme étendue à l'indice t est finie car les matrices F. (j=1,2 n) 
3 

sont nilpotentes et deux à deux permutables, 
n - 3 k , U » n 
Π Q J w = U(M) ν + (U (M) ( Σ ±, ( Σ (F° + u). (Q) ) log. Q ·) ) ν 
j=1 t=1 τ · j=1 3 3 3 

où ω. (Q) est un polynôme en les variables χ ,x χ , à coefficients j ι ^ n 
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matriciels et sans terme constant. On peut alors écrire : 
Qk.u 

Π Q. J ν » U(M) ν + U (M) (Σ I ( Σ F° log. Q.) + H (Q) ) ν , 
j«1 J j=1 t! j=1 J 3 

et comme F0, ν s 0 pour tout j f nous avons s 3 
Qk,u η -β. V 

Π Q. 3 w » U (M)v 4· U (M) H (Q)V , 

où H(0) est un polynôme en les variables x^ f x^ , . . . t x

n ι 1 ο9· Q-j > 
log. Q 2 , .... log. dont les monômes ont un degré strictement positif par 
rapport aux variables x̂  , x̂  , ... , x^ . 

Posons U*(M) •»"• U (M) - U (θ) » alors comme U (0)v « 0 

w a Π Q,J (U* (M)v + U (M) H (Q)V ) . 

Nous avons fait l'hypothèse Ν Φ {θ) et nous avons introduit le vecteur w , 
k d?̂  

si nous montrons que la valuation φ (w) de w est différente de φ ' f 

nous aurons la contradiction cherchée. k.d u Le n-uple φ est de la forme 

(q.q q . q+1 , q+1 ,·.., q+1) ^ ^ / s H ' 
t fois n-t fois 

kfd 
avec l̂ t̂ n et q = φ. si l̂ ĵ t . 

3 
Considérons un n-uple = » p M f y de R n vérifiant ζ 

< q pour j < t 
λ. < q+1 pour j < t 

3 

q < \ < q+1 

et montrons que : 
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k,d 
ce qui entraînera que φ (w) Φ φ u · Pour établir ce résultat, nous allons 
étudier les deux expressions : 

= Π Q. J J U (M) ν 

η p k« u -λ . 
© = (π g.J J ) υ (M) H (Q) ν . 

j=i 3 

1°) Etude de </î . 

η B k , u -λ . 3 k' u -λ 
d »(Π Q,J J) X (Q* U* (M) ν , 

j=1 3 

le 
or p*'u = Ç

k , d u + p
k avec 0*Re. p k < 1 J J J j 

ν H k 

et λ . < φ , Qu , 

il en résulte que la première parenthèse figurant dansoH> tend vers zéro lors
que Q tend vers Q q en restant dans un ouvert distingué de R . Nous allons 

montrer maintenant qu'il en est de même du deuxième facteur. 

Posons : s„ s n s 
χ = x̂  x̂  ou s^€ V pour tout j · 

s s s 
l*ls - l^l 1 Ιχ

2Ι ··· lxJ 
a = a s s., s 0 y «.. · s ι ά m 

L a S é r i e ϋ (M) = Σ Ζ a x S 

converge normalement dans un voisinage dfun polydisque fermé àm c D m avec 

Δ = { ζ € (C | |z | * δ } · 

Comme les limites sont à prendre pour Q variant dans un ouvert distingué de 
Λ , il existe deux constantes strictement positives h et k telles que : 
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h s J—ji £ k si j<t 
K l 

Posons : Κ = Sup {k , — , 1} · 
h 

Il en résulte que t 

Il Q T

 T U*(M) |U IQ^ * 1 |L(r |xt|) , 

où or est un entier strictement positif et où L est une fonction bornée au 

voisinage de l'origine. 

k,dk k,dk 

Comme : φ < λ < φ + 1 

0 * Re p k < 1 , 

nous avons : Re. (3 k , U - \ + or̂ ) > 0 

k u 
et par suite : | 6 ' - λ χ + ^ 

Lim. Q = 0 

Ce qui entraine que </l- tend vers zéro lorsque Q tend vers en restant 
dans un ouvert distingué de R . 

2°) Etude deçB 

Β = Π Q J J , χ (Q/ U (M) H (Q) ν ) . 
j = 1 J 

Le premier facteur tend vers zéro, nous l'avons vu dans le 1°) . Le deuxième 

facteur peut s'écrire : 

U (M) Q t

t t H (Q) ν . 

La matrice colonne ν étant à coefficient constants, il suffit d'étudier 



I.4.25 

k u 
l'expression 31_ * -λ 

0^ H (Q) 

cr cette matrice est combinaison linéaire finie à coefficients matriciels cons
tants d'expressions de la forme : 

3*'U~\ η οι. η γ. 
Q Π x.J Π log. 3 Q. 

j=1 J j=1 J 

où les nombres Qf, , γ. sont des entiers, l'un au moins des a, n'étant pas nul. 
J J J 

Or une telle expression tend vers zéro lorsque Q tend vers Q q en restant dans 
un ouvert distingué de R ; en effet il suffit de voir qu'une expression de la forme 

Q t *h Π l o g- J Qi Cîi> 0 

j=1 J 

tend vers zéro. Mais si K a la même signification que ci-dessus nous avons : 

3^,U-X^ <v n Y. <*. Re.(p* + φ^'^-Χ+α^ ) n Y. 
IQ^ * x h

h Π log^Q.|.K h|x tl * * * h Iniog.^Q ! 

avec _ ̂ k 
ζ k 7 u , \ ^ ̂  Re. vPt + 9 t - \ t + cvh) > 0 

et cette expression tend vers zéro lorsque Q tend vers Q q en restant dans un 

ouvert distingué de R . Ce qui montre le théorème 2. 

*. SYSTEME DE PFAFF ASSOCIE A UN SOUS ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIS ρ DE 
*U P X 1 (R) FAIBLEMENT SINGULIER A L'ORIGINE. 

Théorème 1. 

Tout sous espace vectoriel E de ^if,^X1 (R) de dimension finie ρ , fai 
blement singulier à l'origine est l'espace vectoriel des solutions d'un système  
de Pfaff complètement intégrable de la forme : 
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où pour tout j = 1,2·.·.,m ; est une matrice carrée dyordre ρ méromorphe  
sur D m et holomorphe à. l'origine de (Em . 

Corollaire 1 » 
Les exposants de E sont donnés par les valeurs propres des matrices  

Ρ· (θ) (j = 1 y2,>. Mn) y de manière plus précise, on a pour tout j = 1,2,...,n s 
ϋ 

P^O) - U(0) (X. + log. D° ) U(0)""1 

(Les notations sont celles des paragraphes 2 et 3) . 

Démonstration du théorème 1. 

Si (e) est une base adaptée de E nous avons : 

η A. n F. 
Τ (Q) = U(M) Π Q. J Χ Π Q. J  

6 j=1 3 j=1 J 

avec U € HP*P (Dm) et dét. U(0) /0 . 

Désignons par Β , le sous ensemble analytique de D m défini par 
dét. u(M) =0 , il existe un polydisque D ? m c D m tel que BflD,m « 0 . 
La forme différentielle 

CD = (dT e) ( Τ Β Γ 1 

est uniforme et nous avons sur 
n dx. η A. n F. n -A, 

u)(Q) = dUx U" + U( Σ A — J - + Π Q.3 ( Σ —J- dx ) Π Q. J ) U 

Comme : 

a) La forme différentielle dU f est méromorphe sur D et 
holomorphe sur D1"1 ; 
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b) La fonction matricielle 
η A. η -A. 

A h (Q) = A -f Π Q 3 X F Χ Π Q 3 

j=1 J j=1 J 

est pour tout h = 1,2 ,.··, η , holomorphe sur D m ; en effet, utilisant la 
décomposition en blocs des matrices A^ et (cf. page 1.3.13) » il suffit 
de prouver que les matrices 

v
 n A . , η -A. 

A, + Π Q.J χ Fu Π Q. J . h = 1,2 ,·.., η ; k = 1,2 f...,r h j h j f t » t 

sont holomorphes sur D m . Mais (cf. page 1.3.16) ces fonctions matricielles 
sont des polynômes en les variables χ , χ χ à coefficients matri

ciels constants. 

Il en résulte que les fonctions matricielles 

P. (x l fx 2 xj = x. £ïï U"1

 + U^.(Q) ) U"
1) 

3 

(j = 1,2 n) 

et -s „ 

P rx x x 1 . ϋ n-1 

j l X1 , X2 " · " V ôx. U 

J 

(j = n+1, n+2 ,..., m) 

sont méromorphes sur D m et holomorphes sur D'm . 

Démonstration du corollaire. 
Nous avons pour j = 1,2 ,..., n 

à u 1 η A n -A 
P.(x. , x x J = x U + U ( A 4 Π Q X F. Χ Π Q ^ U - ' 

J 1 * m 3 ο x. J t=1 t . J t=1 1 

3 
d o n c fc η A n -A 

P. (0) » U (0) (A. + ( Π Q/- χ F χ Π Q * ) (0) ) U _ 1 (θ) . 
J J t=1 J t=1 

Si on considère la décomposition en blocs des matrices A. et F. associées aux 
J J 
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k 
sous espaces vectoriels adaptés Ε , nous sommes anenés à étudier les matrices s 

(A* + Π Q X F*ï χ Π Q *)(()). 
J t=1 x J t=1 

k k 
Si on utilise maintenant la décomposition en blocs des matrices A. et F. , 

k ^ associée pour tout k , à la filtration de E déduite de la valuation , 
nous avons : 

k u 
Dfoù résulte vu lfexpression des A^' (multiple de la matrice unité de même 
ordre, le facteur étant un exposant de E) que 

Ak ,k η A . η -A , 
(Π Q * FT Π Q *) (0) - (F*)0 . 
t*1 J t»1 J 

Comme 

rau'mu mu' mu 

k k I désignant la matrice unité d'ordre m u u 
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Nous avons s k 

, η A , n -A w 

AÏ + (Π θ Λ ^ χ Π 0. - ) (0) 

~k 1 •/_ rsk.o ~k ,k k Tk = A . + n „ . (log.D . ) avec A . = A . - ρ , I . 

Mais vu la définition du logarithme dfune matrice et les propriétés de l'opé
ration ο ; 

?. (0) = U (0) (A. + —j log.(D.)°) U ( o ) - 1 . 

Ce qui preuve le corollaire. 

• 5. STUDS DES SOUS ESPACES VECTORIELS PS DIMENSION FINIE DE $£^Χ1(Λ) FAIBLEMENT  
SINGULIERS A L'ORIGINE. 

1 · Considérons l'algèbre sur C qu'engendrent les opérateurs 

θ . - χ , — — j = 1,2 ,..., n J J â x. u 

θ = id. ο 

Cette algèbre est identique à l'algèbre des polynômes C [Θ] = C [θ^,θ^ θ ]. 
Nous notons (cf. page Id. 8) s 

a) ® d l'application d e ^ 1 X l ( R ) dans ^ d î * 1 (R) définie par : 
r 



I.5.30 

b) ® d l'application de % 1 x 1 («) dans % D X 1 (R) 
/ Q q 

(d = Σ d ) définie par : 
i=0 r 

Définition 1. 
dq On appelle opérateur d'ordre s extrait de Θ , toute application 

3 vf ' ' 1X 1 S X1 
® Êë. ,-̂'-' (̂ ) dans (̂ ) obtenue en prenant seulement s lignes de 

l'opérateur 

Définition 2. 

Un opérateur d'ordre s extrait de est dit privilégié, s'il 

contient la première ligne de 

Proposition 1· 
— K  

Tout operateur extrait de Θ , permute avec les endomorphismes g 
pour tout g € π^ ( χ) ) · 

Proposition 2. 
1X1 

Si Ε est un sous espace vectoriel de dimension finie ρ de (R) , 
s - d̂t 

alors tout opérateur privilégié Θ extrait de Θ α , réalise un isomorphisme  
de S sur un sous espace vectoriel de dimension finie ρ de ^ S X 1 (R). 

s 
Le fait que est une ligne de Θ entraine immédiatement cette 

proposition. 
Remarque 1. 

Si l'opérateur extrait n'est pas privilégié, il ne réalise pas en géné
ral un isomorphisme ; en effet considérons l'espace vectoriel Ε sur C engen
dré par les deux fonctions f = x̂  - x̂  et f̂  = x̂  + x^ · L'opérateur non pri-
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vilégié θρ ~ χ > ne réalise pas un isomorphisme de E sur θ (E) 
car Θ.Λ (Ξ) est engencfré par les deux fonctions g = -x et g = x qui ne 
sont pas C-lineairement indépendantes. 

2. Soit S un sous espace vectoriel de dimension finie ρ de Stë {&) 

faiblement singulier à l'origine. 

Théorème 1· 

dp-1 

L'application Θ réalise ŝomorphisme de E sur un sous espace 
vectoriel B* de dimension ρ de X 1 (ft) possédant les propriétés 
suivantes : 

a) Ξ' est faiblement singulier à l'origine , 
b) E et S' ont même ensemble d'exposants. 

Corollaire 1. 

Il existe au moins un opérateur privilégié Θ ρ , d'ordre ρ , extrait  
de ® , réalisant un isomorphisme de E sur un sous espace vectoriel de  
dimension ρ de (&) , possédant les propriétés a) et b) . 

Corollaire 2, 

S est l'espace vectoriel des solutions d'un système d'équations aux  

dérivées partielles complètement intégrable de la forme : 

d (©p f) = œ (Θρ f) , 

OÙ _ { \ Λ 

— n γ ,{x^ , x̂  ,...,x ; m+1 
α) = Σ —J • — dx. + Σ P. (χ,,χ.,,,.,χ ) dx. 

3=1 x. J j=n+1 ^ m J 

et où pour tout i =• 1,2 ,..·, m , P.€$6 p X p (D»m) , et © P est un opérateur 

privilégié d'ordre ρ , extrait de Θ α 

Remarque 2. 
Le système obtenu, est forme par un certain nombre d'équations aux 

dérivées partielles qui ne sont pas en général indépendantes. C'est à dire que 

très souvent il est possible d'en supprimer quelques unes sans pour autant 
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changer l'espace vectoriel des solutions. La détermination du nombre minimum 

d'équations nécessaires est dans le cas général un problème difficile. 

Démonstration du théorème 1. 

Soit (e) une base adaptée de Ε f nous avons : 

(e) = (e l fe 2 ..... ep) = U (M) Q A Q F , 

a V e C A X? 
η A. η F. 

Q = Π Q J , Q = Π Q J . 
3=1 J j=1 J 

Calculons : 
Θ. ( (e) ) = (Θ. e l f9. e2,...,9.ep)=9. (U(M))QA Q F

+U(M)(A . +Q AF .Q _ A)Q AQ F 

= Ud(M) Q A Q F , 

où U.(M)€J41XP (Dm) 
3 

et U.(0) = U(0) L. avec L. = A. + -^-r log.D° . 
3 3 3 j 2 ττ ι 3 j 

Nous savons que les matrices sont deux à deux permutables. Montrons main
tenant, que pour tout n-uple d'entiers positifs ou nuls (ot ,<x0,... ,a ) , il 
existe une fonction U 1' 2'***' η ς ̂ 1 Χ Ρ (D"1) telle que : 

(2) (θ/ θ/ ... θη
η)((ε)) = U 1 2 n(M) Q Q 

avec 
(3) U N (0) - U ( O ) ^ 1 L / ... L N

N . 

Ces formules se démontrent par récurrence ; sachant que les opérateurs 
Θ. permutent, il suffit de montrer (2) et-(3) en supposant que 2 3 

(2') (θ , 1 θ / ... θ η

η ) ((e)) = U 1 2 (M) Q Q , 

U 1 2 n(M)€ ^' 1 Χ Ρ (Dm) , 
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(3') U 1 2 N ( 0 ) - U ( 0 ) L 1
1 L 2

2 . . . L N
N . 

De (2') on déduit : 

(β"1 ζ2 . . . e"»K(E), . θ,ίυ"1"1 (M))QA 0 Γ
 + υ " Γ ΐ , " 2 , " % , ( A 1 . q * P 1 Q - * ) . A L F 

- ο " 1 * " 2 \ η ) Q A Q F 

avec 
or , « , . . . , « -1XP 
U 1 2 Η (Μ) 6 * (D M) , 

et à l'aide de (3') , 
α.,α-,.,.,α οι -1 ,α.,... ,α 
U 1 2 Η (0) -ϋ 1 2 η (0) L, 

οί -1 α 0 cy 
= U (0) L.,' L^... L N L 1 

or o/_ α 
-u (O)L, 1 L 2 . . . R N . 

v 7 1 2 n 

Ce qui prouve les formules (2) et (3) . Ces formules entraînent alors 

(4) 0 D P _ 1 ((e)) = "/(M) g A Q F 

OÙ 1Z(M)€ <'<:ΆΡ"1ΧΡ ( D M ) . 

Il reste à prouver que le rang de rLl(0) est maximum c'est à dire p · 
Pour cela nous allons montrer que le noyau de l'application linéaire u de 
E dans d d P ' définie par la matrice U(0) se réduit à [θ] .Si 
T. (j=1,2....,n) désignent les endomorphismes de E définis par les matrices 

L. f nous avons : 
J 

Lemme 1. 
N e s t invariant par la famille d'endomorphismes (1^)^ ^ jt^n * 

Le résultat a) du théorème 1 est une conséquence immédiate de ce lemme et 

du théorème 2 du § 3 (page ι # 3#20). 
La formule (4) et le fait que si (e) est une base adaptée de E f 

,p-1 
Θ α ((e)) est une base adaptée de E' entraînent que E et E' ont même 
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ensemble d'exposants. 

Démonstration du lemmel. 
Soit ν un élément non nul de Ν , nous désignerons également par ν 

la matrice colonne des composantes de ν dans la base (e) f nous avons : 

•U(0) ν = G . 

En d1 autres termesf si. pour tout n-uple d'entiers positifs ou nuls or .ar0 , * * * fo^ 
on pose 

or. fo^ . * n 
H 1 ~ Π (v) - U (0) (Π ) ν 

s j-1 3 

n 
où s ~ Σ et . f 

nous avons alors, pour tout s ~ 1,2.···, p-1 et tout n-uple α forp, · · · n ~ d'entiers positifs ou nuls vérifiant .£„ . - s : 
J-1 J 

H 5 ' Ώ (ν) = 0 . 
s 

Pour montrer que N est invariant par la famille d1 endomorphismes deux à deux 
permutables (ï\}„^ . ̂  , il suffit de montrer eue l'on a également 

f0f„ , · · . ,Qf 
H n (v) = C Ρ 

n 
pour tout n-uple d'entiers positifs ou nuls fû?c,.«, tor vérifiant Σ cv^p . 
3i (t ;} 1 désignent n nombres complexes quelconque, le 3 

j .· - j - n n ^ 
théorème de Cayley-Hamiiton ap pli eue à l'endomorphisme L t_. L.. entraine que 

j-1 3 J 

n 
U (C) ( Σ t. L.) P v = 0 

j-1 ° J 

Cfest à dire que 

15) 2 _ V V ··· V * U - C ) L 1 V--' Ln v = 0 

n 
la somme êta,.L ·:,.... . à tous les n~u.:.I.;:s <x fot„ f..Mûf vérifiant i| or. = ρ · 

» n j — » j 
• Fous supposerons que les monômes en t^t^, ...,t^ dans la somme ci-dessus, 
sont rangés dans l'ordre indiqué pour la base canonique de $ [,t ? , . . v »t;̂  * 
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D'après la proposition 6 du § 1 (page 8) il existe d points de (£n , 
1 ? d w Ρ t , t~ ,.. · · t A tels que 

Et en écrivant la formule (5) pour tous ces points, on obtient un système 

linéaire à à"'équations à coefficients dans Φ , en les inconnues matricielles 
U (0) L,, 1 Lp- ... ν . Le déterminant de ce système n'étant pas nul on en 
conclut que : 

a Λ C* a 
U (θ) L„ L 0 ... L ν = 0 

v ' 1 2 η 
η 

pour tout n-uples Ck\ 90ί„ ,..., Q? de CNA vérifiant .£„ α> = ρ . En d'autres 
termes le noyau Ν de u est invariant par la famille d'endomorphismes 

Démonstration du corollaire 1. 

Comme E est faiblement singulier à l'origine, la première ligne de 
rii (θ) n'est pas nulle, il est donc possible d'extraire de Ίί> (θ) une matrice 
carrée 'Li, (θ) d'ordre et de rang ρ , contenant la première ligne de Ί£(θ). 
Soit © p l'opérateur privilégié extrait de Θ et obtenu en prenant les 
lignes canoniquement associées aux lignes de U (θ). L'espace vectoriel E" 
engendré par ®^((e)) répond à la question, en effet, @̂ ((e)) est une base adaptée 

de E M et comme : 

© P ((e)) - U D(M)Q
A Q F , 

1 * espace vectoriel E" est faiblement singulier à l'origine et a même ensemble 

d'exposants que E · 
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Le corollaire 2 est une conséquence immédiate du corollaire 1 

et du théorème 1 du 5 4 (page 2 5 · 

§ 6. Ξ,ΤϋΡΕ PS CERTAINS SYSTEMES DE PFAFF COMPLETEMENT INTEGRA3LES « 

On se propose, dans ce paragraphe, d*étudier les systèmes de Pfaff 
complètement inrégrables de la forme ; 

(s) df = ouf 

avec m P.(x1 , χ , ...,x ) 
0) * Σ J τ Τ " — Τ d x - (m * η) 

J~ 1 (χ.) 1 (x 2) k- -.(χη) n 

où pour tout j = 1,2 , ·.., m , P.£$ ;

p X p (Dm) et où les nombres k*? sont entiers 
3 ^~ 

positifs ou nuls. 

1. Nous avons : 

Proposition 1. 

L'ensemble des solutions de (s) forment un sous espace vectoriel 

E de dimension finie ρ de p X 1 invariant par les opérations de 
ττ1 {fO ) . 

Par le changement, de variables : 

χ = exp· t ̂  si j = 1 f 2 , *. ., η , 

χ. = t. si j = n+1 , n+2 , ..·, m ; 
J 1 

le système (s) se transforme en le système complètement intégrable (s1) df'^u^f* 

avec 

ω· =** F' (t1 ,t 2 tm) dtj où , Pï (t1,t2,...ftm)€jf,
pXp (έ)) 

et où désigne le produit Δ. χ Δ 0 χ...χ Δ avec, 
ι 2 m 

si j = 1,2,...,η , 
Λ . = {t .=u . + iv . € C Ι u . < log.rj (r rayon de D) 

J J J J J 
et 

Δ. - D si j = n+1 , n+2 ,. ·. , m · 
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Démonstration de la proposition 1. 
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre des variables.. 

Désignons par : 

- X le produit ΔΊ 'X Δ. 0 ... χ Δ , 
k r k+1 k+2 m 

- M, le point (t. , t. rt,...,t ) de Δ 

k r k+1 k+27 m/ k 

et considérons le système linéaire 

(s M - £ £ . ρ · (t ,M ) Y . 
dt T

 1 

Nous savons que : 
1°) Si a est un vecteur de (E · il existe une solution et une seule 

Y (t, , IL , a) du système (s*) qui pour = t? prend la valeur 

a , et cette solution est holomorphe en a. 

2°) La solution déterminée au 1°) est pour M fixé, holomorphe sur 

3°) La solution déterminée au 1°) est holomorphe en M sur Δ 1 . 

Il en résulte que si e (M^) est un vecteur holomorphe sur ^ , il 
existe une solution Y(t̂  , f e(M^)) de (s*) et une seule, prenant la 
valeur e(H ) pour - t° et de plus cette solution est holomorphe sur Δ^ 
•-r, la variable t et sur Δ^ en la variable , elle est donc holomorphe 
sur SJ ~ à x Δ 1 

Soit maintenant e(M ) - (e.(M 1)) 1 < ^ < , un système de ρ vecteurs 
holomcrphes sur Δ et linéairement indépendants, (un tel système existe) ; 
désignons par ; 

1 ° ) Y. (tΛ f hL )(1 £ j * p) la solution de (s!) holomorphe sur Δ„ 
J 1 1 Ί « 
prenant la valeur ê  (M1 ) pour = t° ; 

2°) E (t, f M,,) le système de vecteurs (Υ.(^ , ^ ) ) ^ . ^ , et 
T^t^M^} la matrice associée à ce système de vecteurs , 
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Alors est une matrice fondamentale de solutions du système (ŝ ) , ce 

qui entraine que les solutions de (s£) forment un sous espace vectoriel 

de dimension ρ de $ β ρ χ ρ (£)'). 
Supposons maintenant que e système : 

(s') : * Ρ· Y k » 1 , 2 q 9 

k 
admette une matrice fondamentale de solutions T (t„ , t t , M ) 
appartenant à ( <ϋ) ),montrons que le système ( Sq + 1) admet également 

une matrice fondamentale de solutions T „ (t. , t^,..., t , .H „) appartenant 
q+1v 1*2* ' q+1 9 q+1' r r 

à i1ftp p ( 3tj ) . La démonstration qui va suivre nfest rien d'autre que celle 

du théorème de Frobénius dans le cas linéaire. Toute solution de (s') est 
q 

de la forme T (t„f...,t ,M ) · C (M ) , pour avoir les solutions de (s' ) , qv 1 qT qy v q' 1 r q+1 
il suffit d'écrire que cette matrice vérifie le système 

= P' 1 Y 

ô t „ ^ 
q+1 

Nous obtenons ainsi : 

q+1 q+1 

La condition de complète intégrabilité du système (s1) (du)1 » ω 1 Λ u)' ) . en
traîne comme on le voit facilement que 

1 Ô T 

r = ( τ ) ~ Ί (- ^ + ρ* τ ) f 

* t q + 1 q+1 q 
est une matrice K ( t

q + 1 >Mq+-|) appartenant à $ £ p X P x f - f A m) · 

La matrice C(M ) est solution du système : 

q+1 

et ce système admet une matrice fondamentale de solutions R - € ̂ βρΧρ(Δ „Χ..Δ ). 
q+Ί q+l m 

Il en résulte que T „ = T · R „ est une matrice fondamentale de solutions 
q+1 q q+1 
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de ( S ( J + 1 ) appartenant à $ £ P X P ( OG>'). 

Vu les hypothèses de récurrence et le changement de variables que nous 

avons fait, la première partie de la proposition 1 est démontrée. La deuxième 

partie de la proposition est évidente. 

Proposition 2. 

Pour toute matrice fondamentale $ de solutions de (s) , nous 

avons : 
n S . 

$ (Q) = H(M) Π Q J 

où pour tout ja1 ,2 η , S.€c^(p,C) et H 6 ^ £ p X p ( S> ) . 
3 

Démonstration. 
Soit Φ une matrice fondamentale de solutions de (s) , pour tout 

j=1 , 2 , .·., η , nous avons : 
g j = f D, où D , € Gl (p,C) 
J J 3 

Posons : C. » log. D. , les endomorphismes g. ( j=1,2,... ,n) étant 
^ 2ïï i 3 ^ 

deux à deux permutables, il en est de même des matrices D̂  , par suite 

il existe une matrice inversible S telle que pour tout j = 1,2,...,n 

Les matrices D. étant triangulaires à valeur propre unique (cf.§ 1) . Nous 
3 

avons évidemment pour tout k et tout couple (j,l) 

D k DÎ = D k f 
J 1 i J 

ce qui entraine par un calcul immédiat que 

Cj » 0̂  pour tout couple (j,l) · 
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La matrice : 
H 

H (Q) = Φ (Q ) î! Q~ C j 

est donc holomorphe sur J?) . 

Définition 1. 
Nous dirons que l'origine est un point singulier régulier pour (s) , 

si pour une matrice fondamentale Φ , la matrice H est méromorphe sur D m . 
Remarque 1. 

Cette notion est indépendante du choix de la matrice fondamentale. 

Proposition 3. 
Si l'origine est un point singulier régulier de (s) alors E est  

un sous espace vectoriel de ̂  P X^ (R) . 
Démonstration. 

La matrice H étant méromorphes dans D m , il existe des entiers 
positifs q1 , q2 q n telle que 

n q. 
H (x1,x2,...,xm) Π x.J 

j = 1 J 

soit holomorphe dans D m . La matrice Φ (Q) s'écrit alors 
n C.-q.I 

*(Q) = H'(xlfxp,...,xm) Π Q.J J 

j = 1 
où H ' 6 ^ P X P (Dm) . 

Pour obtenir le résultat annoncé, il reste à vérifier qu'il existe un élément 

(λ1,λ2 »···» x
n ) 6 t R n t e l q u e : 

$ (Q) Lira, τ ι —ψ- = 0 
Q^Q Π Q 3 
Q€U° j=1 

pour tout ouvert distingué U de S . 
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Et pour cela, il suffit de montrer que pour toute matrice constante Bf il existe un 
nombre réel λ tel que : 

lim r— = 0 pour tout ouvert ditingué U . 
Q ^ Q Q 
Q€U° 

Ce résultat restant vrai pour toute matrice semblable à Β (avec la 
même valeur de λ) ; il suffit de le montrer dans les cas où Β est diagonale 
ou nilpotente sans forme triangulaire. Or, dans ces deux cas le résultat est 
évident. 

2. Définition 2 . 

Nous dirons que l'origine est un point singulier de première espèce  

pour (s) , si pour tout i * 1;2,...,n et tout j = 1,2.....m on a : 

0 £ k:? £ 1 · 

Proposition 4* 

Si l'origine est un point singulier de première espèce pour (s) 

alors c'est un point singulier régulier. 

Nous avons : -, 
η C, 

Φ (Q) = H (M) Π Q.J , 
j = 1 J 

d α théorème 2.1 page 111 de (2) , il résulte que si on fixe n-1 des variables 

x„,x̂ ,...,x et les variables χ Λ ,χ χ ; la matrice Hic) considérée ν 2' ' η n+1 n+2 'm v ' 
comme fonction de la variable restante a au plus une gularité polaire à 
l'origine. La fonction H(Q) est dans développable en série de Laurent à 
coefficients matriciels : 

^ a. 
y y^1,^2,***,^n H(Q) = H(x. ,X 0 ,... ,x ) =. _ . ^ . . — : s -\ + h (x. ,x0..x ) 

v ' 1 2 m' J^O J 2^O ,...,Jn̂ o xJ, x
J 2 # _ x

J n 1 2 m 

η 
OÙ h( Vx 2,...,x m) f%?*? (»m). 

Ecrivons h. (χ ,χ , ...,x ) 
^ 1̂ 

H(x ,x ,...x ) = . ~ + h(x1,x2,...,xm) 
ϋ 1 χ 1 
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où pour tout j 1 , h. € *}£ ρ Χ ρ (C) n~ 1 · 

Alors d'après le théorème rappelé ci-dessus, pour tout M, Cipf^^D™^1, 

il existe un entier q(M1 ) tel qur pour tout q£q (M1 ) ,
 h

q(M 1 ) = 0 . Sup

posons qu'une infinité de fonctions (h. ) . _ ne soient Das identicuemenr. 

nulles et posons pour tout j 6I 

V. = (5)n-1XDm-n | h j( M l) - 0 } 

6 ΐ W = U V. , ¥C(D) n- 1xD m- n . 
j€l J 

L'ensemble I étant infini, pour tout point M€ (D) n - 1xD m - n , il existe j € I 

tel que j 1 £ q (M^) c'est à dire que M^ÇV. et par suite 

W = (B) n _ 1 X Dra"n . 

L'ensemble W admet donc un point intérieur, comme il est réunion de la 

famille dénombrable de fermés (ν.) β /-_ , d'après le théorème de Baire un au 
moins de ces fermés, par exemple V. admet un point intérieur. Ce qui entrai-

/ ,n-1 m-n , ^ . . , /̂ .n-1 ^m-n 
ne que = 0 sur (D) X D car h . est holomorphe sur {Ό) xD , 
et ceci contredit la définition de l'ersemale (h. ) . - · Il y a donc qu'un 
nombre fini de fonctions ĥ  qui ne sont pas identiquement nulles. Ce résul
tat étant vrai quelque soit la variable choisie parmi les variables χ^χ^,.,χ^ 
(nous avons pris χ ) f il résulte que H est méromorphe sur D 

3. Définition 3* 

Nous dirons que l'origine est un point singulier du type de Fuchs  

pour le système (s) si : 

s 0 pour i / j 1 £ i £ n 

k1 a 1 1 * j * m . 
Ι 

Proposition 5* 
Si l'origine est un point singulier du type de Fuchs pour (s) alors  

l'espace vectorielE de ses solutions est faiblement singulier à l'origine. 
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Démonstration. 
La proposition 3, entraine que E est engendré par les colonnes d'une 

matrice 
η A. η F. 

T (Q) = U(M) Π Q.J η Q.J 

où (e) est une base adaptée. 

Il suffit donc de prouver que υ(θ) est inversible. 

Nous avons pour tout j = 1f2f...fn : 

X.-|_U_ gA gF + U ( A QA F A p F = A F 
J Ô X . V J 3 3 

J 

avec η A. η -A. „ η F. 
Q = Π Q J , Q = Π Q J , Q = Π Q J . 

j=1 J j=1 j=1 3 

Donc Λ 

x. -Su- + U (A . + Q F . Q~A) = Ρ. U 
J ο x. 3 3 3 

J 
et en faisant tendre le point Q vers le point Q Q , il vient 

U(0) (K. + j±j log. D°) = ?. (0) U(0) . 

Cette formule entraine que le noyau de ϋ(θ) est invariant par les endomorphis-
mes T. (j = 1f2f...,n) associés aux matrices 3 

^ ~~ 1 ο L . = A . + 7r—r !og. D . J J 2 π ι J 

Donc d'après le théorème 2 du § 3 (page 20 ), l'espace vectoriel E est faiblement 
singulier à l'origine. 

3. Soit ̂ D X P ( c£) ) f le sous ensemble de 3 p X p (jt)) des systèmes 

de Pfaff pour lesquels l'origine est un point singulier du type de Fuchs. 

Définition 4. 

Deux systèmes de Pfaff 
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(Sl) df - ω 1 f 

(s2) dg « o)2 f 

appartenant à *3 p X p ( 3£) ) seront dits équivalents sur S) t s'il existe une  

application holomorphe U de D m dans Gl (pfŒ) telle que la transformation  
f = Ug transforme le système (s^ en le système (s2) . 

La relation d'équivalence ainsi définie s'étend aux germes de systèmes 

de Pfaff appartenant à J p X p ( S)). 

Proposition 6. 

Dans chaque classe d'équivalence de germes de systèmes de Pfaff défini  

par un élément de ^ D X p ( g) ) f il y a un germe défini par un système de la  

forme ; 

η F (x„,x ,...,x ) 
d f = Σ -J L_i S- d x . 

où les P. (j-1,2....,n) son* des polynômes. 

Démonstration. 

Si (e) est une base adaptée de l'espace vectoriel des solutions du 

système considéré, nous avons : 

T e (g) = u (M) g
A q F . 

Il existe un disque D'CD . tel que U (κ) soit inversible dans D'm ; 
la transforraation f =? U (M) g nous donne le résultat annoncé. 

Cette proposition est une autre forme du théorème de Floquet [ 9 ] , 

et présente un grand intérêt dans l'étude de la classification des germes de 

système de Pfaff appartenant à p X p (S)). 


