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NOUVEAUX THEOREMES DE REGULARITE POUR LES PROBLEMES UNILATERAUX 

par Haîm BREZIS 

On rencontre en physique et en mécanique un certain nombre de phénomènes 

régis par des équations aux dérivées partielles et soumis "en plus" à des contraintes  

unilatérales. Par exemple, on impose à la solution d'être supérieure à une valeur 

critique ψ et lorsque la solution u atteint la valeur ψ f alors le problème 
"change de nature" de manière à préserver la contrainte u £ φ , 

Pour simplifier leexposé, nous considérons seulement le cas d*opérateurs 

elliptiques d·ordre 2, mais des problèmes de même nature peuvent être posés pour des 

opérateurs paraboliques ou hyperboliques. En général on ne pourra pas obtenir de so-

lut ion au sens classique (C par exemple). Dans une première étape on est donc amené 

à envisager une formulation faible (variationnelle). On établit ensuite que la solu

tion appartient aux espaces de Sobolev W^,P (résultat comparable à celui de [2] et 

[8]) . Enfin on atteint le seuil de régularité dans les espaces de Sobolev fraction-
s Ρ 1 naires en montrant que u € ¥ pour tout 1 < ρ < et s < 2 + — . 

I· FORMULATION ABSTRAITE VARIATIONNELLE. 
Soit V un espace de Hubert sur Ρ de dual V1 . 
Soit A un opérateur linéaire continu et coercif de V dans V1 , i.e. 

(Au ,u) ̂  a||u|î2 Vu € V f cr > 0 . 

Soit cp une fonction convexe s.c.i. de V dans ]-», +«>] , Φ f +·00 . 

On pose D(cp) = [u € V ; cp(u) < -F»} . 
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THEOREME Ί. - Pour tout f € V» , il existe u € D(cp) unique solution de l'inéquation 

(1) (Au , v-u) + cp(v) - <p(u) s (f , v-u) Vv € ϋ(φ) . 

Le théorème 1 est dû à F. Brovder [4] . C'est une variante d'un résultat 

antérieur de G. Stampacchia [10] qui avait considéré le cas particulier où φ est 
la fonction indicatrice d'un convexe fermé Κ de V 
i.e. <p(u) = Ir(u) . ( 0 s i u S Ι . 

Remarque 1 , 

Dans le cas particulier où φ est différentiable, 1 *inéquation (1) 
s1 écrit Au 4- cpe(u) = f . Plus généralement, en utilisant la notation commode du sous- 

différentiel 

ôcp(u) « {g€Vf ; cp(v) - <p(u) £ (g,v-u) Vv€D(cp)} 

l'inéquation (l) s'écrit Au + ô<p(u) 9 f . 

Remarque 2. 

Lorsque A = A , il est aisé de vérifier que l'inéquation (1) est équi

valente au problème de minimisation 

Min \ i(Av,v) + φ(ν) - (f fv) > v€v [ J 

En particulier si φ = 1̂  , on cherche à minimiser Ie"énergie" dfun système soumis à 

des contraintes unilatérales représentées par le convexe Κ · 

QUELQUES EXEMPLES» 
Soit Û un ouvert borné de if1 de frontière très régulière Γ . 
Soit V = Η£(Ω) = fu <Ξ L2(Q) ; J ~ 6 L2(Q) et u = 0 sur Γ} 

i ^ u ^ 
Soit Au = -Au ou plus précisément (Aufv) = [ Σ ~r~-~ -r— dx . 

r\ i dX. dX. 
Ω χ ι ι 
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Exemple 1, 

Soit f € H'(Ω) , φ <; 0 sur Γ et soit Κ = {ν € Η*(Ω) ; ν £ t 
— 1 

p.p. sur Ω} . Pour tout f 6 H~ (Ω) , il existe, d'après le théorème 1 , u € Κ 
unique vérifiant 

p du. (|v_ _ |u_ ) d x ^ . £ ( ) d x V v € 

i "û Ô Xi Ô Xi ÔXi JQ 

On en déduit formellement que p.p. sur Ω on a 

ou bien u > φ et -Au = f 
ou bien u = f et -Au £ f 

Par ailleurs, d'après la Remarque 2, u minimise sur Κ la fonction
nelle \ J jgradvĵ  dx - f f. ν dx . 

Ω *Ω 
En particulier si f = 0 et Ω = ]θ, 1 [ , on vérifie aisément que la so

lution u peut être "matérialisée" en tendant un fil joignant dans les points 

(0,0) et (lf0) passant au-dessus du graphe de t . 

Exemple 2. 

Soit j une fonction convexe s.ci. de F dans ]-Œ, -H»] f j +» et 

soit 3 s ôj . 3 est un graphe maximal monotone dans F X R i, e, β est une appli
cation multivoque de F dans R et son graphe monotone, éventuellement discontinu, 
contient pour tout χ l'intervalle [β(χ-) , β(χ+)3 · f ρ j(u)dx si j(u)€Lf(Q) 

Il est clair que la fonction cp(u) = <j ^ 
+« ailleurs 

est convexe s.ci. sur V . 
Dans ce cas, l'interprétation formelle de l'inéquation (1) est -Au + g(u)3f sur 
Ω , u = 0 sur Γ au sens suivant : 

si β est univoque en u , on a -Au + 3(u) - f 
si β est multivoque en u , on a f + Au € 3(u) . 
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Cas particuliers« 
a) j(r) = |r | , on a alors 

-Au + 1 = £ sur [u > 0] 

-Au - 1 = f sur [u < 0] 

-1 £ Au + f £ +1 sur [u = 0] 

Γ 
| 0 si r £ 0 

b) j(r) = \ , on a alors 
I +» si r < 0 

-Au = £ sur [u > 0] 
-Au £ £ sur [u = 0] 

On notera que le problème considéré à Ieexemple 1 s •écrit aussi -Au + 3(u-\|f) 3 £ . 

Lorsque f = 0 sur Γ , on peut dfailleurs se ramener après le changement de u en 
u + ψ à un problème de la £orme -Au + B(u) ^ £ sur Ω et u = 0 sur Γ . 

Remarque 3» 

De nombreux autres choix de cp conduisent à des problèmes d1 intérêt phy

sique (c£. [1]) . En particulier φ = I où Κ = {ν € Η·(Ω) ; jgradv |̂  1 p.p. sur 
Js. Ο 

Ω3 » φ(ν) = Γ (gradv jdx , ςρ(ν) = \ j(v)dr etc.... 

II. REGULARITE. 

Nous nous limiterons à l1 étude détaillée du problème présenté à 1 •exem

ple 2 i.e. -Au + 3(u) ̂  £ sur Ω u = 0 sur Γ . La solution explicite exhibée 
à 1·exemple 1 montre que. en général, même si £ est très régulière, u fL C et 

u W3 ' P pour ρ £ 1 ^1 ̂  . 
^ On désigne par V S , P l1espace de Sobolev d'ordre s sur LP , s entier ou 

£ractionnaire. 
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Il est donc intéressant de déterminer avec précision le seuil de régularité de u f 

i.e. la régularité optimale de u en supposant f très régulière. 

Dans la suite on désigne par 8 un graphe maximal monotone dans R X F 

tel que 0 6 β(θ) . Voici un premier résultat comparable à ceux obtenus dans [2] et 
[8] . 

THEOREME 2. - Soit f ζ LP(Q) , 2 <> ρ < . Il existe u 6 V2,P(Q) Π Η£(Ω) unique 
vérifiant 

-Au + 3(u) 9 f p.p. sur Ω . 

De plus f 6 3(u) p.p. sur {χ € Ω ; β est multivogue en u(x)} . On a l'estima 
tion 

(2) ||AuH * 2|!f Ί 
LP LP 

et en particulier Au € L°(ti) si f € L^Q) . 
D'autre part, désignons par u et û les solutions respectives associées 

à f et f ; on a alors 

(3) !!A(U-Û)!!L, * 2|!f-f!!L, . 

Nous résumons dans le lemme suivant quelques propriétés élémentaires des 

graphes maximaux monotones (cf. par exemple [5]) · 

LEMME 1. - Soit β un graphe maximal monotone dans F X F . Alors R(l+X3) = F pour 
tout λ > 0 et (ΐ+λβ)~ est une contraction de F dans F · La régularisée Yosida 

1 — 1 βΛ de β , définie par β. (r) = -Hr-(l+ÀS) r) est monotone croissante et lipschi-λ Λ Α 
1 

tzienne de rapport ^ . 
On a β (r) € β( (l+\3)"'r) pour tout r € F . Λ 
Pour tout r € F , 0(r) est un intervalle fermé ; on pose 

ϋ(β) = {r € F; β(τ) / φ] et β°(τ) = projection de 0 sur β(τ) . 
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Pour tout r ÇD(5) , |βλ(Γ) |s|S°(r) | et 3(r) - B°(r) quand λ -* Q . 
Enfin si f € L2(Q) , u € L2(Q) , £ Ç B(u ) p.p. sur Ω , u - u 

π η η η η 
2 2 

dans L (Ω) , f - f dans L (Ω) faible, alors f € B(u) p.p. sur Ω . On utili
sera aussi dans la démonstration du théorème 2 le 

LE MME 2. - Soit u 6 Η2(Ω) Π Η̂ (Ω) et soit γ un graphe maximal monotone dans R X F 
tel que 0 6 γ(θ) . Soit g € L (Ω) tel que g(x) € Y(u(x) ) p.p. sur Ω , alors 

(4) f -Au.g dx è C . 
νΩ 

DEMONSTRATION DU LEMME 2. - On procède par régularisations successives. 
a) Le lemme 2 est immédiat si de plus γ € Cf(F) , [γ| <. M et |γ1 | £ M : on 

intègre par parties et on utilise le fait que Y(U) = 0 sur Γ ainsi que γ1 £ 0 . 
b) Lfinégalité (4) est vérifiée à partir de a) lorsque γ est de plus lipschi-

tzien et borné sur F en régularisant par exemple γ par convolution. 
c) Il suffit de supposer γ lipschitzien en se ramenant au cas b) par tronca

ture 
Γη si ύ(Γ) ̂  η 

Yn(r) = { Y(r) si |V(r)| £n 
I -n si y(r) ̂  -n 

η 2 
Noter que γ (u) Y(U) dans L (Ω) quand η -· +00 dfaprès le théorème de Lebesgue. 

d) On a - Γ Au. Y°(u) dx > 0 ; en effet, soit γ. la régularisée Yosida de γ . 
Ω ο 2 

Grâce à c) il vient - f Au.Y-(u)dx£ 0 . Or γΛ (u) - γ (u) dans L (Ω) quand 
Ω ο 

λ 0 . Par conséquent - J Au. Y (u) dx > 0 ; on achève alors la démonstration en 
Ω 

notant, à lfaide du lemme suivant, que Au. γ (u) = Au. g p.p. sur Ω . 

LEMME 3. - Soit u € H (Ω) et soit D un sous-ensemble dénombrable de F . Alors 
Au = 0 p.p. sur {x 6 Ω 5 u(x) € d] . 
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DEMONSTRATION DU LEMME 3. - Il est bien connu que si u € Η'(Ω) et si c € H ,. alors 
gradu = 0 p.p. sur {χ € Ω ; u(x) = c} . Ceci est basé sur le fait que v, est dé-
rivable p.p. au sens classique, et un ensemble de mesure positive a dans toute di
rection une densité linéaire égale à un p.p. Appliquant à nouveau cet argument à 

gradu , on voit que Au = 0 p.p. sur {χ € Ω ; u(x) = c] . On conclut en considé
rant une réunion dénombrable de tels ensembles. 

DEMONSTRATION DU LEMME 2. - On suppose d'abord que f ζ 1™{Ω) . Soit û  la solution 
du problème approché 

(5) -Aû  * 3^(u^) = f sur Ω , = 0 sur Γ . 

On sait déjà que ce problème admet une solution faible û  € Η̂ (Ω) . On déduit de 
2 

l1équation (5) que û  € H (Ω) et un argument de "remontée" permet d'aboutir à 

Au. € L (Ω) . Multipliant (5) par |β (u )| P ^ 0 (u ) on obtient à 11aide du iemme 2 

(appliqué avec y(r) = JB̂ (r) |P~2 que 
J| P(u^| pdx ^(J!f|pdx)p (J [3x(ux)^dx) p , 

Ω Ω Ω 

Par conséquent 

|Ιβ,0Ο|! £ l|fll et i|Au, n <2UfH 
Passais maintenant à la limite quand λ 0 . On peut extraire une suite λ̂  -* 0 

2 — 1 2 telle que u. - u dans L (Ω) , (ΐ+λ β) u. ~> u dans L (Ω) et Au. ~* An dans λ Π Λ A_ 
2 Π -1 n 

L (Ω) faible. Comme f + Aû  € β( (ΐ+λβ) û ) t on conclut grâce au lemme 1 que 

f + Au € @(u) p.p. sur Ω . 
Dans le cas général où f € L?(Q) avec 2 £ ρ < +œ , on commence par 

approcher f par une suite £ ζ L°(Ω) telle que fn ~» f dans Ι;Ρ(Ω) e Soir 
la solution correspondante de 1 «équation -Au + 3(û ) 3 sur Ω , û  - 0 sur Γ. 
Comme j|Aun(! s' 2 lif̂ j! , on en déduit que IfuJ! ^ ^ C Î ! ' f J - ρ * P a r C O T i :" " :^- c V i T : o n  

n LP L W 'P L 
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peut extraire une sous-suite ηΊ -* +œ telle que u -» u dans V (Ω) faible. On 
conclut à lfaide du lemme 1 que -Au + g(u) ̂  £ p.p. sur Ω . Prouvons (3) ; on a 
-Au + g = f et -Δΰ + ξ = £ avec g € g(u) et § Ç 3(Û) p.p. sur Ω . Donc 

(6) -A(u-û) +g-§=f-f . 

Multipliant (β) par 
f +1 sur [u > Û] u [g > 9] 

h(x) = ·< -1 sur [u < Û] U [g < 9] 

0 sur [u = Û] Π [g = 9] 

on obtient grâce au lemme 2 , Γ |g - 9 j dx £ f |f - î | dx , (noter que h ζ y(u-Û) 
Ω νΩ 

p.p. sur Ω avec γ = ôj et j(r) = |r|) . 

Remarque 4. - On trouvera un résultat sensiblement plus général établi par une méthode 

différente dans [3] . 

Notons par ailleurs que nous pouvons appliquer des théorèmes d'interpola

tion non linéaire de F. Browder, J.L. Lions, J. Peetre (cf. par exemple [11]) à l'opé

rateur f >-* Tf = Au . En particulier, on déduit directement (2) pour tout 1 < ρ < +® 
à partir des estimations (3) et j'Au!' œ < 2'!f'! œ . D

fautre part, on a 

|JT.P - Tf ϋ £ j!f - f || ̂  . Par conséquent Τ est lipschitzien dans les espaces dfin-
terpolation entre L! et H .De plus Τ applique H (Ω) dans H (Ω) pour 
-1 < s < 0 avec UTf |! £ dlf |i 

TJ-s -s 
H H 

THEOREME 3. - Supposons que f 6 Ι,2(Ω) Π W ' ' '(Ω) et soit u € Η2(Ω) Π Η£(Ω) la so 
lution du problème 

-Au + 0(u) 3 £ p.p. sur Ω 

Alors Au est à variation bornée (en général Au £ W ' (Ω) ) . Si de plus f € L (Ω) , 
alors u € ν3'Ρ(Ω) , pour tout 1 < ρ < et tout s < 2 + ̂  et on a une estima 
tion de la forme 
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Μ! * c(s,P) (l!f|i Λ . + iîfu ) . 
V , P W ' L 

DEMONSTRATION. - Lfidée principale consiste à utiliser une majoration de la forme (3) 

appliquée à f(x) et ?(x) = f(x+h) . Comme Ω a un bord, nous avons à reprendre 
cette estimation en 3 étapes : 

a) estimation intérieure 

b) estimation tangentielle au voisinage du bord 

c) estimation normale au voisinage du bord. 

Soit û  la solution du problème approché 

(7) -Au. + β. (u. ) = f sur Ω , u = 0 sur Γ . 
λ Λ λ λ 

On se propose de montrer que 

où C est indépendant de λ , ce qui permet d'en déduire après passage à la limite 
quand λ -* 0 que Au est à variation bornée. 

Pour simplifier les notations, nous supprimons dans la suite l'indice λ . 

a) Estimation intérieure. 
On pose 

r 

+1 si r ̂  e 
θ (r) = r' r/e si [r I < ε 

, -1 si r £ -ε 
Soit ζ € £{Ω) avec ζ > 0 . Multipliant (7) par - Σ ~- (ζ θ (~·) ) on obtient 
après intégration par parties 

iTk-Ω ô xi ô xk ôxi « V * <Ω Ô Xk 6 â xk k u0 ô xk e ô xk 
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Par suite 
2 . ι 

k Ω ô xk € â xk i,k Ω âxi d xk !ôxi: i \Ω ô xk 

Passant à la limite quand e — 0 , il vient 

Σ Γ ^ ~ 3(u)!r àx = Σ ] P«(u)!|2-I C dx < Σ Γ ^ 

+ Σ f ^ C d x * Jfi ô xk 

b) Estimation tangentielle au voisinage du bord. 

Par cartes locales on peut se ramener au cas où l'équation 

(9) - Σ ^ - (a. .(x) -f p(u) = f 
. . ôx. ij dx. 

est satisfaite sur ϋ = V Π if où V est un voisinage de 0 f = {χ ~ (x̂  , , , x^j : 

χ > θ} , et où les fonctions a. .(x) sont très régulières, a.. = a.. et 
n ij ij ji 

2 ι Σ a.. ξ . ς . > a Ι ξ 1 avec a > 0 · V ζ € ït . i,j U bi"J ^ ~ 

Soit ζ € î îf1) , ζ ̂  0 à support compact dans V . Multipliant (9) par 
- (ζ θ ) , 1 ̂  k n-1 , il vient après des intégrations par parties 

OX_ C OX-, 
k jc 

(10) Γ Σ ^" (a. . 1^ ) . r̂ - (C θ )dx + Γ 0·(«)^ θ (|^-)r dx 
UU i,J Ô Xk 1 J d xi ô xj ε ô xk "U à xk e à xk ' 

U κ k 

Le premier terme de (10) s'écrit aussi 

n _ ' ̂ aij ôu ô / . Λ / ôu>> ô̂ u Ô / - Λ / du λ λ
 : 

U 1 J I JC 1 J ic I X j k ; 

= R ς J _ _2_ R ^ i i . p.) . c θ + a . . θ,(|*.)ζ 

lU " âxk ôx. e'oxk
7 ij ôxi δχ̂  δχ̂  ôxfc evôxk'* 

ô̂ u ôC A f ôu \ ί , ^ ..u M 
+ a. . τ r— . r-8- θ —) > dx ώ - C:!u. 

U oxi ôxk άχ̂  e ôxfc :«/ (u) 
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où C dépend uniquement des a_. ̂  et de C . 

On notera que sur V Π Γ χ = Cl on a u = 0 , -!~ = C . θ (~~) = 0 . η " ôx, e ôx' κ k 
On déduit alors de (10) que 

"U ÔXk 2 C V W2»1(U) 

Passant à la limite quand e -* 0 on obtient 

υ ô xk ! u ô xk w-'1(u) 

c) Estimation normale au voisinage du bord. 
Multipliant (9) oar - ( Γ ) vient après intégration 

' η "η 
sur U 

U x*vJ j ° i n η J n n 

= «·' δχ s àx" +
 S 7. Σ " ε'δχ"̂  · U n η ôb η 

Etudions le premier terme de (11) ; on a 

r r-i ô f aux d /> Λ ̂  au λ > > „ δ/ ôu χ δ / r Q / ôu_\ \ , . Σ. r (a. . τ; ) . -r—{ C θ —; Jdx = · .2--. (a. . —) . r̂ —( ζ θ —j )dx «TT î.i àx. ij cjx. ôx ε οχ < Tî ι, ] ôx v ij ôx. ôx. ε ôx U J j ι π η U *J η ι j η 

- Γ Σ râ-(a . |^-)C θ (|HL)DR 

«Γ Σ P± p- ^_( C 6 {p-)) + a. . t-^-. ^ - { ζ θ j. dx «' -j i àx ôx. ôx. € οχ 1J ôx. ôx ôx. * €vôx. 7 I U X»J ̂  η i j η ° i n j i j 

_ r ς . | a - ) C e (|̂ -)dr = Γ ς - | ^ ) ζ θ (|H_)dx 
e Ô X n lui.J *?**n Ô Xi 6 â X n 

' Λ ~ dx C Vax } d I 

ÔU η η η 
Γ 2 2 2 I r»^ ôu ôu rst/ÔÛ - ôu Λ / àu ̂  ÔC ι , + Σ < a. . ν • \— . r ς— 6f(-—)l + a. . rr r— θ (-—) r-*->dx 

*TT Α A 1 1J ÔX. ÔX ÔX. ÔX € ÔX * 1J ÔX. ÔX €VÔX ÔX . 
U 1 » J I ι η J η η i n n j j 
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OU d X j Û J ÔXn e dXn W2'1(U) "oU jA n >̂ d x j e d Xn 

On a utilisé ici l'estimation (cf.[6]) : 

Γ |f|dr £ c||f|! . . pour tout f €W1'1(u) et en particulier 
kôu w 1 , 1(u) 
Γ ~ " dr i. cIM . . . Or si j / η , on a 
VÔU d xn W2,1(U) 

J
QU n j d X j d Xn 6 d Xn ôU n J d X j e d Xn 

" " J" ^ Ι τ " ) *Γ ( ζ άηή ) < ΐ Γ * C i , u l 1 ? 1 ' a V e C ®I " θ . » β Λ°) = 0 d e 

Jau € ^n d x j n J w 2 , 1(u) e e e 

sorte que |a>e(r) | s r . Il résulte alors de (11) que 

J* 3'(u) g- e e ( | f-Kdx * c(!!uu 1 + ||f|| ) 
"U ÔXn 6 dXn W2,1(U) W1,1(U) 

où C dépend uniquement de a_ et de ζ . 
Passant à la limite quand ε 0 , on obtient 

J UL(3(u))!cdx s c (N! + ||f|! ) . 
u ô xn w2'1(u) w1'1(u) 

Combinant les 3 estimations et revenant à û  il vient 

ΙΐΔαΧΗ Ί Λ * c ( I M 2 i + IHIi i, ) 
λ νΊ»Ί(Ω) λ W2,1(Q) ¥Ί,1(Ω) 

où C dépend uniquement de Ω . Comme |!û|| ̂  ^ c||f || ̂  , on en déduit, en faisant 
H L 

tendre λ vers 0 f que Au est à variation bornée. On notera que lfhypothèse 
wf à variation bornée* est en fait suffisante pour en conclure que Au est à va

riation bornée. 
1 

Dfautre part, pour tout 1 < ρ < +® et tout σ < — on a 
¥1,1(Ω) 0 L*(ù) cw a , P(Q) avec injection continue ; en effet 
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,μρ = Γ Γ |a(x)-u(y)|ρ
 d x d y 3 : 2i iu i i p - 1 Γ Γ K*My)l***y 

ν σ ' ρ Ω̂̂ Ω |x-y| n 4 C p L* |x-y|n+ap 

- 2 | M p 1 N i w a p > 1 * c!M!p"J N l y 1 t 1 

Par conséquent ||AUJ| £ C(|If|| Λ „ + Ofj! ) et Au 6 νσ,ρ(Ω) . On obtient 
λ 'νσ,ρ M

W 1, ι L°° 

alors (cf.[9]) u € ¥2+σ'Ρ(Ω) . 

Remarque 5. 

Divers problèmes restent ouverts ; citons en particulier les suivants : 
a) On sait, dfaprès le théorème 2 que pour f € L (Ω) on a u € (3̂ ,(*(Ω) pour 

tout cr < 1 . D1 autre part l'exemple 1 montre qufen général u C (Ω) . Il 
serait intéressant de savoir si u € C ' (Q) (un résultat dans cette direc
tion a été établi en [7]) . 

b) L'hypothèse f 6 νσ,Ρ(Ω) avec 0 < σ < 1/p est-elle suffisante pour con
clure que Au € νσ,Ρ(Ω) ? 
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