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SOLUTIONS HYPERFOACTIONS DU PROBLEME DE CAUCHY 

Jean-Michel BONY et Pierre SCHAPIRA 

i Ο - Introduction. 

Soit P(x, -ς— ) un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients analy-dX 

tiques, défini sur un ouvert U d e ( R n et dont la partie principale est 

hyperbolique dans une direction Ν (nous ne faisons aucune hypothèse sur 

l e s c a r a c t é r i s t i q u e s d e Ρ ) . N o u s m o n t r o n s q u e l ' o n p e u t r é s o u d r e le p r o 

b l è m e d e C a u c h y Pu «= V , T T i u ) = ( w ) d a n s l ' e s p a c e d e s h y p e r f o n c t i o n s , si 

(w) est un m - u p l e d ' h y p e r f o n c t i o n s sur 1 1 hyper s u r f a c e < x , N> = 0 et ν 

une h y p e r f o n c t i o n d é f i n i e au v o i s i n a g e de cette h y p e r s u r f a c e , et "analy

t i q u e " d a n s la d i r e c t i o n N. 

La m é t h o d e c o n s i s t e à r e p r é s e n t e r l e s h y p e r f o n c t i o n s c o m m e s o m m e d e v a 

l e u r s au b o r d d e f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s « à r é s o u d r e le p r o b l è m e d e C a u c h y 

d a n s le d o m a i n e c o m p l e x e , et à m o n t r e r q u e la s o l u t i o n o b t e n u e a d m e t u n e 

v a l e u r au b o r d . L e s d e u x o u t i l s e s s e n t i e l s s o n t a l o r s , d ' u n e p a r t u n 

t h é o r è m e d e p r o l o n g e m e n t d e s s o l u t i o n s h o l o m o r p h e s d ' u n e é q u a t i o n a u x dé

r i v é e s p a r t i e l l e s , d ' a u t r e p a r t u n e i n é g a l i t é h y p e r b o l i q u e , q u i se d é 

d u i t d ' u n t h é o r è m e d e M . K A S H I W A R A , v e r s i o n l o c a l e d u t h é o r è m e d e s t u b e s 

d e B O C H N E R . 

Nous étudions en même temps les solutions analytiques d'une équation 

h y p e r b o l i q u e , et m o n t r o n s e n p a r t i c u l i e r q u e l e s s o l u t i o n s d e l ' é q u a t i o n 

h o m o g è n e se p r o l o n g e n t à t r a v e r s la f r o n t i è r e d ' u n o u v e r t d e c l a s s e C 

d è s q u e la d i r e c t i o n n o r m a l e e s t h y p e r b o l i q u e . 

L'étude des opérateurs hyperboliques a caractéristiques simples a été 

faite dans le cadre des hyperfonctions par T.KAWAI 

Le prolongement des solutions d'une équation l coefficients constants a 

é t é é t u d i é e p a r C . - 0 . K I S E L M A N [β] p a r u n e m é t h o d e e n t i è r e m e n t différente. 
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Les résultats exposés ici sont extraits d'articles à paraître (cf. 

M [2] [3] 14 j ) · 

5 1 - Notations et rappels. 

Dans tout cet article on désignera par Ρ * Ρ ( χ, ) un opérateur diffé-
7>X 

rentiel à coefficients analytiques dans un ouvert U *ie lRn et dont les 

coefficients se prolongent en fonctions holomorphes sur un ouvert U de 
η 

C . On désignera par P(z, — ) le complexifié de Ρ défini sur U . On 

identifiera C n pour le produit bermitien < z , ^ > = ^ . z. "5. à l'espace 
. 1 1 

2 η * 
e u c l i d i e n 1R muni du p r o d u i t s c a l a i r e Re < z > . Le mot h y p e r p l a n 

2 η 

s i g n i f i e r a , sauf m e n t i o n du c o n t r a i r e , h y p e r p l a n réel de IR . O n écrira 

ζ * χ + iy, = 1 + i η . Un h y p e r p l a n d ' é q u a t i o n R e < z - Z Q , = 0 sera c a r a c t é r i s t i q u e en ζ q 

si Ρ ^ ζ
0 ' "*2^ β 0, où ρ d é s i g n e le s y m b o l e p r i n c i p a l de P, dé f i n i sur 

U X (Œ - ÎO G . On dira aussi que c'est le v e c t e u r 2 qui est c a r a c t é r i s t i 

que en ζ 
H ο 

On d é s i g n e r a par S n ^ (resp. S ^ n ^ ) la sphère unité de IR n (resp. tR^ n) . 

Si I est une pa r t i e de S n ^ nous d i r o n s que I est c o n v e x e (resp. p r o p r e ) 

si le cône e n g e n d r é par I est c o n v e x e (resp. ne c o n t i e n t aucune d r o i t e ) . 

Le p o l a i r e de I sera le cône f e r m é i n t e r s e c t i o n des d e m i - e s p a c e s p a s s a n t 

par l'origine dont la n o r m a l e e x t é r i e u r e a p p a r t i e n t à I. On notera sou

v e n t Ρ l'intérieur du p o l a i r e de I. I n v e r s e m e n t si Ρ est un cône c o n v e x e 

de lR n, son p o l a i r e I c S n ^ sera l'ensemble (fermé) des n o r m a l e s à Ρ à 

1 ' o r i g i n e . 

Rappelons un théorème de dont nous aurons besoin. 

THEOREME 1.1. 

Soit co ejt Jl deux c o n v e x e s de C , u> étant l o c a l e m e n t c o m p a c t , Π o u v e r t ,  

avec eu c XI . C o n s i d é r o n s les h y p e r p l a n s dont la 'normale est limite de 
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«ν 
(directions car a c t ο r 1 s t i q u e s en un point [e u m o i n s ) deJÎX , et s u p p o s o n s r 

tout h y p e r p l a n d o c G t y ρ e qui coupe fi coupe co . A l o r s s 1 f est une f onc-

11 ο η h ο ï ο m ο r ρ h e au ν ο i s 1 η a r e de uu e t si Pf 'se p r o l o n g e en f o n c t i o n h o l o -

m o r p h e s u r SI / 1 a f ο η c 11 ο η f se p r o l o n g e en f o n c t i o n 'ho'l'omorphs sur I I . 

R e m a r q u e * - Ce t h é o r è m e se d é m o n t r e à p a r t i r d'un théorème de M . ZERNER 

[15j par un a r g u m e n t g é o m é t r i q u e dû à L . H O R M A N D E R (ci. £s3 > t h é o r è m e 

5 . 3 . 3 . ) . On r e t r o u v e r a au p a r a g r a p h e 4 une s i t u a t i o n a n a l o g u e . S i g n a l o n s 

a u s s i que ce t h é o r è m e s'énonce pour les s o l u t i o n s f d'un système d'équa

t i o n s P. f = g. . 

Ce t h é o r è m e avait été d é m o n t r é pour les o p é r a t e u r s à c o e f f i c i e n t s cons

t a n t s par C . - Q . K I S E L M A N [ôl . 

* 2 " Inégalité hyperbolique. 

THEOREME 2.1. 

S ο j. t Q(z, X ) un polynôme de degré m en X à coefficients holomorphes dans  

un ouvert V d_e (Ê  . On suppose que le coefficient de est 1 et que  

1 ' équation Q iz ,t) = 0 n'a que des racines en t, réelles pour ζ réel  

(ζ £ V = V p R P ) · 

Alors pour tout compact Κ d_e V (\iRK il existe £>0, C > 0 tels que 

G ί ζ , X ) s 0, Re z£.K, Im z < 6 = ^ Im t Im ζ . 

Ce théorème résulte immédiatement de la version ci-dessous du théorème 

des tubes de Bochner, théorème dû à KASHIWARA [β\ mais publié. sans démonstration1' . 

THEOREME 2.2. 

Soit L la partie de I P + 1 défini par : 

L r { j * • iy) l x | < r ' v 1 ·· · = y p
 a ο , .ο < y p < M 4 b } .  

(1) Une démonstration de ce théorème vient d'être réd igée.. ( en. anglais) « 
par H.KOMATSU (Université da Tokyo). 
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S ί f est une f o n c t i o n h o l o m o r p h e o u voisin g ο d e L, pour tout a ^ r 

il existe une c ο η s t: ο η 11? · ;> 0 ' "telle q u e f ο s t h ο1 ο m ο r ρ h ο d ans l'ouvert 

L - (x + iy | |x| la .|y,J+- ... + , jy^j < C | y p + 1 | , 0 < Y p + 1 < b } . 

A partir do maintenant ncus désignerons par Ν le vecteur (0, .»., 0, 1} 

d e l R n et nous écrirons ζ « ( ζ ' , ζ ) et = ( p , ^ ) . 

η .η 

R a p p e l o n s q u ' u n o p é r a t e u r Ρ ( χ f ^ ) a sa p a r t i e p r i n c i p a l e h y p e r b o l i q u e 

d a n s la d i r e c t i o n Ν au p o i n t χ si l ' é q u a t i o n ρ ( χ "5 ) = 0 n ' a 
ο ο η 

q u e d e s r a c i n e s 1 ^ r é e l l e s C . ^ ô I R 0 ^ ) . E n p a r t i c u l i e r la d i r e c t i o n Ν 

est non caractéristique. 
T H L O R È I I E 2 . 3 . 

S u p p o s o n s la p a r t i e p r i n c i p a l e c- c Ρ h y p e r b o l i q u e d a n s la d i r e c t i o n i\ 

en t o u s p o i n t s d ' u n v o i s i n a g e d e χ q . Il' e x i s t e u n e c o n s t a n t e C > 0 e t 

u n n o m b r e 6 > 0 t e l s q u e 

| ζ - χ 0 | < e , ^ 6 ε η , p ( z , ^ + Î N ) = o 

^ | l m t | s < c [ p | |y| . ^ | ] 

Démonstration. 

Les solutions de l'équation p ( z , " ^ ' , Γ ) B 0 vérifient d'après le 

théorème 2.1. 

|im t | < C l [|y| - |̂ '|J 

pourvu que χ £ K, | y| < 6 * j^j B 1 > | j < 6 · 

On en déduit par homogénéité 

|i-t/<c,[|y||5'| ' h f j 
pourvu que j ̂  j ^ & J ^ j · 

D'autre part Ν étant non caractéristique au voisinage de X q , on a une 

majoration 
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des solutions de ρ ( ζ, "·) + Χ Ν ) β 0, et donc 

| ι * τ | 4 c 3 [|?| r W n l l 
ce qui entraîne 

pour 0> l^'J . 

5 3 - Deux 1 e m rn G g r' G ρ r ο' 1 ο η & e m e η t » 

On désigna par Β ( 0 , β] la boule ouverte de centre 0 de rayon a, par 
B(0, a] son adhérence , et par B'(Q, a) son intersection avec l'nype-r-
plân (χ, Ν ) 3 0 . 

On désignera par Κ l a , Ό ) l'intérieur de l'enveloppe convexe de Β'(G, a) 
et du point ^ a M (de coordonnées (0, 0, ^a)). 

LEMME 3.1. 

Soit Ρ un opérateur dπ partie principale hyperbolique dans la dire c t i ο η 
Ν en tout point υ e la boule 3(0, r) . Il existe une constante *ζ > 0 telle  
que pour tout a < r, toute fonction f holomorphe au voisinage de-
Β' (0, a) ayant la propriété que Ρ f se prolonge analytiquement dans  
Κ(a, 'S ), se prolonge elle-même analytiquement à cet ouvert. 

Démonstration. 

Soit S ? 0. Désignons par l'ensemble (fermé) des directions 

^<sS 2 n ^ caractéristiques pour l'opérateur PCz, ) en un point 

ζ » x + iy avec |x| ^r , [yj ζ & . 
D'après le théorème il suffit de vérifier que si e ^ l'hyper-

plan de normale ^ passant par le point ̂ a Ν rencontre l'ouvert |x'|<a , 
y'J< 6 de l'hyperplan 3 0 j- . 

Il faut donc vérifier que le système d'équationa 
Re <z -Sa N, ̂ > s 0, z^ = 0, x' <a, ly'l^fc 

η » ι 
a une solution, sachant d'après le théorème 2.3e appliqué au vecteur i^ 
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ς ι.ι π : 

On peut par expmpie supposer ^ >̂ 0, et d'après la convexité des inéga
lités il suffit d G t, r ο υ ν e γ χ ' y 1 avec; χ1 < a , I y ' < £ et 

\ I 

Or on piiut trouver >: ' et y' tels que <x', > r i ~ ^VJ - — j 

d'où l'inégalité 

inégalité qui sera vérifiée pourvu que l'on ait *S τττ:~—Τ^ττ · 

Si P est un ce ne de on désigne par son intersection avec la boule 

D C O , É 3 . 

L Ε ίν ; ίν < Ε 3.2, 

Soit Ρ υ η opérateur de partie ρ r i η c-1 pale h y perholique d ans la dlrectioπ 

,M en tout point de la boule Β l ϋ, r 3 . Soit P 1 un cône ouvert convexe non 
vide de l'hyperplan <y, Ν > - ϋ . Il existe une constance " S ^ 0 telle que 
pour tout a < r, toute fonction f holamorphe au voisinage de 
Β' (0, a) + i P ' , pour un € > 0, ayant la propriété que Ρ f se pro longe 
en fonction holomorphe da η s 1 1 ouvert Κ(a, 1 ) + i Ρ c , où p, est un . . ι ,o ι 
cône ouvert convexe (de lRn) contenant Π' , se prolonge elle-même dans un  
ouvert du type Κ(a, £ 1} + i g » * avec £' > 0, et où est un cône 

ouvert convexe contenant P' . 

Démonstration » 

Il résulte du théorème de Cauchy-Kowa1eν ski précisé (ou du théorème 1.1) 

que f est holomorphe dans un ouvert convexe.contenant B'CQ, a) + i P g/2' 

où P est un cône ο u ν R r t convexe contenant P 1 · 

Soit "y e P' u n vactuur de norme 1 . On a vu dans la démonstration du 
Lemmc 3.1· que si l'on désignait par Ag l'ensemble des directions 
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car a c t 6 r i s t i q u es en υ η ρ • i η t ci u c om ρ u c t j χ j χ r , J y j 6 , tout h y p e r p l a n de 

n o r m a l e 2 & A r pas s ont par 1 e point rv> a M r e n c o n t r e 
c 

B ' C O , c) * i( jy'j < i ) . On on r é d u i t qu'il exista un nombre o( > 0 (na 

d é p e n d a n t que do y et p ' j tel que tout hyperplan de n o r m a l e 6 A 

p a s s a n t par le point o( r £ a Ν + i ^ * Y r e n c o n t r e Β ' ( C , a) x i ρ· g / 2 · 

S o i t M l'intérieur do .1. ' e η ν ο 1 ο ρ ρ e c o n v e x e du point Jt £ a Ν + i Y 

et do Ρ' (G, G ) + i Γ !
Γ / . . 
6/ <L 

Il r ο υ i ·· ο du théor Γ: me ί . 1 . que f est h o l o m o r p h e dans il s'il en est 
Y , & 

a i η s i d e Ρ f . 

La réunion des M .... Λ pour &>D contient pour tout '£' < o< ̂  un ouvert 

du type Κ ( a , ̂  ' ) + i P 2 £ ' p o u r u n c S n e Q U V e r t convexe P 2 . 

* ^ * S ο 1 u t iοπ s anal y11q ue s « 

T H E O R E M E 4.1. 

Soit il un ouvert de classe C , χ un point de "5 Π, Ν la normale à 
0 — 

'ail ej^ X Q . 

Soit Ρ un opérateur de partie principale hyperbolique dans la direction  

Ν au v o i s i n a g e rie χ q . A l o r s si f est une f o n c t i o n a n a l y t i q u e dans Ci 

et si Ρ f S Q p r o l o n g e on f o n c t i o n a n a l y t i q u e au v o i s i n a g e de χ q , la f o n c  

tion f se p r o l o n g e en f o n c t i o n a n a l y t i q u e au v o i s i n a g e de X Q . 

Démonstration. 

Soit H ̂  1'hyperplan d'équation ^ χ - χ q , N > = - & . L'intersection de 

H,. et de il contient une boule (dans H R ) Β ' , centrée au point χ - 6 Ν t> G a ο 

et dont le rayon a est infiniment grand par rapport à £ lorsque £ tend 

vers 0. 

L'intérieur Κίΰ,'ΐ ) de l'enveloppe convexe de B' et du point 
a 

(χ - EN) + ̂  a ï\i sera un voisinage de χ pour £ assez petit, ο ο 
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I l s u f f i t a l o r s d ' a p p l i q u e r le 1 emrne 3 . 1 . L ο f c ; ! c t i ο η f et le p r o l o n g e 

m e n t o b t e n u c ο I η c i ri ο η t a u v o i s i n a g e ri ο χ c a r χ a d m e t u n s y s t è m e f o n d -

m e n t a l d e v o i s i n a r e s d o n t 1 f i η t G r s ο ο t i ο η a ν ο ο il e s t c o n n a χ ο r 

Τ H ft 0 R È ί") ΙΞ 4 . 2 . 

S o i t co fl d n u χ ο o n v c y o_r, ri ο R n , ω é t a n t 3^oc a 1 ο m e n t c o m p net, X L ou ν s r t , 

a ν o c C L) c i l . _ C : o n s i c! a j^o η s l'e s h y ρ n£jpj a n s c" ο η t 1 a η ο r m a 1 e Ν e s t 1 i m i t e d e 

d l r o o t Ι ο η ο ρ c o r _l_no q u ο ? 1_ e s 'la p a r t i e ρ r i n o j_ o a ! ο ri ο Ρ η ' e s t p a s h y ρ e r b ο -

1 i q u ο ο η υ π ρ ο i η t a u m o i n s rie i l , o j ^ s u υ ρ ο s o n ο q u e t o u t h y ρ e r ρ .1 a η rie c e 

t y ρ e q u i c ο υ ρ e f a c υ υ ρ ο c o . A 1 ο r s s i f e s t u n o f o n c t i o n a n a l y t i q u e a u 

v o l ::> 1 η a ?. ο ri ο ç O e t "s 1 P f s ο ρ r ο l o n g ; e ο π v o n c t i ο r, a n a l y t i q u e ri a η s X L , .1 a  

f o n c t i o n f s^c Jlr π 1 J:J η g a e h f u n c 1 1 o n 'a η a 1 y 1 1 ο u e ri a η s il . 

D é m o n s t r a t i o n . 

Nous allons r e p r e n d r e la d é m o n s t r a t i o n du théorème 5.3.3. de \_5~] . 

η -1 

Soit A l'adhérence dans S des d i r e c t i o n s dans lesquelles la partie 

principale de Ρ n'est pas hyperbolique en un point au moins de Λ . 
Soit χ ^ β ω , u) un voisinage (connexe) de co dans lequel f est analytique. 

Soit χ ^ Ω . , o(>0, avec B(x^,o<)CÎl. 

Il existe un compact Κ convexe d e OJ ΐ e 1 que tout hyperplan dont la 

normale appartient à A qui coupe Β(χ^,ς< ) coupe Κ (car A est compact). 

Soit K r l'ensemble des points à une distance inférieure à £ de K, et 
t> 

choisissons £ tel que soit ce η tenu dans co avec 0 < b ^ . 

Soit û / t / 1 , χ =-· χ + t(x. - χ ) et désignons par l'enveloppe 

convexe de K c et de B(x., £ ) . 

La frontière de Κ est de classe C et ses normales en un point hors 
ε 

de co η appartiennent pas à A. 

Il résulte alors du théorème 4-1. que le plus petit t tel que f ne se 

prolonge pas à Κ ̂  peur t > t q est 1. 
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Pour tou t χ (£. Π η;; c. ci π π Η' ο π ô 1 y τ. 1 ς t; ο de f dans 

u n o u v e r t é t o é j é o n ο ο r» t ο r» ο n t χ , c e o u i a C é in:'. I; l e p r o l o n g e m e n t 

c h e r c h e d e f . 

R ojn_o r cro - . 

Le théorème 1.1. so d ο montre exactemont comme le théorème 4.2. à partir 

d ' u n t h é o r è m e d o Z o R R E R (j 5*3 a n a l o g u e c o m p l e x e du t h é o r è m e 4 . 1 . , le 

t h é ο r c m e d e Ζ E R · ·! E R} s e d é m o n t r a n t l u i a u s s i p a r le morne a r g u m e n t g é o m o ' T i 

q u e q u e l o t h é o r o r n a 4 . 1 . , le l e m n o 3 . 1 . é t a n t a l o r s r e m p l a c é par l e # 

théorème de C AU C h Y -Κ Π WA LE WS ΚI précisé. 

^ ^ " R ο ρ ρ ο 1 s ; i i L 1 ̂  h y' n e r f Q n c" t i" ο h s -

N o u s n o r e d o n n e r o n s p a s i c i l a ο ο f i n i t i ο n d e s h y p e r f ο n c t i ο n s d e M . S A 7 0 

( c f . (j 1 J o u (j G J , ' £l 4*] ) m a i s n o u s r a p p e l l e r o n s p a r c o n t r e l e s p r o p r i é 

t é s d u s u p p o r t s i n g u l i e r d o n t n o u s a u r o n s b e s o i n , p r o p r i é t é s q u i s e d é 

d u i s e n t d e l a t h é o r i e d u f a i s c e a u C d e S A T O e t K A S H I W A R A ( Cl 2 ] , ) · 

DEFINITION 5.1. 

Soit u une hyperf onction sur l'ouvert Π djo jRn '. On dit qu'un point 

\ 1 J Ë J ^ X S 0 ^ n'appartient pas au support singulier de u (en abré-

g é S.S(u) si, au voisinage de χ, u est somme finis de valeurs au bord  

d e f o n c t i o n s h o l o m o r p h e s f ̂  , d é f i n i e s d a n s d e s o u v e r t s ( cO+ i Ç^)f\ 

où co e s t u n v o i s i n a g e c o m p l e x e d e χ , co = CO Π H Π * ejt e s t un c ô n e o u v e r t 

c o n v e x e d o n t 1 Ρ p o l a i r e n e r e n c e n t r ο p a s le p o i n t <r^ . 

n- 1 
L e s u p p o r t s i n g u l i e r d e u e s t d o n c un f e r m é d e i l x S 

S i ( χ , 7|) ^ S . S ( u ) on d i r a a u s s i q u e u e s t a n a l y t i q u e d a n s la d i r e c t i o n ' ^ 

au voisinage de χ. 

THEOREME 5.1. 

S ο i t u une h y ρ ο τ- f ο ο ο t i ο n s u r Λ . 
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1 ) I e_st _ uo ij? Γ; ? ,; ' . . c ο η ν π χ R ρ r o n r ο r; . o _ (! ο 5 ' r t s i S . S ( u ) C il /< I 

υ ο s t y LI 1 G u r a u b g r d _ C [ ' J J ο ο f o n n i: i ο ο h j j I nrr~i Γ ρ ο ο f , d c v i n i e d a η ο υ π ο υ ν ο r :' 

V C J U i ο ο ujr t_n ν •: _ y ο ·.; ο à η a g ο ϊ ' ο ο ϊ ce - rit l a η •·. 1 ' 1 n t o r s ο e t d £ .(1+ i Π ' ej, 

d ' υ n v o i s i j ^ i T ' i n r j ' ; ! - - s -·' ο il' d e (1, e j l r ; é r> a n t j ^ a r p ' 1 f i n t ο r i e u r d υ 

ρ ο l a J r ο j ^ o Ι ' . Ε η ρ a r a 1 c u 1 1 o r s i S . S ( u )' e_ot ν e ^ u ' e s t a n a 1 y 1 1 q u e . 

2 ) E^ i F,, . . . F ^ s o n t d o s f o r m é s d o JD. χ S 4 c o^ r é ο n i ο n F , e t s i S . S ( u ) 

e s t c o n t o n ο d a r r F , 1 1 _ p. χ 1 s t ο _ d e s ^ h y ρ ο r ν ο r. \ ο t j.'. ο n s u u , s u r i l %  

L e p r e m i e r t h é o r è m e f o n d a m e n t a l d o S Α Τ Ο p e u t a l o r s s ' é n o n c e r . 

T H E O R E M E 5.2e 

S o i t Ρ ( χ, zr*~ ) un o p é r a t ο u r ri i f f é r ο π t :i oj à c o e f f i c i e n t s a na U y 1 1 qu c s 

su r il . 

1 ) S . S ( P u ) é G S ( u ) U x , T| ) Ρ ίχ , 0 7 ) | - 0 

2 ) S o i t ( χ , T^) un p u i n t ci e il χ S 1 ' 1 où p ( x , 7^) ^ 0. 

P o u r t o u t e h y p e r f o n c t i o n ν s u r i l , il e x i s t e u n e h y p e r f o n c t i o n u sur Jl 

a v e c 

( x , 7\J φ S . S L P u - y ) . 

(On trouvera dans £ 3 ] une démonstration élémentaire de ce théorème). 

Soit maintenant S 1 1 hypers u r face < χ , ̂  N > = 0 de il, avec Ν = ( Q,. . . 0,1) . 

Si u est une hyperfonction sur A. dont le support singulier ne rencontre 

pas I I Λ ( ^ M J U ^ N | 3 (en oit que u est analytique dans la direction 

i N ) , on peut définir la restriction de u à S de la manière s u i v a n t e . 

Soit ( I 0> ) ̂  un r e c o u v r e m e n t fini ou c o m p l é m e n t a i r e d'un v o i s i n a g e de 

U |- wjpar des p a r t i e s c o n v e x e s f e r m é e s p r o p r e s , f ^ des f o n c t i o n s 

h o l o m o r p h e s dons un ouvert [il* i P ) p * i l t o l s que u soit somme des valeurs 
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au bord des (de tels I ̂  , existent au noins sur tout ouvert rela

tivement compact de Cl d'après le théorème 5.Î.). 

L'hyperplan complexe <z > N> » 0 rencontre tous les ouverts SLxi i *̂  

et on pose 

| <x, N> « D c< ï<z, Ν > » D 

Cb désigne alors la'Valeur au bord" dans l'espace ^z9 Κ > - θ} · 

On vérifie que cette définition est indépendante de la représentation 
choisie· 

L 1 hyp e r f o n c t i° n u peut alors être considérée comme une* hyper fonc t ion 

de η-1 variables "dépendant analyt iquenenc" ce χ » et on peut alors 
η 

démontrer que. si u est nulle pour x^ <0, u est nulle sur les co^pcs^r.tes 

connexes de il recontrant 1 'ouvert (χ <θ1οί1· On en déduit donc, grâce 

au théorème 5.2. l!éxtension aux hyperfonctions du théorème de HûLMG?.Zl\. 

Signalons que ce théorème peut également se démontrer de manière élémen

taire C143 grâce à la représentation des hyperfonctions comme sommes 

localement finies de fonctionnelles analytiques. 

THEOREME 5.3. 

Soit S une hypersurface analytique de Ci non caractéristique pour 1'C3§". 

rateur différentiel Ρ(χ, . 

Sο i t u une hyperfonotion sur il solution de ?u β 0 · Supposons que S s tzhr _ 

il en deux régions et que u soit nulle sur l'une d'elles. Alors u est nul 

le au voisinage de S. 

La méthode utilisée pour déduire le théorème 4.2. du théorème 4.1. perme: 

également d'énoncer : 

THEOREME 5.4. 

Soit u> ej: fi deux convexes de iR Π, co étant localement compact, ouvert:  

avec co C XL · Considérons les hyperplans dont la normale est limite dû 
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d i r e c t i. ο n s c a r a c t é r i s t i q u e s c n u r, -po^int a u Γ; ο i n s J e H , e. t s u ρ υ ο so*. .s 

3 1 1 e , ! : o u t „ h y ? G ^ ? l a n d e ce t y p e g u i c o u p e il c o u p c uû . A 1 ο r s si u e s t u r. e 

h y ρ e r f ο n r. t: i ο n s u r il s o l u t i o n c ο P u s 0, e t si u e s t n u l l e au v o i r 

d e UJ> , u e s t n u l i e s u r il . 

§ 6 Solutions hyρer£οnetions du problème de Cauchy. 

On supposera 1 f opérateur P(x, —— ) d'ordre m. On désignera alors par lf 
DX 

l'application qui a une hyperfonction u, analytique dans la direction 

± N, définie au voisinage de <x, N> = 0, associe le m-uple d 1hyρerfonc~ 

tions de l'hyperplan < χ, N > = 0 défini par 
_ -.πι-1 

- o | < x , N „ ο · < è u ) C 7 ^ Ï U ) } 

Oc, N>« 0 <x, N> » G 

THEOREME 6.1. 

On suppose la partie principale de ? hyperbolique dans la direction N 

e n t o u t p o i n t d e B ( 0 , r ) . Il e x i s t e u n e c o n s t a n t e \T , f > 0 t e l l e q ο e , 

\/a < r , s i ν e s t u n e h y p e r f o n c t i o n a n a l y t i q u e d a n s la d i r e c t i o n ± Ν , 

d é f i n i e a u v o i s i n a g e d e B f ( 0 , a ) (J Κ ( a , £ M ) , et si ( w ) e s t u n m - u p l e  

d* h y p e r f o n c t i o n s d e -^x, N > = 0 d é f i n i au v o i s i n a g e d e B l ( 0 , a ) > il e x i s t a  

u n e h y p e r f o n c t i o n e t u n e s e u l e , u , a n a l y t i q u e d a n s la d i r e c t i o n ± î\ , 

d é f i n i e d a n s u n v o i s i n a g e d e B ! ( 0 , a ) u K ( a , ^ l f ) , s o l u t i o n d u p r o b l è m e  

de Cauchy Pu =» v, Îf ( u ) = ( w ) . 

Démonstration. 

L f u n i G i t é de u r é s u l t e du théorème de H o l m g r e n . 

n-2. 

Soit ( 1 ^ ) ^ un r e c o u v r e m e n t fini de la sphère unité S de <y, N > = 0, 

P^ l ' i n t é r i e u r du p o l a i r e de 1 ^ dans cet e s p a c e , >y^un v e c t e u r unitaire 

de P^ . Soit la c o n s t a n t e du lemme 3.2. d é t e r m i n é e par le couple 

( Γ}'. * 0 n P r e n d r a < ^c< p o u r t o u t °< · 



- 13 -

Il existe un r e c o u v r e m e n t ( 1 ^ ) eu corapl eiaentair e d'un v o i s i n a g e de 

4 N "| U j~ NJ- par des parties convexes f ernecs propres, des fonctions g o, hole-

inorphes dans V -s- i P , c , où V est ur voisinage de B ! ( 0 , a) U K (a , ,r v, 

tels que v soit somrie des valeurs au bord des g ̂  , et tels que. 

P / fi K > ~ 0 soit le polaire p \ de 1'/ d a / s l 1 hyper plan 

<y? N > = 0 • Il existe donc des t u p l e s (h/) àe fonctions holonorphe^ 

dans V ! + i p 1 , où V a V O < x , S ^ » 0 et &f > 0, tels que (w) 

soit somme des v a l e u r s au Bord des (n^) . 

Soit la solution h o l o m o r p h e du problerne.de. Cauchy P f ^ = .g^, , 

^"(f^ ) = ( h ^ ) . Il résulte du Leirime 3.2. que la f o n c t i o n aura une 

valeur au bord u ^ , h y p e r f o n e t i o n définie sur un v o i s i n a g e 

r 

B f ( 0 , a ) (J K ( a , \> ) . On posera u « > , u ̂  . 

Remar que, Nous ne faisons aucune hypothèses sur les c a r a c t é r i s t i q u e s ae 

p. Dans le cas où on suppose celles-ci de m u l t i p l i c i t é s c o n s t a n t e s , 

LERAY et OHYA |V| ont montré que l'on pouvait résoudre le problème de 

CAUCHY dans des classes n o n q u a s i - a n a l y t i q u e s . 

§ 7 ~ Existence et p r o l o n g e m e n t des solutions h y p e r f o n c t i o n s ,  

T H E O R E M E 7.1. 

Soit P (x, -*2- ) un operateur dont la partie principale est hyperbolique 

dans une d i r e c t i o n N au v o i s i n a g e du noint x . Pour toute hyperfone". • < •— • •. •— 2 • s—•.—— ' o •• : — • '• •— 

tion v définie au v o i s i n a g e de x , il existe u , hyperfonct ion au v o i s i -

nage de x , solution de Pu = v . - — o 7 — -——• 

D é m o n s t r a t i o n . 

On p e u t , d'après le théorème 5.2., trouver u j et » h y p e r f o n c t i o n s 

d é f i n i e s au v o i s i n a g e de X q , avec 

S•S(Pu j - v) £ ( x o , N) 

S . S ( P u 2 - v) f ( x o , - N) 

http://problerne.de
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En u t i l i s a n t le. théorème 5.1. on peut aussi supposer que 

Cx N ) éÉS . S ( u , î , (x , N) d 5 . S ( u 0 ) 
G 7 i 0 / ^ 

Il r é s u l t a alors du .théorème S. 1 . qu'il exists u 3 solution de 

Pi> * v - v Pu,, - P u . , » 
3 1 

On pose u - u A + u . + u 0 . 

R e m a r q u e . 

On pourrait en-fait d é m o n t r e r , par une étude plus p r é c i s e , qu'il exists 

un v o i s i n a g e a; de x tel que désignant pas B { co). l'espace des h y p e r f c n c -
c 

tions surooon ait PB Cep) =» B(o>) . On pourrait aussi déduire ce dernier 

résultat du théorème 7.1. par des argument s d ' analyse f o n c t i o n n e l l e . 

T H E O R E M E 7.2. 

1 
§ °Ai «TL un ouvert convexe dont la frontière 7> PL est de classe C . Soit 

x ^00., N la normale à x en"î)fl.. Supposons là bar fie principale de P-r.v-
O : O ; ] J ! C — 1 . ~*—" 

p e r b o l i q u e dans la d i r e c t i o n H au voisinage de- X Q . 

Soit v une h y p e r f o n c t i o n définie sur un voisinage V de x q , et u une  

h y p e r f o n c t i o n sur fi Ci V solution de Pu - v. 0 ri p e u t al or s prol o ri g e r u . er. 

une hyp erfo net ion u définie sur un voisinage de x p / solution d e Pu c v. 

D é m o n s t r a t i o n . 

On peut supposer d'après le théorème 7.1. que Pu - 0. 

R e p r e n o n s les notations de la d é m o n s t r a t i o n du théorème 4.1. 

Il résulte alors du théorème 6.1. que la r e s t r i c t i o n de u à un voisinage 

de la boule B 1 centrée en x - ÇIM, se prolonge en u , hyperfonction o é f i -
a o 

nie au v o i s i n a g e de x et solution de Pu 0 • La r e s t r i c t i o n d e u à ft 
• o 

c o ï n c i d e r a alors avec u d'après le théorème de HOLNGREM « 
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T H E O R E M E 7.3, 

D e m o n s t r e t i o n . 

Nous allons adapter 1 ' argument do la d é m o n s t r a t i o n du théorème 4.2. 

n- 1 

S o i t A l'adhérence dans,S des d i r e c t i o n s pour lesquelles la partie 

p r i n c i p ó l e de P n'est pas hyperbolique en un point d e iT. 

Soit x <¿ il. Il résulte de la d é m o n s t r a t i o n du théorème 4.2* (le théorème 

7.2. remplaçant le théorème 4.1) que s i LÜ est un ouvert relativement 

compact de ço, u se prolonge à un v o i s i n a g e de l'enveloppe oonvexe de x 
et de co 

o 

Soit alors (0 •• 4't <1 ) une famille d'ouverts convexes relativement cor, • 

pacts dans e u , tels que LO, - co , tels que 
t <t t t 

o o 
( ^ J soit un système f o n d a m e n t a 1 de voisinages de CU^ /Bt tels 

*• t > t ° 
Ü 

I l ca '«= ou . 
t <1- X 

Soit L. l'intérieur de l'enveloppe convexe de co et de x. 
t t 

Soit t le plus petit t tel que u ne se prolonge pas à L, pour t > t . 
o t o 

Il résulte du théorème 7.2. que t = 1 car les normales à hors de 
o t 

et de x ̂  n ' appart i en n en t pas à A . 

Pour tout x de il , u se prolonge donc en solution hyperfonction de 

Pu « v dans l'intérieur de l'enveloppe convexe de t o e t de x. 

Les d i f f é r e n t s pro long ornent s se recollent d'après le théorème de ri G L >ï -

GRÊN Cthéorème 5 .4 . .) . 

S o i t ÜÜ в t IX de-и x o u v в rt. s с o nvsx&s ri e р П о ve c i o c C .Considérons les h y о g : о 1 : p 

d о n t 1 а n ormale est 1 ijrî̂ it e de • d i ree tío n ер ur le s g и e 1 les la partie :r: 

с i p а 1 e d e P n ' £.»•?, t p зв h y о e r b о 1 i g ue er; un po 1 nt' au moi n s de Д , et s i : pj 

sons que tout hyperplan rie ce type qui coupe fl coupe со • A1 о r в si v с cp 

une hyperfonct le n s u r .Г1, u une ' h y p e r '-Г r n et - on e u r u> " ŝ d 1" и tien de Pu 3 v, 

u se p r o l o n g e d e_ m en 1ère un 1 g uj^e_n u , hyp er v one ti o Q^s'u г A 's о lu t ion с e 

Pu = V. 
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