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CONNEXION de GAUSS-MANIN MICROLOCALE 

par F. PHAM* 
Université de Nice 

Pour entrer de plain-pied dans le sujet, nous donnons ici directement 
la définition "microlocale" de la connexion de Gauss-Wanin, motivée par 
l'exposé précédent (cf.[5] ou Γ6])· Le lien avec la définition tradition
nelle ("locale"} est relégué en appendice. 

1. Soit Ζ = XxY un germe de variété analytique complexe, produit d'une 
variété X de dimension η et d'une variété Y de dimension k . 
Soit φ : XxY*-> C un germe de fonction analytique auquel on pensera comme 
à une déformation, paramétrée par X , d'un germe de fonction φ 0 : Y C 
(q>0[y) = φ(° > y)) · On suppose que φ 0 a un point critique isolé à l'origine. 

Notons (p'z/X 9 d y^e "complexe de De Rham" des formes différentielles 
relatives de Ζ au-dessus de X (familles de formes différentielles sur Y 
paramétrées par X). D'après un lemme de Poincaré ce complexe est acyclique, 
c'est-à-dire qu'on a la suite exacte 

ο — _ o z _ ^ / χ -X ^ r Ç / x — ο . 

On a d'autre part la suite exacte 

Ρ , * V * Γ 1 d y m A , £ dy«* dy* A
L £ 

("C'est le lerrame de De Rham" généralisé, qui résulte de ce que φ 0 est à 
point critique isolé, de sorte que çp' ,.-.,φ' forme ce que les algébristes 
appellent une "suite régulière"}. 
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Définissons si k > 1 

si k « 1 · 

On déduit des lemmes ci-dessus que tout ω Ç peut s'écrire 

Π ) = ΰ^χ , et que la classe de d̂ çp Λ y dans 0 ne dépend que de la 

classe de ω dans G . 

L'application D~ 1 : Ρ 

Γω = cl χ] ι ^ fdycp A y 1 

ainsi définie est un homomorphisme de 0Y-<nodules, et l'on vérifie ai-
1 

sèment qu'elle est injective (la notation D~ sera justifiée par la suite). 

Remarque 1 : 

1 k 

où μ est le "nombre de Milnor11 du germe de fonction çp0 · 

Cette remarque est la clef du théorème suivant : 

Théorème 1 : 0 est un O^ffD^ll module libre de rang μ , où 

^X^^t ^ est l'anneau des séries formelles 
CD 

r=o ce 
c —ρ définisse un germe de fonction holomorphe de χ 

r=o 
et de Τ . 

L'analogue formel de ce théorème est facile à démontrer, et se trouve 

déjà dans Malgrange [3]. Le passage du "formel" au "convergent" (au 

sens de la convergence dans {D~^}}) se fait par des majorations 

assez fines [5] , dont l'idée revient également à Malgrange (qui les 

utilise dans un autre problème f4]). 
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~ fol 2· Structure de 0 comme £χ χ£/χ -module» 

L'anneau C^ffD^ }} peut s'interpréter dans XxC 9 (xtt) comme un 

anneau d'operateurs microdifférentiels d'ordre < ο (familles para-

métrées par X d'opérateurs microdifférentiels Σ à coefficients 

constants]. En permettant aux coefficients de dépendre aussi de t 

on obtient l'anneau d e s familles d'opérateurs micro différen

tiels d'une variable t (à coefficients quelconques). 

-1 ~ fol L'action de 0^f fD~ }} sur 0 s'étend en une action de £ χ χ ς ^ χ définie 

en identifiant t à la multiplication par Φ(Χ). Q est ainsi un ~ 

module, dont la filtration évidente G r? 0 r> 0 r> ··· est 

compatible avec la filtration naturelle de ̂ χ° χ^ yχ· L e choix d'une 

base de G comme O^ffD^ }} -module, possible grâce au théorème 1, per

met d'identifier l'action de t à la multiplication à gauche par une 
-1 -2 r matrice A = A 0 + A^D^ + ̂ 2^t + * " " Ι^^ 1^ 0 8 μ χ μ Q coefficients 

dans CyfDj: 1}}) . 

Exercice 2.1. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice 

A 0 : x(A0) = dét (t t-A D) a pour lieu des zéros l'ensemble 

A = {(x,t)ç XxC J 3y : Φ' (x,y) = ... = CD' (x,y) - 0 f t - <p(x,y)) 
L y1 yk 

("lieu discriminant" de l'application Φ : Χ χ Y XxC) . 

χ , yi χ , <p(x,y) 

Idée : le module Ç / D~ 0 a pour support l'ensemble critique Σ de 

l'application $ . Or ce module admet la présentation 

Exercice 2.2 Montrer que le - module 0 admet la présenta-
XxC/X 

tion 
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(ο) μ t t-A (ο) μ β ^ Q 

Idée : ce résultat se déduit de la définition de A 9 moyennant un petit 

travail de substitution de séries convergentes (dans ̂ χ°χ£/χ) » pour 

lequel il est utile de remarquer que la matrice A0(x) a toutes ses 

valeurs propres très petites pour ||x|| asse2: petit (conséquence de l'exer

cice 2.1). 

~ fol 3. Structure de 0 comme χ ^- module 

Soit maintenant C^^ç lfanneau des germes d'opérateurs microdifférentiels 

d'ordre < 0 de l'espace XxC dans la codirection 0 dx+ 1 dt : ces 

opérateurs peuvent être représentés par des séries formelles de monômes 
-1 -1 -1 -1 des variables D D. , B D, Γ·-·ι D D. , D. f à coefficients dans 

Xi w Χο "C X t T» 
1 c. η 

Ο χ χ ρ , astreintes à une condition de convergence convenable (cf. l'exposé 
de Malgrange). Pour définir une structure de 6^°x£-module sur Q , il faut 

-1 
donc définir l'action des D D, , i = 1 , 2 , ... η · 

Xi Z 

Exercice 3.1. Vérifier que les formules 

remplissent toutes les conditions requises pour définir sur Q une 

structure de module . (On tâchera d"abord de dresser une liste 

aussi complète que possible des conditions requises!)» 

Vérifier que le support de ce ε^°χ(ρ- module est le fibre conormal au 

lieu discriminant Δ · 

Exemple : φ = y + xy (n = k = 1) 
~ — \ **** ^ 
Q/D^ Q = f^^x / · άγψ acknet comme Φχ-module une base constituée 

par [dy] et [y dy ] . Dans cette base l'action de t sur Q s'identifie à 
—1 

la multiplication à gauche par A 0 + A^D^ , où 
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... 
2 A 3 

On vérifie que χ(Α0) = dét (t t-A 0) = t + x est l'équation du 

lieu discriminant Δ · 

D'autre part l'action de 0χ0~^ s'identifie à la multiplication à gau

che par la matrice 

[Exercice : vérifier les affirmations précédentes) . 

4. Déformations holonome dyun fi^°^- module 

Si nous essayons d'abstraire les résultats obtenus, nous sommes 

conduits à la ration de "déformation holonome d'un 8̂ °̂ · module" : 

c'est la donnée d'un - module holonome dont le gradué associé 

est libre sur Φ χ[τ] et dont le support a pour seul point situé au-

dessus de (x = ο , t = ο) la codirection 0 dx+ 1 dt« On en déduit par 

une démonstration identique à celle du Théorème 1 que ce module est 
-1 fol libre de type fini sur Φχ{{ϋ~ }} . Il admet alors comme βχ Χ£/χ·" 

module une présentation analogue à celle de l'exercice 2· 2· : l'action 

de t s'identifie à la multiplication à gauche par une matrice 
-1 -2 A = A 0 + A 1D t + AgDt + ..· (matrice μ χ μ à coefficients dans 

De même la structure de - module s'obtient en identifiant l'action 

de D D^ à la multiplication à gauche par une matrice 
i 

B 1 = B 1 + BÎ; D 7 1 + B* D T 2 * 
ο I t 2 t 
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Exercice 4*1 . Démontrer que chacune des matrices B 1 ci-dessus doit 

être reliée à A par l'identité 

1 

où V B X = B< + 2 B * D 7 1 + 3B\d^ ... 

1 2 t 3 t 
Idée : calculer le commutateur Ft-A , D D~^- Β*Ί . L 1 x i t J 

Problème : développer une théorie de la versalité des déformations  

holonomes* 

Exercice 4.2 Montrer que lféquation différentielle scalaire 

(tDt-(y)u = 0 (où CK € C) définit un β^0-module stable par déformations 

holonomes (on pourra utiliser les résultats de l1exercice 4.1). 

Conjecture : si φ est une déformation verselle de , sa connexion de  

Gauss-Klanin est une déformation holonome verselle de celle de φ β · 

Exemple : si <o0 a une singularité quadratique non dégénérée (donc stable), 

sa connexion de Gauss-Manin est stable en vertu de lfexercice 4.2· 

Exercice 4.3. Vérifier la conjecture sur d'autres exemples (ou bien 

donner un contre-exemple!). 

Dans l'étude des déformations holonomes de êç° -modules , une 

attention toute particulière devrait être réservée aux modules 

"réguliers" : nous entendons par là les rnodules 23^°^ tels que 

£ C / ^ ° ) = Ε ^ ' ^ 0 ) , où#7f(°) est un fi^-module de type fini stable par tD t 

(cette notion est la traduction microlocale de la notion classique de 

"singularité régulière11 dfun système différentiel ; un théorème célèbre 

de Brieskorn [l] garantit que la connexion de Gauss-Manin est à sin

gularité régulière) 
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A tout module régulier on peut associer un "indicateur de croissance" 

p défini exactement comme l'exposant Ρ de f̂ l (n°2.3) sauf que le module 

C 0 de T6l est remplacé par l'ensemble de toutes les microfonctions 

solutions de notre (micro)-système. Il est tentant de conjecturer que 

cet indicateur Ρ est semicontinu inférleurement par toutes déformations 

holonomes du micro-système. 

REMARQUE FINALE : (pour me faire pardonner par les physiciens de leur 

avoir infligé tout ce qui précède). 

Il est difficile de ne pas être frappé par l'analogie entre les 

exposants p définis ci-dessus (ou dans Γ6]) et les "exposants critiques" 

de la théorie des transitions de phase. 

J'ignore si la théorie des déformations holonomes de systèmes micro-

différentiels (qui reste à faire!) est susceptible d'apporter des 

lumières sur les exposants critiques. Telle que je la vois pour le mo

ment, cette théorie devrait être à la théorie de Thom (théorie des 

déformations de fonctions, ou théorie des catastrpphes) ce que B.K.W. 

est à l'optique géométrique (cf. f6"]). 

APPENDICE 

Nos données géométriques, qui se résument par le diagramme 

Ζ = Χ χ Y - ^ XxC 

χ , y • χ , φ(χ , y) 

U U 

Σ - Δ 
(lieu critique) (lieu discriminant) 
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sont un cas particulier de la situation dans laquelle on définit 

la "connexion de Gauss-Manin locale" (dfune intersection complète 

à singularité isolée : cf.Saito [7] , Greuel Γ2]). 

1er point de vue 

soit h - hMcflr #) 

où Ω* désigne le complexe de De Rham relatif à la projection § f 

et soit = H ® ®[&) 

^XxC 

où désigne le faisceau des fonctions méromorphes sur XxC à 

lieu polaire inclus dans Δ # on met sur une structure de ^ χ 

module (module sur l'anneau des opérateurs différentiels holomorph 

en posant 

° T • W • — - [ J * - ] 
d m 
y 

D X t Γχΐ ι ! \ χ] - Φ ; o tM 
i i i 

(exercice : vérifier que cette définition concorde avec celle de 

Greuel et Saito). 

2ème point de vue 

On pose Q = /dy<p A » 8 T L F ° N M E T S U R $ (Δ) s Q ® ^ ( Δ ) 

une structure de i. r - module en posant 
λ X t/ 

nU) *U) 

o t = M . ~ [ * Y { £ . ) ] 

\ : M H • k 1 » ] - D T [ Q £ I » ] · 
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Cette structure de i L r - module provient de la précédente par l'isomor-
Λ X t 

phi sine 
H W ^ ( Δ ) 

qui transforme D^H en Ç . 

Théorème Î (cf. [ 2 ] ou [ 7 ] ) Q est un Φ χ χ£-module libre de rang μ 

si k > 1 , et de rang μ + 1 si k « 1 « 

La particularité du cas où k =1 provient de ce qu'on a une injection 

^XxC ^ 

f (xf t) l f(x , φ(χ , y)) d y ( p 

compatible avec la structure de - nodule de $[^y Φ χ χ $ e s t 

muni de sa structure évidente de χ Q - module)· On pourra se débarrasser 

de cette particularité en considèrent le JL ^ - module "réduit" 
A X <L · — M 

* ^ ζ Χ ? ^ ( β) obtenu en divisant Q (ou Q ^ ) par l'image de cette 

injection lorsque k * 1 f et en posant Q « Q lorsque k > 1 · 

Lerame (facile) D t est un isomorphisms dans . 

Exercice t ndcro localisons ! 

Vérifier que 

Q c D t 5 c D ^ Q c ... 

est une "bonne*1 fil taxation du - ^ X Q - ùodule (au sens de £8})· 

En déduire que 0 ^ a pour variété caractéristique le fibre conormal 

à Δ, : on remarquera que ce fibre co normal s 1 identifie au lieu critique 

Σ . par 11application 

Σ P»(XxC) 

X f y t - (x , φ (xfy) ï dt - Ç ^ dx ±) . 
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En déduire également, à l'aide du lemme précédent, que est 

"égal à son propre microlocalisé" , c'est-è-dire que 

*U) - W · V ) 
XxC 

avec les abus de notation évidents (tous les faisceaux peuvent être 

"remontés" dans ς ) · 

Remarque : il est clair que l'opération de "réduction" est triviale 

après microlocalisation, puisque 

^ x C ® *XxC = 0 ' 
«*XxC 
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