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MODELES SOLUBLES EN MECANIQUE STATISTIQUE 

Μ· JAEKEL ET J.M. MAILLARD 

1.1) Introduction 

La notion d'intégrabilitë complète est une notion que l'on rencontre 
dans des problèmes extrêmement différents entre eux, au moins en apparence, 

appartenant à différents domaines. Sans rentrer dans les détails nous avons 

esquissé sur la figure (1) les correspondances entre ces différents domaines 

et les concepts et techniques qui leur sont associés de façon plus spécifique. 

Dans la suite nous avons choisi de nous placer sur le terrain de la mécani

que statistique. 

1.2) Fonction de partition. Matrice de transfert 

Considérons pour commencer un réseau carré de taille finie et sur 

chaque liaison joignant deux vertex nous plaçons des flèches (si l'on pré

fère un élément de Z^). Si L est le nombre de liaisons du réseau il y a au 
L . . 

total 2 choix possibles que nous appellerons ,fconfigurations11 ou "états11 du 

système. Introduisons seize paramètres ϋρ.,ω^ associés aux diverses confi
gurations locales de flèches autour d'un vertex (la figure (2) représente 

huit de ces configurations). Un état du système induit donc en chaque vertex 

indexé par ν une application ν i(v) où i(v) £ {l,...16} , à chaque vertex 
on peut donc faire correspondre ω£( ν) l'un des seize paramètres. Nous cher
cherons à calculer la fonction suivante de nos seize paramètres (appelée 

fonction de partition) 

Ζ(ω, , . . .ω 1 6 ) = l Π ω 
Γ ν 

ou le produit porte sur tous les vertex du réseau carré et où la somme porte 
sur toutes les configurations possibles. 

Pour calculer cette fonction on a créé la notion de matrice de transfert. 
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Figure 1 
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Figure (2) 

Considérons un vertex tel que celui de la figure (3) et une configu

ration précise de flèches autour de ce vertex : la configuration de la figure 

(3) est déterminée par α flèche vers le haut (que nous conviendrons de noter 
α»+1), 3 vers le bas (3 = -l), γ vers la droite (γ»+1), δ vers la gauche 
( o a-l). Introduisons la matrice 2x2 dépendant des deux éléments de 
précédents α et 3 : 

ι-ω(α,3, + 1, + 1) ω(α,8, + 1,-1)-| ι-Α(α,β) Β(α,β)-
Ι ( α ' β ) = _ω(α,β,-1,+1) ω(α,β,-Ι,-Ι)] = .C(a,B) D(a,3). 

Introduisons maintenant Ν matrices L indexées par i allant de 1 à Ν : 

rA(a i,3 i) B(a i ,3 i)- | ^ C-

Figure (3) 

Pour comprendre à quoi correspond physiquement la notion du produit matriciel, 
considérons le produit 

/Α. Α.. + C. B. . A. C. , + CD. ,\ / ι 1+1 ι î+l ι î+l ι i+l\ 
ι i+1 * νΒ·Α·,.ι + D- Β·χΐ Β· C.Al + D.D. J x ι î+l ι î+l ι î+l ι i+l7 
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Figure (4) 

Formons T(otj,.. .α^;Sp — β̂ ) = Tr(Lj (otj .. .L̂ (â ,(3̂ ) qui apparaît comme 
associé à la configuration de la figure (5) ou l'on a sommé sur toutes les 

configurations de liaisons horizontales possibles et où l'on a imposé que 

l'état de la liaison λ soit le mêree que l'état de la liaison λ' (ce qui 
singifie physiquement que l'on impose des conditions périodiques du système). 

Figure (5) 

N 
Il y a 2 configurations de liaisons verticales oij.o.â  ou βρ..β^ ; 
T(a,...αΜ;β....β„) définit des éléments de matrices entre les 2 N états (a. .. .a..) 

1 N 1 N . Ν Ν . . 
et (β|...β ). La matrice T(2 x2 ) ainsi définie est appelée matrice de trans
fert. Formons le produit matriciel de deux matrices Τ : 

l Kotj.. .aN; 3,...6Ν)Τ(β,...βΝ;γ,.. .γΝ> - (Τ2) (otj.. .ct^Yj.. .γΝ) 
Bj=±l...BN=±l 

Nous voyons que le terme Â Â +j + CJ5., + j correspond à ce que l'on associe à 
la figure (4) :quel que soit la flèche mise sur la liaison intermédiaire. Le 

premier terme correspond à la liaison intermédiaire valant +1 et le second -1. 

La notion de produit matriciel s'identifie avec la notion de sommation sur 

toutes les configurations de liaisons horizontales intermédiaires. 
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Figure (6) 

Là encore la notion de produit matriciel correspond à la sommation sur toutes 
les configurations (β ...β ) de liaisons verticales intermédiaires. Formons 

M . 
maintenant Ζ = Tr(T ). Un tel objet n'est autre que la fonction de partition 
d'un modèle à vertex sur réseau carré à M lignes Ν colonnes et doubles condi
tions périodiques. On a en effet sommé sur toutes les configurations de liai
sons horizontales ou verticales du réseau. Le calcul de la fonction de parti
tion sera effectué à la limite thermodynamique M •> 0 0 Ν °°. Dans ces condi
tions on peut facilement se convaincre qu'une grandeur possédant une limite 
est 

lira TT̂TT £n Ζ = lim ~ £n Λ 

ου Λ désigne la plus grande valeur propre de Τ et que l'on peut jouer arbitrai
rement sur les flèches aux bords du système dans le calcul de cette limite 
(effets de bord négligeables). Dorénavant on posera 

H- Ζ 
fonction de partition par site. 

1.3) Relation triangle et relation d'inverse 

Dans ce qui suit nous sommes amenés à déformer notre réseau carré et 
à considérer des figures telles que 
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Considérons maintenant la figure suivante . Chaque ligne intérieure 
est considérée comme portant un indice 
muet (appartenant à Z^) et l'on explore 
toutes les configurations possibles sur 
ces lignes. 

on associe à une telle figure la somme des produits précédents. 

Appelons α,β,γ... les configurations de flèches "extérieures11 et 

S(a,6,y,...) la somme précédente. Considérons maintenant la relation suivante 

(relation triangle) : 

De la même façon qu'au terme de gauche est associée une somme S(a,6,Y,6,0)fρ) , 
au terme de droite est associée une autre somme 5'(α,β,γ,δ,ω,ρ) . La relation 
graphique précédente a une traduction analytique qui est d'écrire 

S(a,6,y...) = Sf(α,β,γ...), quels que soient α,β,γ... 

Chacun des trois vertex peut localement être considéré comme l'un des 
vertex d'un réseau carré précédemment introduit. Nous nous réservons la pos

sibilité de prendre un jeu de paramètres ω^,.ω^, ω|..·ω|^, ω^·..ω!^ diffé
rent en chaque vertex. 

A la figure précédente nous associons le produit des paramètres en 

chaque vertex soit dans le cas présent α̂ .ω̂ .ω̂ 1 
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Aux vertex du haut on a associé les paramètres ω,...ω., à ceux du bas 
1 1 ο 

h)j...0)jg et u)fj...u)fjg au vertex du bord droit. En utilisant la symétrie pré
cédente sur ce bout de chaîne de droite on voit aisément que l'on passe à la 

figure suivante 

On peut bien sur itérer cette transformation : on aboutit alors à la figure 

Ayant en tête le fait que nous prenons la limite thermodynamique et donc que 

nous négligeons le fait que les flèches sur les deux bords soient dans un 

état plutôt qu'un autre, nous voyons que l'identité graphique précédente 

s'écrit matriciellement 

Nous obtenons ainsi un système d'équations (1) homogènes linéaires en chacune 

des variables ακ ou ou extrêmement lourd (le cas général n'a pas été 

résolu à l'heure actuelle). On en connaît de nombreuses solutions particulières. 

Montrons tout le parti que l'on peut tirer d'une telle symétrie. 

Considérons la figure suivante 
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Ce qui signifie que quel que soit ω,... ω., nous savons trouver ω!,...ω' 
1 I B 1 1 B 

tel que lorsque nous avons effectué les sommations (correspondant aux deux 
liaisons internes) des termes ω^ω^ correspondant au dessin de gauche, cette 
somme est égale à δ *·Ύ 0 où δ désigne le δ de Kronecker. La convention 
de droite est évidente : une li^rfi't^lle que ^ => doit porter un seul élément 
de Z ? à savoir α - δ. , \ 

Τ(ω 1.. .ω 1 6)Τ(ω' 1,.. .ω| 6) = Τ(ω|.. .ω| 6)Τ(ω 1.. . ω 1 6 ) 

ou Τ est la matrice de transfert ci-dessus définie,. (En fait cette identité 

matricielle est parfaitement licite en dehors de la limite thermodynamique 

mais nous ne voulons pas compliquer la démonstration). 

Les solutions des équations (1), que l'on connaît à l'heure actuelle 

sont très particulières, si bien que les matrices de transfert au lieu de 

dépendre des seize paramètres ne dépendent que de trois paramètres et 

forment lorsqu'elles commutent une famille à un seul paramètre de matrices. 

Aussi nous oublions les deux autres paramètres et notons la relation précé

dente 

[T(u), T(v)] = 0 (2) 

T(u) dépendant d'une variable peut être considéré comme fonction génératrice 

d'autres matrices T\ il suffit de développer T(u) : 

2 3 
T(u) = Τ + u T. + u T 0 + u T 0 + ... ο 1 l J 

On trouve facilement que (2) implique [T\,T.] = 0 quels que soient i et j . 
Ceci n'est autre que l'expression d'un nombre infini de lois de conservation 
pour ce problème. (Classiquement, on aurait eu des l fhamiltoniens I T en involu-

tion relativement aux crochets de Poisson {t.,t.} = 0 ) . 
* J 

Nous abordons maintenant une deuxième symétrie qui va se révéler tout 

aussi importante. Symbolisons-la graphiquement par 
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En utilisant sur le bord droit de cette figure notre nouvelle relation locale 

nous obtenons 

On peut bien sûr itérer cette procédure, on obtient ainsi 

1 

Ce qui s'interprète facilement (en négligeant les bords : limite thermodynami

que) comme la relation matricielle 

Τ(ω Γ..ω ι 6) T(o)j...o)j6) = 1 (3) 

Ν Ν 
où 1 désigne une matrice identité 2 x 2 . (En fait on peut notamment dans 

le cas du modèle de Potts traité dans la suite écrire une telle relation sans 

être â la limite thermodynamique). Si comme précédemment Τ dépend d'une seule 
variable u la relation devient 

T(u)T(-u) - 1 (4) 

Considérons maintenant la figure suivante 



- 103 -

ou encore avec d'autres définitions pour les paramètres 

T(u)T(-u) = cN(u). Π 

ou c(u) est une fonction connue. 

Pour compléter le parallèle avec la précédente symétrie, regardons là 
encore Τ comme fonction génératrice (pour une suite variable u) 

T(u) = Τ + u.T, + u .T0 + ... 
ο ι ι 

2 
les relations que nous obtenons de (4) sont les suivantes : Τ * 1 • 

[To,Tj] = 0 { To> T2 } " Tî 
[τ3,το] + [τ Γτ 2] = 0 
{TQ,T4} + Ύ2

2 = {T pT 3} 
[T 5,T q] + [τ3,τ2] + [τ Γτ 4] » 0 ... 

Elles présentent certaines analogies avec les relations [T\,T\] = 0 mais elles 
ne font pas seulement intervenir les commutateurs (crochets de Poisson). 

Nous voyons dans les deux cas comment une relation locale simple peut 

engendrer de sévères contraintes sur des objets beaucoup plus grands à carac

tère global comme par exemple les matrices de transfert. 

1.4) Calcul de la fonction de partition 

De la première symétrie et de sa conséquence immédiate, l'existence 

d'une famille à un paramètre de matrices de transfert qui commutent découle 

une méthode de résolution que l'on pourrait qualifier de "traditionnelle" qui 

ne sera pas exposée ici du fait de son extrême lourdeur. (Disons très schéma-

tiquement que l'on se sert de la relation triangle pour trouver explicitement 

une base de représentation de Τ (ansatz de Bethe [4]). La deuxième symétrie 
et sa conséquence l'équation matricielle 

T(u)T(-u) - cN(u).l (5) 

par contre fournit une méthode de calcul très rapide de la fonction de partition: 
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considérons le vecteur propre |Ω> correspondant à la plus grande valeur propre 
A(u) de T(u). Nous avons alors 

T(u)T(-u)|fi> = T(-u)T(u)|fl> = T(-u).A(u)|Ω> = cN(u)^> 

|Ω> est donc un vecteur propre de T(-u) et il existe dans de très nombreux 
cas des arguments pour dire que |Ω> a pour valeur propre A(-u) (la même fonc
tion mais avec modification de l'argument ; par "même fonction1' il faut bien 

sûr entendre continuation analytique [2]). On peut s'en convaincre [21] dans 

des cas simples : Τ matrice d'ordre fini, u voisin de zéro. Si nous posons 
1/N 

Λ (u) = Z(u), nous tirons donc de (5) une équation fonctionnelle pour la 
fonction de partition par site 

Z(u)Z(-u) = c(u) 

D'autre part ce qui est dit pour la plus grande valeur propre semble vrai 

pour la seconde plus grande valeur propre. Il existe donc une équation fonc

tionnelle pour leur quotient qui a une signification physique intéressante. 

Nous allons dans la deuxième partie illustrer ces propos sur un exemple inédit: 

le modèle de Potts [22][23] scalaire bidimensionnel, sans champ, sur réseau 

carré. 



- 105 -

spins : (i,j) CT- . € Ζ 

poids d'interaction : ( 1 si σ. . Φ ο. . , 

b si σ. . = σ. . , . b 
ν/(σ,σ') » < ou 

δ 
r 1 si σ. .φ a.. . I c σ σ 

«i- . 

I c si σ. . = σ. , . 

La fonction de partition du modèle est définie par l'expression suivante : 

II - MODELE DE POTTS [23] 

II.1) Définition - propriétés 

C'est un modèle à 2 dimensions où les spins sont situés sur les noeuds 

du réseau et peuvent prendre q valeurs différentes. Ces spins interagissent 

entre plus proches voisins seulement : à chaque lien est associé un poids 

d'interaction, normalisé à 1 si les deux spins sont dans des états différents, 

valent b ou c si les 2 spins sont dans le même état. 
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ν(ο,Β,γ,δ) = b α γ c P 

(par commodité on entrelace 2 modèles identiques) 

Comme précédemment on calculera plutôt la fonction de partition par site 

dans la limite thermodynamique, c'est-à-dire que l'on posera : 

Ζ lim Ζ , 

où Ν est le nombre de noeuds du réseau. 

Il s'agit donc de déterminer une fonction de 2 variables Z(b,c) ( et du para

mètre q, le nombre d'états du modèle). Cette fonction n'est pas encore connue, 

mais on sait déjà beaucoup sur elle : 

- on connaît la fonction, sous forme analytique sur 3 courbes : sur deux courbes 

correspondant à des modèles de Potts à 1 dimension et sur la courbe critique 

(grâce à une correspondance avec un modèle à 6 vertex, Baxter [22]) ; on a de 

plus l'expression de la discontinuité au voisinage de la courbe critique (la 

chaleur latente, Baxter [26]) ; on sait ainsi que le modèle possède une transi

tion de phase du 1er ordre pour q > 4 et d'ordre supérieur pour q<4. 

- on possède des développements de la fonction, à haute ou basse température, 

(b,c infinis), ainsi qu'un développement à q infini. (Kihara et al.[24] et 

Ginsparg [25]). 

On va montrer ici comment on peut exploiter la relation d'inverse décrite 

précédemment, ainsi que les propriétés de symétrie du modèle, afin d'obtenir 

rapidement, par une méthode plus directe que la méthode traditionnelle (Baxter [4]), 

l'expression de la fonction de partition sur la courbe critique. 

Le modèle possède deux transformations essentielles : 

1) l'inverse, introduite précédemment : c'est une transformation sur le poids 

local suivant : 
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(c'est une forme duale de la relation décrite au I : 

7 Ή(α,β,γ,δ) W '(y,β,ε,δ) = Λ δ (relation d'inverse) 
Ύ 

On vérifie alors que la relation locale est satisfaite pour un poids W ^ de 
la même forme que W : 

le facteur de normalisation valant : 

Λ = -(b-l)(b+q-l) 

En suivant la méthode décrite du I on étend cette propriété locale à une 
propriété globale sur la matrice de transfert, puis à une relation fonction

nelle sur la fonction de partition par site : 

Z(b,c) Z(2-q-b,~) = -(b-l)(b+q-l) (I) 

2) la symétrie évidente qui consiste à échanger l'horizontale et la verticale 

Z(b,c) = Z(c,b) (S) 

Ces deux équations sont deux relations fonctionnelles que doit vérifier une 

même fonction analytique, la fonction de partition par site Z. De plus, il 

existe une autre transformation remarquable, la dualité, qui consiste à 

remplacer le réseau par un réseau dual (où les spins sont situés non plus 

sur les noeuds, mais au centre des faces du réseau) : le modèle de Potts (b,c) 

se transforme alors en un autre modèle de Potts (b*,c*) avec : 

(Kramers,Wannier [27]) 

La dualité joue un rôle important : c'est une involution qui échange la région 
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de haute température avec la région de basse température ; l'ensemble de ces 
points fixes constitue la courbe critique : 

q-1 + b+c - bc = 0 

II.2 - Groupe d'automorphie 

Les deux transformations (inverse I et symétrie S) engendrent un groupe 
infini de transformation qui semble agir simplement sur la fonction de parti
tion par site Z. De façon générale pour s'assurer que ce groupe agit bien sur 
Z, il faut vérifier les conditions de cocycles : c'est-à-dire si g et g' sont 
deux éléments du groupe G agissant sur Z : 

Z (m) = Z(g(m)) = tpg(m) ZG(g)(rn) 

(<pg est le facteur d'automorphie associé à g, e(g) = ±1), alors il faut que 
soient vérifiées les conditions de compatibilité suivante : 

Z ,(m) = <p8s'(m) ζε(^')(π,) gg 

= Z (g* (m)) = cp8(g'(m)) Z^ g )(m) 
σ ο 

= cpg(g'(m)) [φ*'(π0]ε(8) Z ^ ^ O n ) 

On en déduit les conditions de cocycles : 

ipggf(m) =ipg(g'(m)) [cpg'(m)f(g) et e(gg') = ε(δ)ε(δ') 

Le groupe G étudié ici et engendré par I et S avec les seules relations : 
2 2 
I = S = 1 et les conditions de cocycles se réduisent alors aux seules 
identités : 

φ Ι(Ι^))[φ 1^)]" 1 = 1 et <pS(S(m)) φ3(m) - 1 

qui sont bien vérifiées par les 2 facteurs : 
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φ 1 (m) = -(b-l)(b+q-l) ipS(m) = 1 

Le groupe G admet la structure simple : 

0 -* Ζ G-^Z2->0 
(SI)n g S a g = Sa(SI)n par exemple 
n€Z α=0,1 

2 
G possède en particulier un élément remarquable : (SI) 

(SI)^ : (b,c) ->· (0 * , ,2-q- -Î-J (agissant séparément sur b et c) 
\2-q-b c/ 

des points fixes de cet élément sur les solutions de l'équation : 

t2-(2-q)t+l = 0 soit : q± = 1 - J ± ̂  /q(q-4) 

une homographie permet d'amener ces 2 points fixes en 0 et 0 0 et de donner ainsi 

une forme simple aux transformations du groupe : 

b-q+ c-q+ 

soient : χ Ξ y = 
b-q_ J c-q_ 
2 

ι : (x,y) * (ï · T ) 

S : (x,y) -»• (y,x) 

(SI)2 : (x,y) - (qjx, 
q/ 

les "facteurs d'automorphie" prennent aussi une forme simple : 

l+x/q+ τ soit : L(x) s — — ^ alors φ (χ) = -qq+LLj 

Cette transformation a de plus l'avantage de mettre en évidence les différents 
domaines physiques : 

0 5 ̂  £ 4 alors |q | = 1 et l'action itérée de (SI) ne mène à aucun 

point fixe ; on observe même que le groupe G devient fini pour les valeurs 

entières de q. 

q<0 ou q>4 alors |q+j φ 1 et l'action itérée de (SI) mène à l'un des 
deux points fixes ; les orbites sont situés sur dos hyperboles : xy = k ; 

file:///2-q-b
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II.3 - La fonction de partition sur la courbe critique 

Sur la courbe critique (xy = ~<1+) la fonction de partition Ζ n'est plus 
fonction que d'une seule variable et est "automorphe11 du groupe engendré par 
I et S. La première étape consiste à construire une représentation, sous forme 

2 

de produit infini, du sous-groupe engendré par (SI), isomorphe à Ζ : 
. 2n-l 

0 0 0 0 * + c l +

 x 

Soit la fonction : a = U L ? a(x) = Π « , si |q+| < 1 
n=0 (SI) n=0 l-q^n χ 

oo 
(ou bien a Ξ Π L ? si |q+| > Ο 

n=0 (IS) 
a · · · 

et soit A = , qui satisfait la relation : A A__ = L 
asi S I 

La seconde étape consiste à inclure l'action du générateur S : 
a as 

Ζ = A A = — 
b asi asis 

On vérifie alors que Ζ satisfait les relations demandées : 
a a 

Ζ - Ζ ZZ = - - - L L 

l'hyperbole critique (invariante par dualité) xy = -q sépare les deux régions 
haute et basse température : 



- 111 -

Avec la bonne normalisation, la solution cherchée s'écrit : 

a(x) ai- —) 
Ζ χ, ) = /-qq, -T-

V */ + f%\ 

a ( _ q + x ) ^ 

Bien sûr, les relations d1automorphie ne suffisent pas à déterminer Ζ : elles 
ne déterminent Ζ qu'à une fonction quelconque près, définie sur le domaine 
fondamental. Mais dans tous les cas physiques connus, la fonction de partition 

correspond à la fonction qui possède les propriétés d1analyticité maximale ; 

c'est pourquoi la fonction construite ici est la bonne, c'est-à-dire que l'on 

retrouve la fonction obtenue en identifiant le modèle de Potts avec un modèle 

à 6-vertex (Baxter [22]). Remarquons que cette approche éclaire un peu le fait 

remarquable que dans ce modèle, les grandeurs caractéristiques (fonction de 

partition, polarisation, aimantation,... Baxter [26]) prennent la forme de 

"produits eulériens11. 

CONCLUSION 

Depuis Bethe [28], Yang [14], Onsager [29], Lieb [30], Baxter [4], a 

commencé à se former une classe de modèles particuliers, dits modèles solubles, 

pour lesquels on arrive à calculer analytiquement la fonction de partition 

(pour les autres approches ce sont la matrice S, Zamolodchikov [17], ou le 

spectre de la théorie, Faddeev [8]). D'ordinaire cette résolution est laborieuse 

et repose sur l'existence de la relation triangle, véritable critère d'inté-

grabilité du modèle. Dans l'approche utilisée ici (Baxter [2],Stroganov [21], 

Schultz [31]) qui est à rapprocher de celle des matrices S (Zamolodchikov [20]), 

on n'utilise pas la relation triangle, ni l'ansatz de Bethe, mais seulement la 

relation d'inverse et les symétries du modèle. Cette méthode possède donc plu

sieurs avantages : a) pour des modèles déjà résolus par diagonalisation de la 

matrice de transfert, elle est plus rapide, b) elle peut être utilisée pour des 

modèles où l'ansatz de Bethe n'est pas connue, alors que l'on a la relation 

triangle : c'est le cas du modèle d'hexagones durs de Baxter [32]. c) elle peut 

être utilisée pour des modèles qui ne possèdent pas la relation triangle : 

modèles bidimensionnels non planaires ou en champ, en ruban, de percolation 

(dirigée) , tridimensionnels d'Ising ou Potts, etc.. . Ces avantages deviennent 

conséquents si l'on cherche à étendre la classe des modèles solubles aux dimensions 
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supérieures. En effet l'équivalent de la relation triangle, ou relation 

tétraèdre, y est très difficile à uniformiser, sans parler de la construction 

de l'équivalent de l'ansatz de Bethe. 
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