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1AS OBJETS SOUPLES Pli L'ANALYSE COMPLEXE ; APPLICATION A DES PROBLEMES DE 

PROLONGAIENT ET A DES NOTIONS CAPAC1TATRES 

par Pierre LELONO 

Introduction. J'exposerai ici brièvement quelques résultats en cours de publica

tion ; i ls concernent la représentation des ensembles analytiques complexes 

comme ensembles de densité de certaines mesures positives [6,d] -2°/ des théorè

mes de prolongement pour les courants positifs Tenues , donnant des énonces "cor

respondants" pour le prolongement des ensembles analytiques [5] -3° / la défini

tion d'une notion "capacitaire" adaptée a l'analyse complexe en dimension n> 1, 

cf.[2] . I l s'agit dans ces trois directions de l'étude d'objets analytiques , 

c'est-à-dire de classes de notions invariantes par les isomorphismes analytiques. 

L'adjectif analytique signifiera toujours analytique complexe ; les crochets 

renvoient à la bibliographie en fin de cet exposé. 

Je ne sais s i , aujourd'hui, 1'analyticité des lois importe aux physiciens autant 

qu'autrefois; il semble que les systèmes qui se prêtent le moins mal à l'approxi

mation analytique soient ceux qui sont suffisamment isolés et où la matière est 

assez complaisante pour se concentrer en quelques points de grande densité.,. A ce 

point de vue le début de cet exposé donne une analogie sans doute purement for

melle : les ensembles analytiques peuvent être représentés comme ensembles de 

densité (pour une définition convenable de ce l l e -c i ) de certaines mesures positives. 

On étudiera 1°/ une te l le représentation "à croissance", et 2°/ e l le inter

viendra pour facil i ter l 'utilisation des méthodes de la géométrie différentielle 

(avec utilisation des formalismes des distributions et des courants) et donner 

des théorèmes de prolongement d'ensembles analytiques, c ' est-a-d i. rc de lois analy

tiques, à travers des singularités. 





- 41 -

2. Les objets analytiques ^ . On désignera par W une variété analytique de 

dimension complexe n , réunion dénombrable de cartes relativement compactes 

qui définissent sur W des coordonnées complexes locales. Un objet analytique 

est alors une classe de notions mathématiques (fonctions, groupes, ensembles, 

opérateurs e t c . . - ) avec les propriétés suivantes : 

I 0 / -La classe ^(W) , objet ^?sur W , est définie pour toute variété 

analytique W . 

2°/ -Les isomorphismes analytiques W W transforment £?(Wf) en &(W) , 

c'est-à-dire conservent l 'objet ç? . 

3°/ -Les applications cp : W -> W tel les que cp et cp ^ conservant & 

sont des isoinorphisuies analytiques à une symétrie près. 

La condition 3°/ exprime que l 'objet u n'appartient pas à une structure moins 
^analytiques 

fine. Les fonctions analytiques, et les sous-ensemble^fsont des objets analytiques, 

je les appellerai les objets classiques. I ls ne sont pas les seuls objets analyti

ques. Par exemple, pour n = 1 , la classe des fonctions harmoniques f sur W , 
9̂  f 

définies par Af = 4 „ z ^ = 0 par rapport aux coordonnées locales vér i f ie 
1°/ et 2°/ et e l le vér i f ie 3°/ à la symétrie près z + z dans (C . I l en est de 

2 1 même des fonctions sous harmoniques f dans R = (C , définies par : a)- f £ 1̂  , 

b)- Af ^ 0 , c ) - f (z ) = C (z) ou f j n ( z ) e s t i e maximum de f au point z , 

en négligeant les valeurs prises par f sur des ensembles de mesure nulle; notons que 

c) associé à b) entraîne que f soit semi-continue supérieurement. 

Pour n >1 , la classe des fonctions R^n-sousharmoniques (où R^n est 

l'espace réel sous-jacent à C n ) n'est pas un objet analytique, mais la classe 

PSM(W) des fonctions plur.isoushannoni.ques l 'es t . Lille est définie sur W par 

rapport aux coordonnées locales par les conditions a) ,c) et par b^) : 

L(f ,A) = Z -J!—~- À X. > 0 pour tout A G Cn ; ainsi L(f, A) est une 
Zp f Z q P ( | 

mesure positive. Je dirai que l'objet PSII , (introduit en 1942, et devenu 

(!) La situation décrite dans ce paragraphe concerne la catégorie analytique (IV) ; 

toutefois l'exposé est lait sans i« Teience au Puisage des catégories. 

http://plur.isoushannoni.ques
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très vite utile),est un objet souple, en précisant de la manière suivante : 

DEFINITION. - Un objet analytique est dit souple s ' i l existe un objet classiqu 

^ c tel que pour toute variété analytique W , on ait une application 

^ : ^c^ * ̂ s ^ qui envoie l'objet classique dans l'objet souple. 

En général \!> ne sera pas surjective ; on cherche au contraire à disposer, 

en un certain sens, d'un objet plus étendu que l'objet classique ; en fait on 

créera ainsi des classes fermées pour certaines opérations de l'analyse (opéra

tions longtemps appelées "de l'analyse réelle" justement parce que leur emploi 

en analyse complexe exigeait d'abord l'extension de celle-ci à des objets souples). 

Ainsi PSH est un objet souple , ^ étant défini par F ->log |F| , application de 

l'algèbre H(W) des fonctions analytiques (dont on exclut F = 0 ) dans PSH(W) ; 

^ est injective si on identifie dans H(IV) les fonctions F et aF pour a € (C 

|a|= 1 ; ip est continue si H(W)-{0} est muni de la convergence compacte et 

PSH(W) de L ] O C ( W ) • L'objet PSH a l'avantage d'être ferme pour des opérations 

simples telles ( f p f 7 ) -> sup(fj,f 7) , ou ( f p ^ * c1^1 + c2^2 9 C j > ^ e t ' 

ce qui est plus important les bornés de PSH n L | sont relativement compacts : 

si f € PSH(W) est de Cauchy pour L } o c , i l existe f CPSH(W) , qui en est 

la limite ; en particulier si f est un ensemble localement majoré , et si l'on 

pose g = sup̂  f̂  , on obtient commodément g € PSH(W) par la construction 

g (z) = lim sup g(y) , et l'on a g(z) = g (z) presque partout (au § 5 on verra 
y y z 

qu'il existe une propriété capacitaire plus précise pour l'ensemble g <g ) . 

Ces considérations sur l 'uti l i té de la classe PSH étaient déjà perçues dans 

l'introduction du mémoire [6a] en 1945. 

A la classe PSH , on associera celle des ensembles pluripolaires : A est dit 

pluripolaire sur W si l'on a A c A' [ z E W ; f(z) = -œ, f e PSH(W)] et 

A sera dit pluripolaire complet dans W si l'on a A = A' . Les ensembles analy

tiques (objet classique) sont des ensembles fermés qui sont localement pluripolaires 

complets. 
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Un antre objet souple a été introduit a l'occasion de la construction de 

l'opérateur d'intégration [X] (cpj d'une forme différentielle cp sur un ensemble 

analytique X (on notera la classe des X qui sont de la même dimension 

complexe p , 0 ^p ^n-I , en tous leurs points). On notera T+(W) la classe 

des courants positifs sur W , et f(W) ceux qui sont fermés. Ces derniers 

sont des objets analytiques et ce sont des objets souples ; par X->[X] on définit 

une application de M*1 (W) , objet classique, dans ^(W) . Pour la suite quel

ques rappels sont ici nécessaires. Un courant (au sens de G.de RIIAM) est un 

opérateur linéaire sur l'espace $J des formes différentielles à support 

compact, muni de sa topologie classique ; on notera (W) celles qui sont 
P 

homogènes de type (p,q) des dz^,dzj . On note ^(W) celles de type 

(p,q) dont les coefficients sont continus à support compact dans W . Les défi

nitions étant locales, précisons-les quand W est un domaine de C n . On définit 

(un opérateur 1inéairej 
t e T^(W) si t est ^continu sur j£) (W) , nul sauf si s = t =* p ; 

S , L 

de plus pour tout système a j , . . . , a de fonnes (1,0) à coefficients constants 

et toute fonction f € j9(W) vérifiant f >. 0 , on exige : 

T (0 , a ) ( f ) = t [ f a, A i âj A . . . ia A CL] ^ 0 . 

Dans la suite on note 3 (et 3 ) les différentielles relatives aux seuls z^ , 

(ou L ) . On a d = 3 + 3 . On pose aussi d c = i(~3 - 3) et on a dd c = 2i 3 3 . 

Un courant t € est représente par une forme différentielle qu'on notera 

I t T -T dzT A dz, f ( I = i , < i ? . . . <i ) homogène de type (n-p, n-p) ; i l j j i , t j i *.) I z. n p 

a la continuité d'ordre zéro et s'étend aux formes ; ses coefficients 
o,p,p 

t j j sont des densités-mesures ; si l'on pose B = £ dz^Adz^ = -i- 3 7 ||z|| 

et définit par = ~, 3 n la forme fondamentale de C n , les courants t^ j 8R 

sont des mesures complexes. Un théorème de multiplication énonce : soient 

t Ç et T' G , alors si t ou t 1 est une forme à coefficients continus 

et si min(p,q) = 1 , le produit t A f ' est défini et appartient a T^ C ' . Les 

fonnes positives du type (1,1) fo rnieiit clone tui sy stème mul t ipl i cat i f ; 

3 = 1 ; ) î ) | z | " est une forme positive ; si l'en a f £ PSII , le courant i 3 3 f 
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appartient à T , la positivité étant clans ce cas équivalente à la condition 

P 

bj) plus haut. D'où un formalisme pour écrire certaines mesures . Soit t -< r+ , 

alors a = t A Bp où B = ĵ-, B*1 , est une mesure positive (dite la trace de t ) . 

Elle domine t en ce sens que pour une forme cp € 5 , de coefficients cpy .(x) , 
p,p 

si l fon pose |cp| (x) = sup |cp ,(x)| , on a | t(ip) | ̂  C a(|cp| ) où C ne 
\ ] > > 1 ' 1 

depend que des dimensions. 

Si t , de dimension p , est de plus ferme, c'est-à-dire si l'on a t(dpj = 0 

sur les fonnes <p £<1), on a pour a une propriété de régularité. Si cr(x,r) est 

la masse de a portée par la boule compacte B(x,r) de centre x , de rayon r , 

le quotient 

(1) v(x,r) = (x 2 p r 2 p ) ~ ' a(x,r) 

par le volume de la boule unité de cP est fonction croissante de r ; i l en 

résulte l'existence de 
v t(x) = lim v(x,r) 

r=o 

qui vérifie donc v t ( x ) ^0 et est une fonction semi-continue supérieurement de x . 

D'une manière équivalente, la mesure positive tA (-^- 33 log | | z | | ^ ) p se 

prolonge en x par une mesure ponctuelle de valeur v^(x) au point x . 

Le nombre v^(x) (nombre de Lelong dans les travaux américains) est un inva

riant des isomorphismes analytiques et est donc défini sur les variétés W . 

L'intégration [X] (cp) = cp sur un ensemble X G MP(W)- est un courant 
JX 

positif fermé et l'application ij> de Nf* (IV) , objet classique , dans T p

 f(lV) 

donnée par X -> [X] montre que là classe des courants positifs fermes est un  

objet analytique souple ; on a X = supp [X] et ij; est une bijection Mp(W) 

sur une partie de f'* ...(W) . Ceci perm*M: de définir commodément des topologies 

sur M'VW) ; on les obtient par Iran fort par *J> des topologies définies sur 

l'objet souple T p

 f (W). 
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3. Représentation des ensembles analytiques comme ensembles de densité . I l est 

important pour la suite de caractériser 1 Minage par $ de M (̂W) dans T P ^(W) 

Une suite de travaux [9] et [4] a d'abord établi que pour t = [X] , le nombre 

v^fx) est un entier égal à la multiplicité de x sur X . Réciproquement, 

si t £ î | ^(W) possède un nombre v t ( x ) qui est un entier a-presque partout, abrs 

supp t est un ensemble analytique. Plus précis est le résultat Suivant obtenu 

ensuite [7] : l'ensemble E(c, t ) = [x € W ; v t ( x ) ^ c, c> 0] est un ensemble 

analytique sur W , et ses composantes sont de dimension au plus p = dim t , 

0 <: p <: n-1. Un résultat récent [6,c] montre que dans les domaines pseudo-convexes 

de C n et plus généralement sur les variétés de Stein W, si l 'on se donne 

t € T P ^(W) , i l existe une fonction plurisousharmonique f € PSH(W) pour laquelle 

le courant 0 = ~ 8"3 f € ï | ^(W) vérif ie en tout point x € W l 'égal i té 

VQ ( X ) =V (X) . Or pour un tel courant 0 , on a par le théorème de Gauss 

1 9 -1 a = A f et v Q ( x ) = lim y j — p À ( f , x , r ) = lim (log r) A ( f , x , r ) , 0 < r < 1 . 
r=o ^ r=o 

en notant A ( f , x , r ) la moyenne de f sur la sphère S(x,r) . D'autre part sur 

une variété de Stein W , un ensemble analytique X admet une représentation 

globale X = {F. = 0} , Fj€H(W) , 1 o ^ n + 1 . 

En posant f = | log E|Fj | 2 € PSH(W) et 9 = i 3 3 f , on a v 0 ( x ) >, 1 en tout 

point x € X . Ainsi : dans les domaines pseudo-convexes de C° et plus générale-*; 

ment sur une variété de Stein W , la classe des sous-ensembles analytiques coïnci 

de avec celle des ensembles de densité E(c, 0) où 0 = ~ 3~3 f est le courant  

associé à une fonction f € PSII(W) . Pour abréger, nous noterons E(c , f ) cet 

ensemble qui est l'ensemble de densité >, c, c >0 , de la mesure positive j ^ - A f , 

calculée en dimension (réel le) 2n-2 . 

La représentation globale ainsi obtenue pose des problèmes de contrôle de 

croissance, I l suffit de les étudier pour W - C N ; en effet une variété de 

Stein W admet un plongcment propre h dans C , N , pour m>2n-1 ; i l induit 

une application t->h+ t de T P

 : ( W ) dajis T P

 F ( C N ) qui conserve le nombre 

v ( x , t ) et l'on étudiera alors les croissances sur la suite de compacts KCrJfl'W, 

K(r) - l f 1 [ R ( 0 , r ) ] , obtenus a partir des boules B(0,r) dans ( J 1 pour r++°° • 
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Ceci permet une étude à croissance sur W en transportant les résultats de 

C n à W . Donnons ici quelques résultats récents (cf. [6, d] ) : 

a) - Un premier problème est : si l'on se donne une majoration de la croissance 

de V e P S H ( C n ) , caractérisée par l ' indicatrice M ( r ) = sup f ( z ) dans C n , 
V № r k 

exis te- t - i l un contrôle de croissance de la composante 1: ( c , f ) de la dimen

sion k ( 0^k<:n-1 ) de E(c,f) ? I l en est ainsi pour k = n-1 . Plus générale

ment si l 'on se donne t £ T p

 f((P) , la composante de E(c, t ) de dimension ma-

xima , soit E p ( c , t ) a une aire a_ contrôlée par la trace a de t . On a 
P 

<jp(c,r) ^ c ^ o( ( ) , r ) , où a (c , r ) est l ' a i re de E^(c,t) fi B(0,r) . De plus 

à chaque cycle a E^(c,t) on peut associer une valence N(Z^) relative à t , 

définie par 

N(Z P) = inf v ( x , t ) . 
xGZ^ 

On a alors v ( x , t ) = N(Z^) pour tout x € lP sauf pour x appartenant à un sous-

ensemble analytique strict Z' c Z , pour lequel on a dim Z' < p . L e courant 

S p = EN(Z^) [Z p ] étendu à tous les cycles Z p de C11 converge , est posit if 

fermé, et le courant "résiduel" t - S p est posit if fermé et n'a plus de cycles 

de densité de dimension p . La trace a de t majore celle de , ce qui donne 

un contrôle de croissance de cel le-ci dans Cn . 
q 

b) - Un tel résultat est exclu pour les cycles Z de dimension q < p . 

En particulier pour les cycles de codimension >, 2 de E(c , f ) pour f € PSH(C^) : 

l'existence d'un tel contrôle contredirait d'ailleurs l'exemple donné dans [4] 
2 

d'un système de deux fonctions entières ' : p ' ; 2 ^ ^ n'ayant que des zéros com

muns isolés, mais dont le nombre n(r) dans R(0,r) croit arbitrairement v i te , 
I i 2 i 7 

pour une majoration donnée de M(-(r) , f - ? log ( | 1 : | | ' + MSI ) • 
Des exemples montrent que les ensembles E'fc , t ) = [x£C n ; v ( x , t ) >c

Qy c > o ] 
ne sont pas analytiques, une suite infinie de cycles 7? dont la valence c. > c 

' S s o 
tend en décroissant vers c pouvant être ah , H/e par un cvclr de il ï nions i c>n q1 > q 

de valence c quand c décroît et traverse la valeur c t e( ceci sur un com-o 1 o ' 

pact de ( ] n . Toutefois E(c,t) possède sur un contact D une stabilité a 



- 47 -

gauche : pour tout c > 0 , il existe y - y(c,D) > 0 , tel qu'on ait 

E(c,t)OD - E ( c ' . t ) HI) pour tout c 1 vérifiant c -y<c ' £ c . 

c) - lin second résultat de l'étude [6,d] est pour les ensembles F.(c,£) , 

f G I\SM((;n) , l'existence d'une hypersurface Y = I r , ( 0 ) , F G H(C n) , 

qui contient tout l'ensemble E(c,f) , et ceci avec un contrôle pour 

Mp(r) = sup log | F ( z ) | de la forme suivante : pour tous e > 0, e' >0 , on a 
Il z || ^ r 

(2) M } ;(r) « £ M y(r + e ' ) + (n + e) log( i+r) + C(n,e ') . 

Ce résultat appelle quelques remarques : 1°/ le contrôle obtenu pour Y , 

c'est-à-dire le contrôle de croissance pour [Y ] n'est qu'asymptotique, 

car de (1) on déduit seulement une majoration pour l ' a i re a(r) de 

Y 0R(0,r) qui est du type 

v ( r ) = ( ^ 2 n - 2 r 2 n " " 2 ) ~ 1 °M * M|;(kr) * C ( F ) > k > 1 ' 

L'existence d'un contrôle propre est un problème ouvert ; 2°/ contrairement 

au résultat a) le résultat c) fait intervenir la dimension n ; 3°/ la démons

tration uti l ise essentiellement les estimées \? de IlÔRM/VNDEK sous la forme 

suivante . 

— f 
Soit f G PSH(Cn) et X q G Cn au voisinage duquel e est sommable. Pour 

c > 0, op pose g(x) - f (x) + (n+e)log(l + | | z | | 2 ) . 

Alors i l existe F G H(C n) qui vérif ie F(x ) = 1 et 

(3) tv\\l = ( n | F ( x ) | 2 e ~ ^ x ) d v ( x ) < - . 
k ' C 

Ce théorème fait passer avec contrôle de croissance de l 'objet PSH a l 'objet 

Il (sous la forme ( 3 ) , i l améliore dans [8al des résultats antérieurs). 

d)-be résultat sur Y est valable plus généralement pour les courants 

i G l'P f (C n ) . On construit ( c f . [ ( v J ) 0*1 i) Il f , et f G PSII(Cn) vérifiant 

v(x,0) = v (x , t ) en conservant un contrôle de croissance. Si t a son indica

trice bornée, ou si fc PSII(Cn) est de la classe* de croissance minimale 

M ( r) - 0(log r) , les ensembles de densité sont algébriques. D'où limitation 
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des degrés et l'on retrouve pour Y c un résultat donné dans [3] en vue d'un 

problème de théorie des nombres. Dans le cas général où l'on a t 6 rlC11) , 

p < n-1 , le problème semble ouvert de savoir si l'on peut substituer â Y c 

un ensemble analytique Y^ de dimension pure p , avec contrôle der croissance. 

4. Indiquons maintenant quelques uns des résultats obtenus dans [5] pour le prolon 

gement des ensembles analytiques en traitant des problèmes correspondant sur 

l'objet souple qui est la classe des courants positifs fermés. On se place dans 

(f1 , les problèmes étant locaux. Le passage des uns aux autres utilisera : 

PROPOSITION. - Soit G un domaine de (f1 et A c G un ensemble fermé ; on suppose 
o 

A = <j> et G ^A connexe. Alors si tout courant positif ferme t admet un prolon 

gement t' positif fermé à G , tout ensemble analytique X défini dans G \ A 

a un prolongement X ' à G . De plus si t ' = t 9extension simple de t (c'est-à-

dire sans charger A ) alors on peut choisir X ' = X adhérence de X dans G . 

Même énoncé en remplaçant "'courant positif fermé" par "courant positif fermé 

de masse finie au voisinage de A " et X d'aire finie au voisinage de A . 

En effet en désignant par ^(G) la classe des courants positifs dans G et 

supposant X de dimension pure p , on a [X] = tGT^ £(G\A) et X = E(1,t) . 

Alors E(1,t f ) = X ' est un ensemble analytique dans G ; on a X c X f , d'après 

t = t ' dans G \ A . On a alors X c X c X ' dans G . De plus si la restriction 

1̂  t ' de t à A est nulle , supp. t ' appartient à l'adhérence dans G de 

supp. t . D'où X' = E(1,t f) c supp t ' c X , d'où X ' = X . 

L'extension t qui vérifie 1̂  t' = 0 , dite extension simple, existe si et 

seulement si t est de masse finie au voisinage des joints de l'bbstacle A ; elle 

est alors un courant positif. 

a/ Ceci pose,un premier résultat énonce : sj_ A c G est fermé et localement plu

ripolaire complet dans G , alors tout courant positif fermé donné dans G^A 

et de masse finie au voisinage des point s de A a pour extension simple t un 

couran t pos i t if f e rmé dans G . 
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D'après ce qui précède, on a seulement à établir que t est ferme, ce 

qui revient à établir une propriété de géométrie différentielle à partir de 

majorations de mesures, en utilisant la positivité. L'ensemble A peut être 

défini localement par A = [z £ G ; u(z) = - <»] où u pluri sous harmonique 

peut être prise continue et ^?°° en dehors de A . On utilisera le fait que 

le graphe de t -np(t) = [log ( - t ) ] a , a > 0 , est croissant convexe pour 

_oo < t < -e .11 en résulte que v(z) = cp o u (z) est plurisousharmoninue 

dans l'ouvert !((r) = [z £ G ; u(z) < - 1 + log r] pour r< 1 . Or on a : 

c e c dd v = cp' dd u + (p" du A d u 

où les deux termes à droite sont des fonnes positives ; si l'on convient 

d'écrire t̂  ^2 quand t̂  - t̂  est un courant positif, on aura d'après 

le théorème de multiplication pour t £T^ f (G) : 

(4) t A ddc v ^ cp" t AduAdC u 

C 

et (4) donne une majoration de du Ad u . Choisissant (p(t) comme plus haut, 

on obtient le lemme suivant essentiel dans [S] : si A = [z € G ; u(z) = - » ] 

est un ensemble fermé pluripolaire complet déterminé par u£ PSH(G) et si 

t £ ^(G \ A) y est de masse localement finie au voisinage de A , alors 

on a pour tout a > 0 et tout compact K c G : 
f r R p ~ 1 

(5) t A du A d u - 7 ~ A < + « . 

J

K n A iT[log(-u)] 

On va encore utiliser la positivité en remarquant que si une forme hermitienne 

azz + bz + Ez + c est semi-définie positive, ou a pour tout e > 0 , 

|b | S ea + ce . Il s'agit d'établir dt = 0 pour l'extension simple t de t . 
oo — 2 

Soit x (v) l m e fonction croissante C°° , vérifiant x O ) = 0 pour v ^ e et 

x(v) = 1 pour v < e-^ ; posons 
u(z) 

x r(X) - x( - r — - ) , r < 1 , 
on a t = !im(xr t) , dt = lim d(;<r tj . 

r--o r=o 

On traite d'abord le cas p ~- I , où le calcul est plus simple car on a à calculer 

t(dtp) pour des <p du type (0,1) ou (1,0) . 
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En supposant cp de type (0,1) on a 

Î
u u 

t A X ' ( ^ - ) ~ T 9 u A cp . 

D'où en posant C = sup |v x f ( v ) I > u n e majoration 
v 

f C ' -(6> | < d ( x t ) , cp>| < e t A i 3u A 9 U + — t Ai cp A cp 
r r J K ( r ) e r J K ( r ) 

où K(r) = K f l f c e G ; - 1 + log r ^ u(z) < log r ] est une "couronné'autour de 

K fi A • On utilise f t Ai cp A cp < °o et la majoration (5) avec a = - i , 
J K ^ A . L 

On établit que pour r j n = exp(-pm) , e.m = p^ (log p ^ " 1 où l 'on prend pour 

p^ une suite d'entiers croissants, vérifiant lim P m = + °°, (6) donne 

lim |<d(x t ) , cp > j = 0 . D'où<dt, cp> = 0 , les courants t et t coînci-
m 

dant sur supp d x r • On traite de même le cas où cp est de type (1,0) • Si 
m 

t est de dimension p>1 , et cp de type (p-1, p ) , on se ramène au cas précé-
N 

dent en décomposant cp = E W. A g. , où g. est de type (0,1) et 
j=1 J J 1 

Wj = i ^ ^ ot̂  Acx.| . . . a ^ A les étant du type (1,0) à coefficients 

constants . On remarque que le courant t A W. posi t i f fermé, de dimension 1 , 

est de masse finie au voisinage de A . 

L'énoncé ainsi établi a un caractère quasi défini t i f . I l "coiffe" une longue 

suite de travaux et répond à une question posée au Congrès d'Helsinki en 1978 ; 

i l contient d'après la proposition du début de ce paragraphe l'énoncé : tout 

ensemble analytique X défini dans G^A d ' a i r e f in ie , où A est fermé et 

localement pluripolaire complet, a pour adhérence X dans G un ensemble analy

tique qui prolonge G . I l contient aussi le cas où l'obstacle A est un ensem

ble analytique et où l'on prolonge t € T p ^ (G^A) , cas qui avait pu être résolu 

peu auparavant dans [8,b] . Ainsi i l englobe les différentes situations 

où l'on remplace l'un des deux objets souples par l 'objet classique. 

Le corollaire suivant concerne la classe PC(W) des ensembles fermes localement 

pluripolaires complets sur une variété analytique W : soit A € P (W) e t 

t E ^(W) , alors la restriction 1̂  t de t a A appartient encore â ^(W) 

ùt est donc encore un courant fermé. 



- 51 -

Рл effet soit t f - 1 W ^ A t ; on a t - t' = 1 д t et on a t' € f(W) 

d'après le théorème ; i l en résulte que 1д t est fermé également, donc qu'on 

a 1 д t € T^ f (W) . 

Le contre-exemple suivant montre que le théorème est en défaut si A , fermé 

et pluripolaire, n'est pas localement couplet- Soit W = Cn , et 

n I 

A = [z € С , 2" ^ l z ) к 1 y 7 j = 0 y P o u r j t 1 ] • S o i t d'autre part t le cou

rant d'intégration sur X = [ z e C n ; | z 1 | > 1 , ẑ  = 0 pour j f 1 ] . Le courant 

t = [X] est positif fermé dans Cn ^ A , de masse (l 'aire de X ) localement finie. 

S'il existe un prolongement t' de t à Cn , l'ensemble de densité E( l , t ' ) <= Cn 

est un ensemble analytique qui contient X ; i l contient donc tout l'axe des ẑ  , 

donc l'origine 0 . On a donc v( t f ,0 ) ^1 .Or t' = t = 0 au voisinage de 0 . 

D'où contradiction montrant qu'аисш prolongement n'est possible pour 

t = [X] , môme si on envisage d'autres procédés que l'extension simple. 

Peut-on s'affranchir de la condition : t est de masse finie au voisinage 

de A ? Le problème est ici analogue au problème classique du prolongement des 

fonctions holomorphes ou des fonctions plurisousharmoniques : on peut éliminer 

l'hypothèse de finitude au moyen d'une hypothèse plus précise sur le fermé A . 

Dans [5] on trouvera l'énoncé suivant : 

Soit A un sous-ensemble femié d'une variété réelle M de classe ffi plongée 

dans une variété analytique W ; on note Hz(M) en z le plus grand sous7espace 

complexe contenu dans l'espace tangent en z à M . Soit t € f (W^A) . 
9 t 

Supposons dimc H (M) <p~1 pour tout z € M . Alors t a un prolongement unique  

comme courant positif fermé dans W . La encore la difficulté est de montrer que 

l'extension simple t: qui donne le prolongement est un courant fermé. La démons

tration demande un travail technique nettement plus élabore que l'énoncé précédent ; 

un point essentiel est le lemme suivant : 

Soit G un domaine de Cn et A = [z ç G ; u(::) - 0] , et и € PSH (G) . S'il 

existe n T telqi'on ait au sens des courants, pour n-k indices 3]>* • *)n~k : 

u-r 
i •) '() U > U 4 У. i dz . Л dz . 

1 's 
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et t € TJ* ç(G ^ A) , avec p> k-H , alors t est de masse finie au voisinage 

de A et l'extension simple t prolonge t à travers A en t £ T £(G) . 

Les ensembles A fermes qui vérifient la condition précédente avec l'hypothèse 

moins stricte p^k+1 ne peuvent être chargés par t € T+

 f (G) . 

La méthode s'applique aux sous-variété totalement réelles M de classe 

(en particulier au sous-espace réel Rn lequel n'est pas pluripolaire dans C11 ) . 

Les hypothèses sur A et M de nature géométrique montrent l'importance de la 

dimension de H (M) C 1? M qui constitue la barrière au prolongement. La technique 

de démonstration utilise des majorations du produit t A W , OÙ W est une forme 

(2.2) , ce qui complique les calculs. L'exemple suivant montre que l'inégalité 

stricte sur les dimensions est nécessaire pour obtenir l'existence du prolongement. 

En considérant dans C le cas t = [X] , où X = 1>2 = 0 , |z-. |> 1] et où 

M = [z = 0 ; |z | = 1] , on voit qu'il n ' ex i s te aucun prolongement t ' de t 
2 1 

2 
à C qui soit positif fermé. En effet on aurait v ( t ' ,0 ) = 0 à l'origine . 

2 

D'autre part l'ensemble de densité E(1, t ' ) 3 X étant analytique dans C con

tiendrait l'origine, d'où contradiction. Comme le précédent le théorème de pro

longement obtenu coiffe un bon nombre de théorèmes obtenus précédemment . 

5. La recherche d'une capacité pour l'analyse complexe. A mesure que s'est développée 

l'étude des objets souples, celle des fonctions plurisousharmoniques en particulier, 

des problèmes sont apparus dont certains sont formellement analogues à ceux de la 

théorie du potentiel (rappelons que pour n = 1 , PSH(Œ) s'identifie à la classe 

R -sousharmonique). Existe-t-il alors une fonction d'ensemble c(A) >>Q, définie 

au minimum sur le clan borelien, telle que l'on ait c(A) = 0 sur les fermés si 

et seulement si A est pluripolaire ? Sous cette forme le problème a beaucoup 

de solutions. Celle c(E,G) qui est définie dans [2] , relativement a un domaine 

G à partir des compacts K - E , est une capacité de Choquet, invariante par 

les isomorphismes analytiques de G . Elle utilise 1'opérateur non linéaire com

plexe f -» (ddc f ) n de Monge-Ampère (appliqué à une sous-classe de PSH ) ; elle 

s'appuie sur le théorème de multiplication pour construire des mesures capacitaires 
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et pour retrouver des énonces qui pour n = 1 u t i l i sa ien t l f opérateur làplacien 

f -» A £ , Qui est la trace de l 'opérateur f 2i3 3 f = dd c f . 

Indiquons les principaux résultats de [ 2 ] , l e problème préliminaire étant de dé-

c n 
f i n i r M ( f ) = (dd f ) pour inie sous-classe suffisamment étendue dans PSH(G) . 

1 1 2 

On a (dd c f ) n - c U 3 * ] dÀ ou dA est: l félément de volume de C11 . Pour 
n (7 Z ri z 

V q 1VI 
f C PSH(G) H b (G) , (dd c f ) n est une mesure pos i t i ve . En général pour une suite 

f. ePSH(G) 0 ê°°(G) , décroissante vers f e PSH(G) la mesure pos i t ive (dd C f j ) n 

augmente indéfiniment. Aussi l e point de départ de [ 2 ] e s t - i l l 'é tude de cet te con

vergence dans L°°(G) . Un énoncé de Chem-Levine-Nirenberg [10] donne : 

s i v \ . . . , v n sont n fonctions plurisousharmoniques v^ € L°°(G) (on pose 

Il vil ^ = sup | v ( z ) | ) , alors pour tout compact K c G , i l exis te a = a(K) t e l que 

l 'on a i t 

| ddC v^ A . . . A ddC 

^ A B n J K ^ a l l v 1 | l K " " " v k | l K 

C K ^ 

ce qui montre que les produits de formes dd v peuvent ê t re déf in is pour des 

k 0 0 

V j € L ^ o c ( G ) ( s ' i l exis te ,a lors ,d 'après le théorème de mult ipl icat ion ,1e produit 
est une forme pos i t ive ) ; en par t icu l ie r (dd c v ) n définira une mesure pos i t ive f i n i e ) 

1 k 

On montre que pour des suites v.. , . . . , V j monotones (d ' indice j ) , convergentes dan: 

00 c 1 c ' le 

L j o c , l e produit dd v . A . . . A dd v . a une l imi te (pour la topologie f a ib l e 

des courants). On t r a v a i l l e sur l 'espace * J 7 o c ^ n > °^ ^^on P e u t supposer 

G = [z € C N ; p (z ) <0 ] , p étant 8>°° et G strictement pseudo-convexe clans C41 . 

Pour se ramener à des domaines relativement compacts dans G on opère 

ainsi : soient c: c co? <z c: G : on peut trouver A et B , A > 0 assez grand 

pour quTon a i t A ( z ) + B >, v ( z ) dans e t + B < y ( z ) dans G}1 • 

Alors v •» sup f v ( z ) , Ap(z) -f- P> ] coïncide avec v dans cô  et vaut A^ + B 

dans G ̂  Ü)^ • On déf ini t alors une ai pac i t e des compacts K c G : 

c(K,G) = c(K) - sup f (dd C u ) n , • u e lïîFKC) H 4 0 C (C1) , 0 < u < 1 

K 

l 'ou une c a p a c i t o i n t é r i î - u r e c (H, G) de-, rnsemM 1 '> P c . G : 

c ( l ! , G ) - s u p f c f k ) !" <')¡;ipac!- dans G et K c P] 
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qui a les propriétés a) Ej cz Ê  c(IïpG) <: c(E 2 ,G) 

b) E c G f c G - cCE^Gp ^ c(E,G 2) 
00 oo 

c) c[ U E . , G ] < I c(E.,G) 
j = 1 3 j=] J 

d) Si E cz E , e s t une suite croissante d'ensembles boré-
J q q + i 

liens dans G , on a c( U E ) = lim c(E ) • 
1 q=oo ' 

On peut alors s'inspirer de la théorie classique des potentiels, convolutions 

de mesures positives avec un noyau. 

Une fonction f € PSH (G) , G borné dans Cn , est continue si on retire de G un 

ouvert o) de capacité C ( Q , G ) < e arbitrairement petite, ce qui donne par exemple : 

si u . \ co , u et u. de la forme "rectifiée" A (z) + B près de bG , alors 
3 3 P 

lim c[z € G ; u-(z) > u(z) +6] = 0 pour tout 6>0 . De même on obtient des 
j =*x> J 

théorèmes de comparaison "analogues" à ceux de la théorie du potentiel, la mesure 

(dd c v ) n remplaçant le laplacien A : soient G domaine borné de (f1 et 

u , v £ PSH(G) n L°°(G) ; si lim inf [u(z) - v ( z ) ] > 70 , o n a f(dd c v ) n « f (dd c u) n . 
z-*bG u<vj u<vj 

Cette capacité relative à G , étudiée dans [2] permet de résoudre deux problèmes 

qui étaient ouverts : appelons négligeable dans G tout ensemble 

AczA' = [z 6 G ; v (z ) < v ( z ) ] , cù v ( z ) : sup u

n ( z ) e s t l a limite d'une suite 

croissante û  € PSH(G) localement bornée supérieurement , et où v (z) est la 
* 

régularisée supérieure de v , définie par v (z) = lim sup v(y ) ; on a 

v* G PSU(G) . Avec la capacité c(A,G) définie plus haut on a : pour tout  

ensenfcle négligeable AczG , on a c(A,G) = 0 , c'est-à-dire les compacts K cz A 

vérifient c(K,G) = 0 . 

De plus si K est un compact dans G et u^(z) - sup[u(z), uePSH(G) , u$ -1 
* 

sur K , u<0 sur G] , la régularisée supérieure u^ joue le role joué par le 

potentiel capacitaire dans le cas n = 1 ; on l'appellera la fonction extremale 

de K cz G . On a 

(a) - fddc u*) n = 0 dans G ̂  K 
(b) - c(K,C) = [ (ddC u*) n = [ (ddC i . * ) n 

(c) - Si l'on a u*(x)>- l pour tout x t" K , on n c ( K , G) = 0. 
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D'autres problèmes concernent les ensembles pluripolaires. Un ensemble localement 

pluripolaire sur une variété W l f est - i l globalement ? Peut-on, comme en théorie 

du potentiel, les caractériser avec l'aide de la capacité ? Le premier problème 

avait été résolu peu auparavant : dans ( n et sur les variétés de Stein, la réponse 

est oui. On retrouve ce résultat aussi ai résolvant le second problème qui identifie 

les pluripolaires aux ensembles de capacité nulle. Tout d'abord on définira la 

capacité extérieure c (E) . Pbur un ouvert uczcG , on a 

c ( # , G) = | (ddc u^) n = sup c(K,G) pour Kcr &% Qn définit c ( # G) = c(#% G) 

et pour E c e G , on définit 

c*(E) = c*(E,G) = inf [ c((9-, G) ; E c ( ? c c G ] . 
& 

Pour un ouvert on a \x - lim/u^ , pour K. compacts /* . 

La capacité c (E) vérifie c (E^) ̂ c (E 2) si on a Ê  c c G , 

c*(E,G1)> ;c*(E,G2) si Ec G ^ G2 et c*( U F,, G) s< T c*(E.,G) , 

* * 
et on a les propriétés suivantes des fonctions ex tréma les : û  :>, u2 , si Ej<=E2 c: G ; 
* * * 

Up(z,Gp ^ u^(z,G2) si E cz Ĝ  cz G2 et Up = 0 entraîne pour E = U E. 

l'égalité Up = 0 . De plus si G est strictement pseudo-convexe, on a 
* 

Up(z) -* 0 quand z -* bG . 

On a Up s 0 dans G si et seulement s ' i l existe v€PSH(G) telle qu'on ait 

E c [zG G ;v(z) = - œ] 9 c'est-à-dire que les pluripolaires sont de capacité nulle. 

De plus, si K. \ K = 0 K. , où les K. sont compacts dans G (supposé toujours 
J j 3 1 

borné strictement pseudo-convexe), on a les propriétés suivantes : 

a) - (lim u* ) * = u* , b) - lim c(K.) = c(K) , c) - c*(K) = c(K) 
3 

capacité extérieure = capacité inférieure pour les compacts . 

d) - pour l'ccRccc" on a c fI;,C) = (dd1 u! ) n . En particulier on a 

toujours uE = Up oCi F est un ensemble du type G6 => H .(intersection dénombra-

ble d'ouverts) et c (E) - 0 équivaut à u[: = 0 . Finalement : 1) c(E) est une 

capacité de (hoquet, ce qui aura pour conséquence que tous les ensembles boréliens 

E vérifient c(E) r c (F) , t 1 e si - -à-di re son! caj>ac i tables ; 2) pour que E soit 

pluripolaire, il faut et il soi i i f qu'il soit contenu dans un Gg de capacité 
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nulle pour cette capacité c . Pe la on déduit une nouvelle demonstration du 

théorème P c G <= Cn est p'hir.i |K>Ia i re si et seulement" si i l existe u G PSHfG11) 

telle que l fon ait H ̂  [z e ( J 1 ; u(z) = - oo] et un ensemble P est pluripolaire 

(dans G pseudo-convexe) si et seulement si c (F,G) = 0 . 11 en resuite encore : 

l e s cns emh les négl i geai) 1 es sont p.lur i{x)lai res et les pluripolaires sont négligeables . 

Ift consequence, si u (z) est une f ami 1 1 e bornée localement, u G PSII(G) , Ce Gn , 

alors pour v(z) = sup u^(z) l'ensemble [z G G ; v(z) < v (z) ] est pluripolaire 

dans L , 

Puisque c est une canacité de Ghoquct on a si F est de classe "K-analytique" 

l'égalité c (F) = sup c(K) , KcipcxiG , K compact, cette classe contenant les bo-

réliens. Fa capacité introduite dans [2] liée a l'objet souple ddL u per

met donc de résoudre des problèmes laissés en suspens en analyse complexe. On note-

c n 

ra qu'elle se rattache à l'étude de l'opérateur de Monge-Ampère complexe (dd u) , 

opérateur non linéaire pour n> 1. tandis que le support de dd u pour 

u G PSH (G) n'est jamais compact, on retrouve des mesures à support compact pour 

(ddC u ) n . On notera que c(F,G) est. invariant par les moiphismesanalytiques. 
Pour terminer demandons nous les limites de la méthode exposée ici dans les § 3 

et 4 . On a utilisé des énoncés sur les objets souples pour revenir à des énoncés 

portant sur les objets classiques . S'il s'agit, par exemple, d'un théorème de pro

longement, du fait qu'il est valable pour la classe ?̂ (w) souple et que cette 

classe est strictement plus étendue que l'image de l'objet classique ^ ( w ) dans 

£?(w) , on peut s'interroger sur l'existence d'énoncés plus précis propres 

à ^ ( w ) . Ces énoncés existeront en général. On renvoie le lecteur à une étude 

qui concerne la dimension 1 ; L.Ahlfors et A.Beuriing cf. [1] , y étudient divers 

problèmes de prolongement à G c: Ci: d'une fouet ion holomorphe définie dans G ̂  A ; 

ils définissent pour chaque problème une classe de "nul! sets11 laquelle contient 

celle des fermés de capacité nulle et parfois s'y réduit. L'utilisation des objets 

analytiques souples ne donne donc pas toujours le critère le plus précis pour un 

problème particulier, mais est une méthode d'investigation procédant au départ par 

un assoupi, i s .sèment e? une relaxât ion d<^ hyp<U h<*ses. Les trois travaux qu'on a 
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résumés ici apportent par cette méthode des notions nouvelles et un éclairage nou

veau sur des problèmes classiques : l'usage d'une représentation globale des ensem

bles analytiques dans le premier cas - le rôle des ensembles pluripolaires fermés  

localement complets dans le second - enfin dans le troisième une notion de capacité  

des sous-ensembles d'un domaine G , capacité relative à G , invariante par les 

isomorphismes analytiques, et pour laquelle "capacité nulle" localement caractérise 

deux classes importantes d'ensembles exceptionnels. 
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