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Une classe d'opérateurs non linéaires à singularité 
régulière. 

R a y m o n d G É R A R D 

Institut de Recherche Mathématique Avancée 

7, rue René Descartes - 67084 STRASBOURG Cedex 

LES P R O B L E M E S . 

Notat ions . 

C[[x]] l'anneau des sé r ies f o r m e l l e s en les indéterminées χ = ( x r x 2 , . . . . x n ) , 

m son idéal m a x i m a l ; 

C{x } l'anneau des ge rmes de fonct ions holomorphes à l 'or ig ine de C n , 

m son idéal m a x i m a l , 

D l 'ensemble des opéra teurs , 

D : C[[x]] €[[x]] ,en général non l inéa i res . 

Un opérateur D e D est est dit s ingul ier si 

D(C[[x]]) c m 

et s ingu l ie r r é g u l i e r si de plus on a : 

pour û G C[[x]] , Dû G m => û e C {x } . 

P r o b l è m e , T r o u v e r une c lasse D aussi générale que possible d 'opérateurs 

non l inéa i res à s ingu la r i té r é g u l i è r e . 

So i t L l 'espace v e c t o r i e l des opéra teurs l inéa i res agissant sur C[ [x ] ] . 



Un opéra teur D € D est dît L - a n a l u t i a u e s' i l ex is te : 

1 · ) une fonct ion F ( x f y 0 l y 1 f . . . f y n ) holomorphe à l 'or ig ine de C n x C n + 1 

v é r i f i a n t F(0,0) = 0; 

2°) (m + 1) opéra teurs θ 0 = i d . , θ 1 , . . . , θ η appartenant à L te ls que 

Du = F ( x ,u ,e l u , . . . . ,6 n u) . 

Notons D a n (L) l 'ensemble des opéra teurs L -ana l y t ique .On peut se 

r e s t r e i n d r e à l'étude des opéra teurs agissant sur m à la place de [[x]] ,car 

nous avons en vue de t r o u v e r une c lasse d 'opérateurs à s ingu la r i té 

r é g u l i è r e . P o u r t r o u v e r des c lasses in té ressantes d 'opérateurs à 

s ingu la r i tés r é g u l i è r e s il faut se r e s t r e i n d r e à ce r ta ines sous c lasses 

d" opéra teurs l inéa i res .Cec i s ign i f ie que nous avons à i n t r o d u i r e certaines 

sous c lasses L k c L et à cons idérer l 'ensemble D a n ( L k ) des opéra teurs 

L k - a n a l y t i q u e s . 

Notons H (x) l 'espace v e c t o r i e l sur C des polynômes homogènes de degré q 

en les indéterminées x l f x 2 , . . . , x n ; 

m = @ q £ l H q ( x ) ' 

soi t e (x) la C - b a s e usuelle de hL(x) , a lo rs tout u e H ( X ) peut s ' é c r i r e 
q q q K 

U 1 

U 2 

u = e (x) où 6(q) = dim . -H (x) . 

U 6(q) 

2 



Cons idérons la base m-ad ique : (ê) = ( (e 1 ( x ) ) , (e 2 ( x ) ) , . . . , (e (x)) ) 

de m,dans cet te base tout opérateur l inéai re ag issant sur m admet une 

m a t r i c e de dimension in f in ie . 

Les sous espaces v e c t o r i e l s de L in té ressants pour les appl icat ions sont 

les su ivants : 

A ) L 0 I Mat(6,(e) ) so i t diagonale } , 

c 'est à d i re que 

E x e m p l e s . 

Γ ) θ = Σ ^ ^ λ ^ ί δ / δ χ . ) , c 'est à d i re un champ de v e c t e u r s l inéaire 

s e m i - s i m p l e sous f o r m e de J o r d a n , 

e ( £ | m | £ l U m X m ) = £ | m | £ l ( £ l ^ n \ m i ) u m x m • 

Si < X ,m> = L | m | > 1 X i m i χ Ο, a lo rs θ" ex is te et c 'est également un 

opéra teur diagonal : 

e _ 1 ( ^ l m | ^ 1 u m x m ) = L l m l ^ ( 1 / < X , m > ) u m x m 

2°) L 'opérateur de B o r e l , 

b ( u ) = ^ | m | ^ 1 ( 1 / m ! ) u m x m > 

où m! = m 1 ! m 2 ! ... m n ! ,cet opérateur est invers ib le son i n v e r s e : 

b _ 1 ( u ) = £ | m | £ l ( m ! ) u m x m 

est également diagonal . 

3°) So i t P ( X 1 , X 2 , . . . , X n ) e € [ X 1 , X 2 , . . . X n ] c 'est à d i re un polynôme en les 

indéterminées ( X 1 > X 2 , . . . X n ) , l 'opérateur 

θ = Ρ ( χ 1 δ / δ χ 1 , χ 2 δ / δ χ 2
 χ

η
δ / χ η ^ est diagonal avec 

6 0 ( m ) = P ( m 1 , m 2 m n ) . 

B) L t = { θ e L I Mat.(9,(e)) so i t t r i angu la i re i n f é r i e u r e } 
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ou bien une c lasse notée L' j un peu plus générale dont la m a t r i c e à une 

f o r m e t r i a n g u l a i r e mais avec débordement au dessus de la diagonale 

p r inc ipa le ,c 'es t à d i re que 

eCLi^ K i U x m = L l m h - ( L , , Θ. ( m - k ) u m . ) x m 

1^15:1 m Inn|> 1 k 0<k<m k m ~ k 

où k 0 G Z n . O n appelle p a r t i e d iagonale de Get on note diag.(0) 

l 'opérateur 

d i a g . ( 0 ) (I | m | ^ 1 u m x m ) = I| m |^ie 0 (m)u m x m 

E x e m p l e s . 

D . T o u t champ de v e c t e u r s l inéai re sous f o r m e de J o r d a n , 

pour tout i = 1,2,...,n ; λ -e C , a i e C . 

2 e ) L 'opérateur de mul t ip l i cat ion par une sér ie f o r m e l l e a(x) , 

0(u) = a(x) .u(x) , 

C) L 2 = { 0 6 L I 0(H p ) c H p pour tout ρ GOM } ,c 'est à d i re que : 

( A , ) 0 

0 ( A 2 ) 0 

Mat .(0 ,(e)) = . 

. ( A p ) . . . 

où pour tout ρ , ( A p ) est la m a t r i c e de la r e s t r i c t i o n θ ρ de Γ opérateur θ au 

sous espace v e c t o r i e l H .Cette m a t r i c e est b l o c s - d i a g o n a l e . 
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E x e m p l e . 

θ = Ι | « | 8 Β | 6 | β ς 8 β Λ Χ α ( δ , Β / δ Χ ί 1 ) O Ù a e ^ 6 C . 

D) L 3 = { θ G L I Mat.(9,(e)) so i t blocs t r i angu la i re i n f é r i e u r e }. 

E x e m p l e . 

où a a & ( x ) e C[[x]] . 

Les bons opérateurs et la domination. 

Soient , φ et ψ deux opéra teurs de la c lasse L 1 nous d i rons que φ domine ψ 

ce que nous é c r i r o n s φ > ψ, si pour tout m et k,0 < k < m on a : 

lv|> k(m-k)l < d k l ip 0 (m-k) l 

où la suite {d k } est une suite de nombres pos i t i f s v é r i f i a n t , 

Hkfeo d k Ρ < + ° ° 

pour un nombre ρ > 0. Ceci s ign i f ie que ψ est dominé par la composi t ion de 

deux opéra teurs qui sont diag.(φ) et mul t ip l i ca t ion par la sé r ie 
k k k 

convergente ^ l | k | > 0 d k ( x 1 ) 1 ( x 2 ) 2 ( x n ) n .Nous d i rons que φ domine 

s t r i c t e m e n t ψ si nous avons de plus : 

Un bon o p é r a t e u r est par déf in i t ion un opérateur qui se domine. 

Soient φ et ψ deux opéra teurs de la c lasse L 2 c 'est à d i re la c lasse des 

opéra teurs dont la m a t r i c e est b loc -d iagona le , 

Mat(cp,(e)) - diag.( A ( 1 ) , A ( 2 ) , . . . . A ( p ) , ) 

Mat .G j Je ) ) - d iag. (B(1) ,B(2) , B(p), ). 
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Nous d i rons que φ domine ψ à p a r t i r du rang q ,si pour tout ρ > q et tout 

ν e H . ν = e ( χ ) ν Λ nous avons : 
P , P P 

IB(p)v p l < C lA(p)v p l où CeIR + . 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer un ce r ta in nombre de 

r é s u l t a t s concernant les opéra teurs l_ k - ana l y t i ques . 

Le cas d'une var iable , 
Dans ce cas la c lasse d 'opérateurs la plus impor tante est la c lasse L 1 

So i t D un opéra teur L j - a n a l y t i q u e de la f o r m e 

D(u) = F ( x , u , 0 l u , 0 2 u , . . . , 0 N u ^ 1 u ^ 2 u , . . . . ^ M u ) 

où,pour tout j = 1,2,. . . . ,N, e L t e t pour tout j = 1,2,....,M , e L 1 . 

Supposons que , 

F ( X , X Q , X ^ , , . , . J X J S J ί Y \ ^ 2 } ~ Fp(x ,X ) + R p + ^ ( x , X , Y J 

où: 

et R est une sé r ie convergente de va luat ion s t r i c t e m e n t supér ieure à p par 

r a p p o r t à l 'ensemble des var iab les , χ , X = ( X 0 , X 1 , . . . . > X N ) e t Y = ( Y 1 , Y 2 » . . . , Y M ) • 

Int roduisons les (N+2) polynômes : 

C p (D ) (T ) =: F p ( 1 f T , T T ) 

C p
j ( D ) ( T ) - ( δ Ρ ρ / δ Χ . ) ( 1 , Τ , Τ , . . . , Τ ) , pour j = 0 , 1 Ν . 

Faisons les hypothèses su ivantes : 

il ex is te j n G { 0 , 1 N } tel que Θ. so i t un bon o p é r a t e u r dominant 

s t r i c t e m e n t 0 k pour t o u t k ^ j 0 (k = 0,1, . . . , N) e t dominan t tous les 

o p é r a t e u r s cpk (k = 0 , 1 , M). A l o r s nous avons : 
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Théorème 1. Si les deux polynômes C p ( T ) et C p i e (D)(T)  

n'ont pas de racine commune . l 'opérateur D est à  

s ingular i té régu l iè re . 

A p p l i c a t i o n s . 

1 ) Considérons Du = F(x,u,Gu,. . . . ,0 N u) avec F(0 ,0 , . . . ,0 ) = Ο où θ = xd/dx 

nous avons , 

Θ Ν > 6 q pour tout q < Ν ( q = 0 , 1 Ν - 1 ) 

Donc si C (DXT ) et C p
N ( D ) ( T ) n'ont pas de rac ine commune cet opérateur 

d i f fé ren t ie l est à s ingu lar i té r é g u l i è r e . 

2 2 2 
E x e m p l e . Du = χ du/dx - y + χ si on pose θ = xd/dx , 

2 2 

Du = x0u - y + χ , l 'opérateur θ est un bon opérateur qui domine l ' identi té, 

de plus C 2 ( D ) ( T ) = Τ - Τ 2 + 1 et C ^ C D X T ) = 1 n'ont pas de rac ine 

commune, l 'opérateur D est donc à s ingu lar i té r é g u l i è r e . 

2) Supposons que θ so i t maintenant l 'opérateur de B o r e l , 

e ( L n ? 1 a n x n ) = L n ^ ( 1 / n ! ) a n x n 

dans ce cas l 'opérateur ident i té domine θ ρ pour tout ρ = 1,2, ... ,N ; si 

C ( D X T ) et C °(D)(T) n'ont pas de rac ine commune l 'opérateur D est à 

s ingu la r i té r é g u l i è r e . 

Exemple . Du = xGu - y 2 + χ 2 , C 2 ( D X T ) = Τ - Τ 2 + 1 et C 2 ° ( D X T ) = - 2 T f 

ces deux polynômes n'ayant pas de rac ine commune, l 'opérateur D est à 

s ingu la r i té r é g u l i è r e . 

3) Le t h é o r è m e de M a i l l e t . T o u t équation d i f fé ren t ie l a lgébr ique 

(1) F (x , y , y ' , . . . , y ( n ) ) = 0, 

7 



peut après mul t ip l i ca t ion par une puissance convenable de χ ê t r e é c r i t e 

sous la f o r m e , 

G(x ,y ,0y , , 0 n y ) = Ο où θ = xd/dx . 

Int roduisons l 'opérateur Gevrey d 'ordre oc , g c 'est à d i re l 'opérateur 

Posons ζ = g a ( y ) donc y = ( g a ) 1 ( z ) dans l 'équation ci dessus ,nous 

obtenons ainsi l 'équation 

(2) H ( x , ( g a ) " 1 ( z ) , . . . . e n ( ( g e ) " 1 ( z ) ) ) - Ο , 

Si l 'équation (1) admet une solut ion f o r m e l l e y a lo rs (2) admet une 

solut ion f o r m e l l e ζ . Par des calculs exp l ic i tes on peut v o i r que par un bon 

choix de α le théorème énoncé c i - d e s s u s s'applique ,c 'est à d i re que par un 

bon choix de oc la sér ie fo rme l le ζ solut ion de (2) est convergente ,nous 

obtenons ainsi le théorème suivant de Mai l let : 

T o u t e s o l u t i o n f o r m e l l e d'une équat ion d i f f é r e n t i e l l e a l g é b r i q u e 

e s t dans une c e r t a i n e c l a s s e de G e v r e y . La va leur exacte de α pour 

laquelle on à ce r é s u l t a t n'est pas encore à not re connaissance connue. 

4) Le t h é o r è m e de B r i o t - B o u q u e t , 

Considérons une équation d i f fé rent ie l le de la f o r m e : 

(1) xy ' = ax + by + R 2 ( x , y ) 

où plus généraalement une équation d i f fé ren t ie l l e de la f o r m e : 

( Γ ) 0y = ax + by + R 2 ( x , y , 0 y ) 
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où, θ = xd/dx et R 2 ( x , y , Y ) est une sér ie convergente cent rée à l 'or ig ine de 

C 3 de va luat ion supér ieure ou égale à 2.Du théorème nous déduisons 

immédiatement les r é s u l t a t s suivant : 

T o u t e s o l u t i o n f o r m e l l e de ( Γ ) e s t c o n v e r g e n t e . 

Si b É I N * = ( I N - { 0 } ) Téquat ion ( Γ ) admet une s o l u t i o n f o r m e l l e 

donc une s o l u t i o n h o l o m o r p h e à l ' o r i g ine de C. 

Si beIN* et si l 'équat ion ( Γ ) admet une s o l u t i o n s é r i e f o r m e l l e , 

t o u t e s les s o l u t i o n de ( Γ ) sont h o l o m o r p h e s à l ' o r i g i n e de C. 

Ici il r es te encore un problème in té ressant c 'est celui de l'étude locale 

des aut res solut ions de l 'équation de B r i o t - B o u q u e t . 

5) Le t h é o r è m e de C a u c h y . 

Considérons une équation d i f fé rent ie l le de la f o r m e : 

(1) y' = F (x , y ) = a 0 0 + a 1 0 x + a 0 , y + R 2 ( x , y ) 
2 

où F (x , y ) est une fonct ion holomorphe à l 'or ig ine de C ,que l'on peut donc 

é c r i r e comme étant une sér ie convergente au vois inage de l 'or ig ine de C . 

Le théorème de Cauchy nous dit que cette équation d i f fé ren t ie l l e admet 

une solut ion holomorphe unique à l 'or ig ine et prenant la va leur zé ro en ce 

point . Nous allons donner deux démonst rat ions de ce théorème. 

a) Mult ip l ions les deux membres de l 'équation (1) par χ , il v ient 
2 

xy ' = a 0 0 x + a 1 0 x + a 0 j X y + x R 2 ( x , y ) 

le théorème de B r i o t - Bouquet nous donne a lors le r é s u l t a t . 

b) Ut i l i sons une idée de L.Gârding pour d é m o n t r e r le théorème de 

C a u c h y - K o w a l e v s k a . L 'opérateur y — y ' n'est pas bon comme opérateur 

agissant sur des sé r ies convergentes car il a tendance à r e s t r e i n d r e le 

rayon de convergence a lors que l 'opérateur J Q
X n'a pas cet inconvénient. 
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Posons donc y" = ζ donc y = } Q
x z que nous noterons y = \ ζ . Not re 

équation va s ' é c r i r e , 

ζ = a 0 0 + a ^ 0 x + a 0 ,J z + R 2 ( x j z ) ; 

comme l 'opérateur ident i té domine s t r i c t e m e n t l 'opérateur J , 

le théorème 1 nous donne immédiatement le théorème de Cauchy . 

Le cas d'une var iable avec paramètres . 

A la place de cons idére r l'anneau C[[x]],nous pouvons cons idé re r l'un ou 

l 'autre des anneaux C[[y]] [ [x]] ou C{y} [ [x] ] , y = ( y 1 , y 2 , . . . , y n ) . E n ut i l i sant 

exactement la même méthode,nous obtenons deux types de r é s u l t a t s , 

a) un théorème ( Γ ) tout à fa i t analogue au théorème (1) et dont l'énonce 

est s i m i l a i r e ; 

b) un théorème du type A r t i n que nous n'énoncerons pas. 

Les appl icat ions qui suivent vont m o n t r e r assez c l a i r e m e n t ce que nous 

voulons d i r e . 

A p p l i c a t i o n s . 

1) Cons idérons une équation d i f fé rent ie l l e à p a r a m è t r e s de la f o r m e , 

xy ' = F ( x , X , y ) , λ = ( λ 1 , λ 2 , . . . , λ ς ) , 

avec F(0,0,0) = 0. 

Si c e t t e équat ion admet une s o l u t i o n f o r m e l l e de la f o r m e , 

L n > 1 a n ( X ) x n où a 0 (0 ) = 0 et a n ( X ) e € { λ } pour t o u t n, c e t t e s é r i e 

c o n v e r g e . 

Si a n ( X ) e C[ [X ] ] , i l e x i s t e une s o l u t i o n f o r m e l l e de la 

f o r m e 

L n > 1 b n ( X ) x n où b n ( X ) e C { \ } qui donc c o n v e r g e . 

Ce r é s u l t a t j u s t i f i e l 'appellation de théorème du type d ' A r t i n . 
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2) Cons idérons un opérateur d i f fé ren t ie l l e de la f o r m e : 

0 ny + Ρ ^ , χ , δ / δ Ο θ " " ^ + . . . + P n ( t , x ,6/6t )y = F (x , y ) 

où; θ = xd/dx ,t = (tvt2>- • • i t q ) , Pi est pour tout i = 1,2,. . . ,n , un 

opéra teur d i f fé ren t ie l l e analyt ique à l 'or ig ine de C x C q . 

Si : 

a) ord .CPp < i ,pour t o u t i; 

b) o r d . C P / t . O . ô / e t ) = Ο . 

T o u t s o l u t i o n f o r m e l l e es t c o n v e r g e n t e . 

Cet te équation a été étudiée dans le cas l inéa i re par un ce r ta ins nombres 

de mathémat ic iens : Baouendi - Goul laouic, T a h a r a , P a r e n t i , . . . 

Cet te équation est une généra l isat ion de l 'équation c lassique 

d'Euler - P o i s s o n - Darboux : 
2 2 

δ u/6t + (k/t)6u/6t - A u = Ο ,où Δ désigne le Laplacien en 

les va r iab les espace x 1 , x 2 , . . , , x n . Cet te équation s ' é c r i t : 

0 2 u + ( k - l ) G u - t 2 A u = 0; 

le p a r a m é t r e est ici χ = ( x 1 , x 2 , . . . , x n ) . 

Idée de la démons t ra t i on . Remplacer l 'équation par une équation ma jo rante 

à laquelle il se ra possible d'appliquer le théorème 1. Pour ce fa i re on 

ut i l i se une généra l isat ion à p lus ieurs va r iab les des inégal i tés su ivantes : 

si v ( x ) est analyt ique dans Ixl < R et v é r i f i e ; 

lv(x)l < C / ( R - l x l ) a pour I x k R et a € R + 

alors , 

l(dv/dx)(x)l < C e ( 1 + a ) / ( R - l x l ) a + 1 , Log.e = 1 . 

Ces inégal i tées étendues au cas de p lus ieurs va r iab les pe rmet ten t de 

m a j o r e r les opéra teurs P.(x,t»6/6x) par des opéra teurs de mu l t ip l i ca t ion . 

On peut étendre a isément le r é s u l t a t c i - d e s s u s au cas où la par t ie non 

l inéai re de l 'opérateur cont ient θ , . . . , θ π . 
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Le cas de plusieurs var iab les . 

Dans cet te par t ie χ =( x l f x 1 f . . . , x n ) , cons idérons un opéra teur : 

Du = Σ ^ 1 α ^ } \ α Λ ^ ( θ ^ . . . ( 9 N u ) a N + R j C x . u . e ^ ^ U Î e ^ u , . . . . . ^ ) 

nous supposons que l 'opérateur D a une par t ie l inéa i re ,en fa i t si un tel 

opéra teur n'a pas de par t ie l inéai re il a r a r e m e n t des solut ions f o r m e l l e s . 

La par t ie l inéa i re de D peut s ' é c r i r e sous la f o r m e ; 

D 1 U = 21o^N a i e i u + b i u 

Supposons que tous les opéra teurs l inéa i res f i gu rant dans D appart iennent 

à la c lasse L 1 ( opéra teurs t r i a n g u l a i r e s ) a lo rs , 

T h é o r è m e 2. Si p a r m i les o p é r a t e u r s 0 o = i d . > 9 1 , . . . ,Θ Ν , i l y a un 

bon o p é r a t e u r d isons 0j te l que , 

~ 9j domine s t r i c t e m e n t 0 k pour t o u t k * j et k = 1,2 N; 

- 0j domine les o p é r a t e u r s 0 ' k pour t o u t k = 1,2,. . . ,M. 

Si a ^ O , l ' o p é r a t e u r D e s t s i n g u l i e r r é g u l i e r . 

A p p l i c a t i o n s . 

So i t τ = Σ , ^ ^ λ ^ δ / δ χ . ) un champ de v e c t e u r s s e m i - s i m p l e sous f o r m e 

de J o r d a n qui s a t i s f a i t à la condit ion de Po inca ré : 

clml pour tout m e [N n . 

1) Cons idérons un opérateur analyt ique , 

Du = L 0 ^ N a i ( x l u ) i N Vi , 

la par t ie l inéa i re est : 

Si a 0 ( 0 , 0 ) xO l ' o p é r a t e u r D e s t s i n g u l i e r r é g u l i e r . 

Le même r é s u l t a t est v r a i pour un opérateur non l inéa i re de la f o r m e : 

Du = L 0 : < i < N a i ( x , u ) i N u + R 2 ( X , U , T U , . . , , i N u ) . 
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2) Les o p é r a t e u r s d ' E u l e r - P o i s s o n - D a r b o u x généra l i sés . 

Du = T U + Ρ , α , χ , δ / δ ϋ τ u + . . . + P N ( t , x ,6/6t )u + ( te rmes d 'ordre 

supér ieu rs en t , x ,u ). 

Rappelons que x = ( x 1 f x 2 > . . . , x n ) et t = ( t r t 2 , . . ,t ) et que τ est un champ de 

v e c t e u r s du type de Po inca ré . A v e c les hypothèses que nous avons énoncées 

dans le cas d'une var iab le sur les opéra teurs P. nous avons : l ' o p é r a t e u r D 

e s t s i n g u l i e r r é g u l i e r . 

Supposons maintenant que les opéra teurs l inéa i res qui f i gu ren t dans notre 

opéra teur analyt ique non l inéai re appart iennent à la c lasse L". c 'est à d i re 

sont des opéra teurs de la f o r m e : 

O C L . ^ i U x m = , 0 . (m -kX j . ) x m 

|m|£l m |m|>Ί ^ k 0 < k < m k m-k 

dans ce cas nous avons également des théorèmes du type suivant : 

a) théorème de s ingu la r i té régu l i è re analogue au théorème 2; 

b) un théorème sur des opéra teurs non l inéa i res contenant des pa ramèt res 

analogue à un r é s u l t a t énoncé plus haut; 

c) un théorème du type A r t i n . E n ce qui concerne ce type de r é s u l t a t s nous 

donnons seulement une r é f é r e n c e : 

G.Bengel and R . G é r a r d .Formai and convergent solut ions of s ingular 

par t ia l d i f fe ren t ia l equations . 

Manuscr ipta M a t h e m a t i c a l , 3 4 3 - 3 7 3 , ( 1 982) . 

Nous al lons nous contenter d 'expl iquer ces r é s u l t a t s par leurs 

appl icat ions. 

1) L i n é a r i s a t i o n d'un champ de v e c t e u r s s i n g u l i e r . 

Soi t τ = L 1 < i < n a i ( x ) ( 6 / 6 x i ) un champ de v e c t e u r s s ingu l ie r en OeC n , c ' es t à 

d i re que a^O) = 0 pour tout i = 1,2,. . .,n .Si la m a t r i c e jacobienne de ι a 

des va leu rs p r o p r e s qui sa t i s font à la condit ion de Po incaré a lo rs le champ 

de v e c t e u r s τ est l inéar isable par une t r a n s f o r m a t i o n analyt ique. 
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2) Le t h é o r è m e de S . K a p l a n . 

Soît ι = L 1 < i < n a i ( x ) ( 6 / 6 x i ) un champ de v e c t e u r s s ingu l ie r à l 'or ig ine de C n . 

Notons S le sous ensemble analyt ique de C n donné par les équat ions, 

a.(x) - 0 , i = 1,2,. . . ,n . 

Faisons les hypothèses suivantes : 

A ) S déf in i t à l 'or ig ine de C n un germe de sous v a r i é t é de dimension s . 

Posons d = n - s ,par un changement analyt ique de coordonnées ,on peut 

supposer que la m a t r i c e jacobienne de τ qui est de rang d à la f o r m e 

su ivante : 

λ 1 oc1 . . . 0 . . . 0 

0 λ 2 oc2 . . 

0 . . . . . 

. a < M . . . 

0 . . ο x d 0. . . . 0 

0 . . 0 0 0 . . 0 

0 0 0 

B) Les v a l e u r s p r o p r e s λ 1 , λ 2 > · . . X d . vé r i f i en t la condit ion de 

Po incaré ,nous obtenons a lors le théorème suivant qui a été démontré 

en p r e m i e r l ieu par S . Kaplan : 

Si l 'équat ion T U = F ( x ,u ) où F ( 0 , 0 ) = 0 admet une 

s o l u t i o n f o r m e l l e a l o r s e l le admet une s o l u t i o n h o l o m o r p h e . 

Remarque . Ce n'est pas nécessa i rement la solut ion f o r m e l l e qui 

converge . 

Idée de la démons t ra t i on . Nous avons à appl iquer p lus ieurs fo is no t re 

théorème du type A r t i n . 

1 étape : t r o u v e r la f o r m e de J o r d a n f o r m e l l e du champ de v e c t e u r s i . 

2°) étape : f o r m e l l e m e n t on peut m e t t r e le champ de v e c t e u r s τ sous 
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f o r m e canonique de Jo rdan ,ma is vu not re théorème du type A r t i n 

ceci peut ê t re fa i t par une t r a n s f o r m a t i o n analyt ique . 

3° étape : App l iquer à l 'équation rédui te le théorème de convergence 

c i - d e s s u s . 

Un problème ouvert . Le t h é o r è m e de S .Kap lan e s t - i l e n c o r e 

v a l a b l e si on suppose s e u l e m e n t que les v a l e u r s p r o p r e s non 

nu l les du champ de v e c t e u r s τ , λ 1 , λ 2 , . . . X d v é r i f i e une 

c o n d i t i o n de S i e g e l : 

' ^ 1 < i < d \ m i ' * C ^ m 1 + m 2 + " • ' + m d ^ ? 

Supposons maintenant que les opéra teurs l inéa i res f i g u r a n t dans notre 

opéra teur analyt ique sont dans la classe L 3 (opérateurs blocs 

diagonaux) ,c 'est à d i re θ e L 3 si et seulement si θ (Η ρ (χ) ) c H (x) 

.Rappelons que H (x) est l 'espace v e c t o r i e l des polynômes homogènes de 

degré ρ . 

Toute sé r ie f o r m e l l e u eC[[x]] peut s ' é c r i r e sous la f o r m e , 

u = L p > 1 u p ( x ) où pour tout p, u p ( x ) G H p ( x ) , donc 

u ( x ) = e n ( x ) u n  ρ ρ ρ 

U 1 

u 2 

(e p ( x ) ) = - e n ( x ) ( u n 1  ρ pi 

U6(p) 

où e (x) est la base habituel le de H (x) et δ(ρ) la dimension sur € de Η Λ ( χ ) . ρ ρ ρ 

T o u t opérateur θ e L 3 opère donc de la manière suivante : 
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θ ( Ι ρ ^ υ ρ ( χ ) ) = I p ^ 1 e p ( x ) A ( p ) ( u p ) , 

où A (p ) est la m a t r i c e de la r e s t r i c t i o n de θ au sous - e s p a c e H (x) . 
1 2 

Rappelons que si deux opéra teurs θ et θ sont deux opéra teurs l inéa i res 

de la c lasse L 3 ,θ domine θ a p a r t i r du rang q ,si pour tout p >q 

et tout ν G H (χ) , ν = e p ( x ) v p ; 

I A 2 ( p ) v p l < C ^ 2 I A 1 ( p ) v p l 

où pour tout i = 1,2; et tout p, A ] (p ) est la m a t r i c e de Θ1 dans la base e (x) 

de H (x) . Cons idérons maintenant un opérateur L 3 - analyt ique : 

Du = F C x . u ^ u ^ u , . . . .6 N u) 

où , m < N ,et pour tout i = 1,2,. . . Ν , Θ. e L 3 , ,oc. * 0 . 

Si nous notons Θ l 'opérateur L 1 < i < m o c i 0 i , l 'équation Du = Ο peut 

s ' é c r i r e , 

(* ) ©u = L 1 ^ n b i x i + R 2 ( x , u , 6 1 u , . . . , e N u ) . 

Nous avons, 

Théorème 3 . Si l ' o p é r a t e u r Θ domine à p a r t i r d'un rang q les 

o p é r a t e u r s θ 0 = i d . , θ 1 Θ Ν ; a l o r s l ' o p é r a t e u r D e s t 

s i n g u l i e r r é g u l i e r . 

Une idée de la démonst ra t ion lorsque q = 1. 

0 ( L p ^ e p ( x ) u p ) = Ip^epMACpXip , 

comme l 'opérateur ©domine l ' ident i té, toutes les m a t r i c e s A ( p ) sont 

invers ib les . Introduisons dans l 'équation (*) une sé r ie f o r m e l l e , 
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u = L p > 1 e p ( x ) u p , par ident i f i cat ion nous obtenons : 

A ( 1 ) u 1 - b = t ( b 1 , b 2 , . . . ,bn) , 

et pour ρ > 1 , 

A ( p ) u p - f p ( u r u 2 , . . . u p - 1 ; A ( 1 ) u 1 , A ( 2 ) u 2 , . . . , A ( p - 1 ) u p - 1 ; . . . ; A N ( 1 ) u r  

. . . . . A N
( P - 1 ) u

P - i ; ( R 2 ) ) ; 

où ,pour tout q, A j (q ) est la m a t r i c e de la r e s t r i c t i o n de à H (x) dans 

la base e (x ) ; ( R 2 ) désigne la suite des coef f i c ients de la sér ie R 2 

seulement un nombre f ini d'entre eux f i gu ren t dans f p .De plus f est un 

polynôme en ses a rguments . 

Comme Θ domine les opéra teurs θ 0 = id . , θ 1 ? . . . ,Θ Ν ; nous avons, pour tout 

i = 1,2,. . . ,N ; et tout ν = e p ( x ) v p <e H (Χ) , 

ΙΑ/pVpl < c IA(p)v p l , c e !R + . 

L ' invers ib i l i té des m a t r i c e s A (p ) entra ine l 'ex istence d'une solut ion 

f o r m e l l e , cet te solut ion est de plus unique lorsque q = 1. 

So i t I R 2 l ( x , X 0 , X r . . . , X N ) une sér ie convergente ma jo ran te de la sér ie 

R 2 ( x , X 0 , X 1 , . . . , X N ) .Considérons l 'équation analyt ique : 

(**) ay - I ^ ^ ^ X i + IR 2 l ( x ,cy ,cy , . . . ,cy) 

où, a et μ 1 , μ 2 , . . . , μ Ν sont des constantes pos i t ives que nous seront 

amené à cho is i r conenablement.Le théorème des fonct ions imp l i c i tes nous 

dit que l 'équation (**) admet une solut ion holomorphe unique de la f o r m e 

y = L p > 1 e p ( x ) y p où les coef f i c ients y p sont tous pos i t i f s et donnés par 

r é c u r r e n c e par les f o r m u l l e s : 

tfy = y = t ( y 1 ^ 2 " · • >·ν > e t P ° u r ρ > 1 P a r > 

a % = y ^ y ^ c y ^ • · • . c y ^ c y , ^ , . . . , c y p _ r c y r c y 2 , . . . . c y ^ l R ^ ) 

où f p * est obtenu à p a r t i r de f en remplaçant les coe f f i c ien ts de R 2 par 

ceux de IR 2 I .Par un bon choix des coef f i c ients σ , μ Γ μ 2 , . . . , μ Ν nous allons 

v o i r que la sér ie y est une sér ie ma jo ran te de la sér ie f o r m e l l e u solut ion 

de l 'équation (*).Soit y t * un nombre pos i t i f v é r i f i a n t , 

Ιυ,Ι < c IA(1 )u, l < c y , * 
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où u 1 est donné par À ( 1 ) u 1 = b. 

So i t maintenant un nombre α, 0 < a < 1 ,posons μ = a y , * ,il est a lo rs 

fac i le de v o i r que : 

Γ ) tous les coe f f i c ien ts de la sér ie convergente y solut ion de (**) sont 

tous p o s i t i f s ; 

2 6 ) par r é c u r r e n c e , 

lu I < clA(p)u I < c y . Ce qui prouve la convergence de la 

sé r ie f o r m e l l e solut ion de l 'équation (*). 

A p p l i c a t i o n . Considérons l 'opérateur d i f f é r e n t i e l , 

Pu = Ι ^ ι ^ Λ / χ ^ ^ ' / δ Λ , 

cet opéra teur est L 3 - analyt ique,associons lui l ' opérateur , 

P 0 U = Ι | « μ , μ Β 1 β « ι , ( 0 ) χ " ( δ " / 6 χ ί ) 

K a s h i w a r a , M . ; K a w a i , T . et S j ô s t r a n d ont démontré que sous la condi t ion: 

( V ) Ι | α | = | | | = Λ / 0 ) χ ^ * Ο sur € n - {0} 

l 'opérateur Ρ est à s ingu lar i té r é g u l i è r e , Pour d é m o n t r e r ce r é s u l t a t i ls 

u t i l i sent des techniques de la théor ie des équation aux dér ivées 

par t ie l l es ( espace de Sobolev, . . . . ).La condit ion ( V ) s ign i f ie que les 

sphères cent rées à l 'or ig ine de C n sont non c a r a c t é r i s t i q u e s . P o u r 

d é m o n t r e r leur r é s u l t a t i ls démontrent en ut i l i sant la théor ie des 

espaces de Sobolev un lemme technique qui en fa i t dit que l 'opérateur P 0 

domine tous les opéra teurs χ κ(δ'^'/δχ^) pour tout α ,β , v é r i f i a n t 

led = 1(31 < m. Le r é s u l t a t de K a s h i w a r a - Kawai - S j ô s t r a n d est a lo rs un 

c o r o l l a i r e du théorème énoncé c i - d e s s u s . 
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La condit ion ( V ) n'est pas invar iante par changement de coordonnées.Par 

cont re les condit ions de domination sont invar iantes par changement de 

coordonnées et de plus invar iantes par pet i tes pe r tu rba t ions .Cette 

condit ion de dominat ion n'est pas équivalente à la condit ion (V) elle est 

en un c e r t a i n sens plus fa ib le. I l est d'autre pa r t fac i le de démont re r 

d i rec tement le fa i t que l 'opérateur P Q domine tous les opéra teurs 

χ* (3^'/δχ^) pour tout oc,(3;vérifiant lod = 1(31 < m et ceci sans u t i l i se r la 

notion d'espace de Sobolev.Nous obtenons de plus un r é s u l t a t dans le cas 

non l inéai re : 

T o u t e s o l u t i o n f o r m e l l e d'une équat ion aux d é r i v é e s p a r t i e l l e s 

de la f o r m e : 

Pu = R 2 ( x . { χ Κ Λ / δ χ Ρ ) } | β | = | Μ < „ ) 

e s t c o n v e r g e n t e . 
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