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I. Introduction

Le programme constructif en physigue du solide consiste a appliquer les méthodes de
théorie constructive des champs et de groupe de renormalisation afin de controler rigoureuse-
ment (donc pas seulement au niveau perturbatif) le comportement & longue distance d'un
gaz de fermions de densité finie, en interaction et a température nulle.

L'outil du groupe de renormalisation tel qu'il avait été forgé par Wilson ne s applique
pas directement a ce type de problemes parce que la singularité du propagateur libre n'est pas
ponctuelle mais étalée sur une surface. la surface de Fermi. Par conséquent pour introduire
les séries d'échelles de longueur typiques du groupe de renormalisation il ne suffit pas de
faire une transformation de bloc-spin nalve. mais il faut rééllement définir des “tranches de
moments” autour de la surface de Fermi: pour la méme raison la structure des contretermes
est plus complexe; il ne suffit pas en particulier de renormaliser a 'aide de contre-termes
locaux. C’est pourquoi les outils nécessaires au moins au niveau perturbatif ont été mis au
point seulement dans la deuxieme moitié des années 80 [FT1-2][BG].

Le groupe de renormalisation qui permet d'élucider complétement la renormalisation
perturbative a été aussi transformé en un outil non-perturbatif permettant la construction
rigoureuse de modéles juste renormalisables ([R] et références). Il est donc naturel de se poser
la question du controéle complet. non-perturbatif des modeles de la physique du solide. Nous
allons décrire plus particulierement le progranume constructif qui vise a établir les propriétés a
longue distance d'un gaz d'électrons en dimension 2 ou 3. dans le cas simple dune interaction
faible. attractive. a courte portée. Uune telle interaction modélise dans la théorie BCS le
couplage des électrons par 'intermdédiaire de phonons du réseau cristallin. L état fondamental
d’un tel systeme est supraconducteur: il présente une brisure spontanée non-perturbative de
la symétrie continue correspondant a la conservation du nombre d’électrons.

Nous ne discuterons pas ici le cas de la physique du solide en dimension 1 d’espace,
donc 2 d’espace-temps, pour lequel la phase supraconductrice n'existe pas puisqu'il n'y a pas
de brisure de symétrie continue en dimension 2 (Mermin-Wagner). Les méthodes rigoureuses
spécifiques a la dimension 1 font appel au caractére exactement soluble des mcdeéles [M]. Le

programme constructif correspondant est développé par I'équipe italienne de G. Gallavotti et

al. [BG].
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Notons enfin que les méthodes mathématiques développées pour I'étude de la théorie
BCS devraient avoir un champ d'application tres large en matiere condensée (suprafluidité.
1 Pl &

localisation...).
II. Le formalisme et les conjectures

Les théories de fermions en dimension d d'espace peuvent étre décrites a température
finie par une théorie des champs & temps imaginaire (appelée théorie Euclidienne) mais qui ne
possede pas l'invariance euclidienne complete parce qu'en physique du solide on travaille dans
I'approximation nou-relativiste. La condition de température finie s'exprime par une taille
finie de la direction “temps imaginaire”. inverse de la température, avec une condition au
bord périodique. La limite de température nulle correspond a une limite thermodynamique

dans U'espace Euclidien RT!. Les fonctions de corrélation Euclidiennes sont définies par

" . [(ITZ ) vpioi Ui o )(-A(“’:') [Te. deg o dCi o
< H T

= - — = IL.1
i=1 (’A(L"LY) HL‘.U ([L‘]\‘.a({l.""k.g ( )

ou 'action est
Aov) = =AT(0, ) = dpu( A po) /dk&m - /(lk(iko — e(k))up ey (I1.2)

Explicitons ces formules. Les champs fermioniques sont des vecteurs a deux com-
posantes vy | et vy | reflétant les deux valeurs du spin de 'électron. ou b = (hy. k) € IR x R
Ces champs anticommutent. et la mesure [[, dvy odvg o est un produit sur toutes les com-
posantes d une mesure de Grassmann ordinaire (de “Lebesgue™ ). La fonction e(k) est I'énergie
d'un électron isol¢ de moment k. de masse m. translatée d'un terme de potentiel chimique
i qui controle la densité du systeme. Dans notre approximation non-relativiste et si l'on
néglige le potentiel périodique di au résean cristallin on obtient l'énergie cinétique ordinaire
(approximation du “jellium i1sotrope™)

)

(k)= — (I1.3)

2m

On observe que dans l'action A le coeftficient total 4+ ép( A, p) a été délibérément
séparé en deux parties. Le terme ép(N.j1) est en fait un contre terme qui renormalise le

potentiel chimique. C'est une série dans la constante de couplage A. qui est nécessaire pour
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que le développement perturbatif des fonctions de corrélation autour de Porigine A = 0 soit
bien défini.

La partie non-triviale (non-quadratique) de l'action est donnée par le terme
d'interaction Z. Le cas le plus simple est celul d'une interaction quartique locale ou a courte
portée. Remarquons que pour des ¢lectrons de spin 1/2 une interaction locale ne peut de
toute facon pas avoir un degré plus élevé que 4 a cause de la propriété d’anticommutation des
champs. Une interaction a courte portée suffisamment décroissante sera équivalente a une
interaction locale du point de vue des propriétés a longue distance. C'est physiquement le
cas de l'interaction entre électrons dite & un échange de phonons, qui est dominante dans la
théorie BCS. Seules les interactions a longue portée peuvent donner lieu a des comportements

rééllement différents. mais que nous n'aborderons pas ici. Nous considérons donc le cas
I = / (]l’] (].2'«_)(],1'3(1.1'.1 I(l P30y )U‘( Ty )I.“((l’g )l,;"(.l';; ) U‘“(.l‘4 ) (114)

ou le noyau [ est invariant par translation: I(xy.rq.23,204) = f(;z‘g — 21,3 — 1,4 — T1),
par rotations spatiales. et trés régulier & I'infini. On peut demander par exemple que I
appartienne a un espace de Sobolev de degré suffisamment élevé.

L'équation (II.1) est pour l'instant formelle et pour la rendre bien définie il nous
faut introduire un cutoff frarouge. Avant de faire cela il est d'usage commode en théorie
constructive de combiner a la mesure “de Lebesgue™ anticommutante la partie quadratique
(indépendante de A) de 'action de facon a obtenir une mesure de Grassmann Gaussienne,
dpc(Vr o ko). de propagateur formel

' 1 : ,
(roy) = e tk(r—y) )
C(r.y) /( iL*()—6'(k)( (I1.5)

Rappelons qu'une telle mesure de Grassmann Gaussienne peut étre définie par la
collection de ses moments: .
/ H s L.;;J. dpe = det [C’,:J. .h-] (I1.6)
J=1
On aura alors
I(H?::J Upio; [‘f/v' ol )(’ TAT(E =) f du v d/»‘C(u”k,aa "Z’k,tr)

n
< H C‘l),-_o'i l;(lbf":' >= ,' (II.?)

Y SORNE TSN B RN ) S , .
¢ J Crduc(vr e, Uke )

=1
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Pour partir d'une formule bien définie et non pas formelle. 1l nous faut introduire
des régularisations. Il est pratique d'mtroduire d'abord une régularisation ultraviolette. On
remplacera douce par exemple le propagateur en mntroduisant un cutoft ultraviolet sous la
forme dune fonction de coupure n € Cp*. qui vaut 1 pour |k < I et 0 pour |k > 24
ou I\ est une constante donnée. Ce point n'est essentiel ni du point de vue physique (en
effet 'approximation non-relativiste n'a pas de sens pour les grandes valeurs du moment),
ni du pomnt de vue mathématique (la théorie ayvant un bon comptage de puissances du coté
ultraviolet).

Le cutoff ~“infrarouge™ est un peu plus délicat a définir. Remarquouns que les pro-
priétés a longue distance sout gouverndées par la singularité du propagateur sur la “surface de
Fermi”™ ¢’est a dire pour kg = 0.¢(k) = 0. Cette singularité est intégrable car de codimension

2. Donc le noyvau du propagateur avec cutoft ultraviolet est bien défini en toute dimension:

' 7](1“) ]‘( . )
Jroy) = [ dk——rte—e" Yy L
Cylr.y) /( il\'()—(':(k)( (IL.8)

Pour analyvser le comportement de la théorie au \'oisi’nage de la singularité du propa-
gateur. on veut utiliser une analyse de type groupe de renormalisation. Il faut done découper
la singularité a laide d'une échelle de fonctions. On pose pour j € —IN (entier négatif),
(ko k) = n((k3 +e(k)?)A 727, ot M est un nombre. raison d une progression géométrique
arbitraire, par exemple M = 2.

La théorie avec cutoff infrarouge d'ordre 1/ consiste a remplacer le propagateur

(IL.8) par

o _ ) k1 — ’/i(l") ik(r—y)
= e . dk(r—y IL.¢
Costran = [ -

.. . . - . . 4 A 141
Enfin il est commode dintroduire un cutoff de volume. ¢est & dire une boite A ¢ R, par
exemple un cube de coté L. Le propagateur et I'interaction sont restreints a ce volume, en
remplacant €' ; par

C',’)\(l Y ) - \\(I)C',))(I. U)\\(l/) (IIlO)

ol \y est la fonction caractéristique de \. De méme l'interaction I est remplacée par une

interaction a volune fini:

I, = / doydrodvsde gLy o ey, ey jue(a, (g () (I1.11)
JA
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En outre on pose

Spa(A ) = dp( A /I)/ driv(ry)e(ry) (I1.12)
A

Il est vrai que cutoff infrarouge ot cutoft de volume font un peu double emploi. et il serait
possible dutiliser par exemple nniquenient le cutoff de voluine avee condition périodiques: les
moments sont alors quantifiés sur le réscan 2z L7 Z9F et il suffit d'étudier la liite lorsque
L — > en enlevant directement dans le propagateur les “modes singuliers™ c’est a dire les
valeurs de ce réseau (en nombre fini) telles que kg = 0. e(k) = 0. En fait il est plus commode
et naturel de travailler avec les deux cutoffs et de les enlever simultanément par exemple en
imposant L = A7, La limite & ¢tudier scera alors simplement j — —oc. et implique la limite
thermodynamique .\ — R

Il semblerait donc naturel de considérer les fonctions euclidiennes avece cutoff:

L[(H:’:l I_’l,,«‘o-'- l."q,- .g:_ )( —/\I\( l;l'.l).‘)—bll,\()\./l)(Z/LC.n?j“\( l«‘k.()" L'I\U)

n
< Hﬁ’p;m Vgiof 25=

% — (I1.13)
Pl e~ ATalvw)—épual ’“)(],UC',,,J;_\(U’L‘,U' Vk.o)
ot A = [-M~7. M7 La condition de renormalisation, c'est & dire le contre terme
Sua (A, i) est choisi comme une série entiere telle que. a tous ordres en A
S('I‘"/I/\)il\'():“.jk]:\'.3”1/1 = 0 (1114)

ot T, la self-énergie est reliée a la fonction a deux points G, par Go =S5~ (CT)" [FT1-
2]. (Remarquons l'analogie avec une condition de renormalisation de masse en théorie des
champs).

Pour définir le numérateur et le dénominateur de (I11.13) il suffit alors de développer

les exponentielles ¢ A a(¥ v =0t

en séries entieres et d'appliquer les regles d'intégration
(IL.G). On obtient ainsi une série formée de déterminants. Il est alors facile. par des regles de
comparaison explicites des lignes et colonnes de ces déterminants (voir par exemple [FMRT1],
de prouver que ce numérateur et ce dénominateur sont tous deux des fonctions entieres de A.
Le quotient (I1.13) est donc une fonction méromorphe de A dans le plan complexe, entierement
définie par son développement perturbatif, c’est a dire sa série de Taylor a l'origine.

En fait la limite de (I1.13) est instable, c'est a dire par exemple pas unique selon

les conditions au bord. parce que l'état stable associé a cette limite brise certaines symétries
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du systeme. Dans le cas le plus simple (théorie BCS ordinaire. que nous allons maintenant

considérer). la seule svmétrie bhrisée est la symétrie
[ 5 >
o= cVe e —= e (I1.15)

avec pour quantité conservée correspondante I'opérateur nombre de particules (dans le for-
malisme Hamiltonien associé). Pour étudier la limite thermodynamique d'un tel systeme dans
une phase a symétrie brisée. on sait quil est commode d'introduire un “champ magnétique

mfinitésimal” pour sélectionner un état pur particulier. Nous définissons done
R=r /(U,'(L‘k_| A S J AN Ny ) (HlG)

et la limite thermodynamique que nous allons étudier sera construite en ajoutant le terme R
a l'action et en faisant tendre r vers 0. Les fonctions associées sont alors

1"y na

511‘1‘..1’ =< I | Upio; | | li“r[,‘.a;, >

=1 =1

n g AT =R (A )+ R , S
.[(Hi:l Ui Uyt ) Aeicl=dp (Al + \(//,(’,”.j“\(,' ko Uk o)

C—/\I_\(L‘.L")—t“[l_\(/\.[l)-fl—\’ (:[11‘ )

dpc,, (ko Uk
ou n = (ny,n2). Notons en effet que le nombre de sources ¢ n'est plus nécessairement égal
au nombre de sources v* a cause du terme R,

Nous dirons que Uinteraction 7 est de tvpe "BCS ordinaire” si le développement du
novau I (transformée de Fourier de I) satisfait & cortaines conditions & moment de transfert
nul et au voisinage de la surface de Fermi. Plus précisément soit M(k) = (0. \,@777/_/71}'()) la
projection d'un moment & € RT" wir la siuface de Fermi. Le noyvau réduit I s =
est une fonction de deux moments sur la surface de Fermi: par invariance par rotation spatiale
de I, I'un de ces moments peut étre ramené a une direction donnée. C'est donc une fonc-
tion définie sur la surface de Fermi. et c’est cette fonction que 'on analyse en harmoniques

sphériques 7. Soit

j(f’.—f’.xl.wsl) :Z/\A»ﬁk(f,.sl) (I1.18)
L.

M7 0 < N < Kot w

le développement correspondant. On suppose A\g < 0. [Ag] >

suffisamment petit. Linteraction est alors dite du type BCS ordinaire.
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Conjecture En dimension d = 2.3. pour une interaction du type BCS ordinaire comme
définie ci-dessus lo limite des fonctions de corrélation S, = lim, ¢ lim;—_o Sy r;j eziste au
sens des distributions (en moments) ct le comportement asymptotique d longue distance de
leur transformées de Fourier (en cspace) peut étre détermané systématiquement. Certaines
fonctions décroissent cxponenticllement ¢t d autres non. Plus précisément:

(i) Il existe une fonction de \. appelée ~gap BCS™ et notée A, se comportant a4 petit

—const /A

A comme A(N) >~ const e . et telle que

PRy —p S=< W U —p| > —-‘%:\—“O(k' —p) (11.19)

(2_.)(1—%—1

(i2) Pour n impair. la transformée de Fourter des fonctions connezes d 2n points
5S¢ décroit exponentiellement avee un taur auw mowns (1 — €)\ (pour tout € > 0 fizé)
(112) Pour n pair la transforméec de Fourier des fonctions connezes d 2n points S|,

décroit seulement polynomialement dans certains canauz. et non pas exponentiellement. En

particulier il existe des constantes ¢1 et ¢y telles que

lil%(clqg +c-3q2) /dsdt(lp < C—‘s—q| z;:-_g] — U g Vs T 1;,_,, [‘1;_1_1 — U _gyp e >= —1 (I1.20)
q— .

Cette conjecture exprime le fait que le systeme se trouve dans une phase a symétrie
brisée (1). et que l'espace de Hilbert est la somme directe de sous-espaces pairs et impairs, la
restriction du Hamiltonien au sous-espace impair avant un “gap~ A entre I'état fondamental
et le reste du spectre (i1). Un tel “gap” n'existe pas dans le secteur pair, comme on s’y
attend d’apres le théoreme de Goldstone qui prédit existence d'une particule de masse nulle
associée a la brisure de la symétrie continue U(1) (I1.15). appelée boson de Goldstone (i),
(I1.20).

Les taux précis de décroissance des fonctions dans le secteur pair dépendent des
fonctions considérées et de la dimension: ce point est précisé dans la prochaine section.

Une démonstration complete de cette conjecture est en cours d’élaboration en di-
mension d = 2. Par contre en dimension d = 3 bien que la conjecture ne soit que la mise
en forme précise de la théorie BCS standard a laquelle adheérent tous les physiciens, il ex-
iste une difficulté mathématique majeure qui nous empéche jusqu’'a présent d’envisager une

démonstration complete.
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La théorie BCS standard est une théorie difficile puisqu’elle contient une brisure de
symétrie continue et des effets nou-perturbatifs (voir le comportement de A\ ci-dessus). Cela
explique que sa construction explicite soit une oeuvre de longue haleine. Notons cependant
qua partir des résultats déja obtenus en dimension deux [FMRT1] on peut obtenir aussi
des théoremes plus shiuples mais tout a fait non-triviaux. comme par exemple la premiére
construction d un hquide de Fermi en interaction. lorsque la surface de Fermi est “anisotrope”
et non-invariante par parité (par exemple en présence de champs magnétiques), de fagn a

empecher la formation de paires de Cooper [FINLT].

I1I. Les étapes techniques de la démonstration

Sans entrer trop dans les détails. essayvons d'indiquer brievement dans cette section

la stratégie pour établir la conjecture de la section précédente.

Létude de la théorie est divisée en trois régimes, chacun donnant lieu & une
théorie des perturbations différente et devant étre controlé constructivement (donc non-
perturbativement).

Le premier régime va de I'échelle du cutoff ultraviolet a une échelle un peu inférieure
au gap. Dans ce régime l'interaction reste toyjours faible. La physique est dominée par la
singularité du propagateur fermionique libre a la surface de Fermi. Il faut. pour 'analyse du
type groupe de renormalisation. couper le propagateur en “tranches de moments”™ autour de
la surface de Fermi. Le propagateur de la j-icme tranche est

](A)(”]-}-l(,‘) - ’]j(;l‘?))eik(r—y)

e (IIL.1)

. ]
Coay) = Cy (e y) = Cpypalay) = /(]lc

Nous allons considérer dans le premier régime seulement la somme des tranches jusqu’a une
certaine valeur J. ¢'est a dire le propagateur

J
Cyatry) =) Chay) (I11.2)

J=0

ott M7 est une échelle un peu inférieure 3 A. par exemple M7 ~ 100A. Comme A ~

congt ¢ 7O/ AT est en fait une fonction de A qui se comporte comme —const /A & petit .
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Par simple intégration par parties ce propagateur décroit a des échelles de longueur
de I'ordre de A7, Donc lorsque j va de 0 & J on explore bien la physique a des échelles
de longueur de plus en plus grandes. jusqu'a une échielle proche du gap. Le comptage de
puissance correspondant est juste renormalisable & toute dimension. car la codimension de la
singularité est toujours 2. Ceci est tout a fait différent de la théorie des champs habituelle.
Le flot du groupe de renormalisation vers la surface de Fermi a été analysé perturbativement
dans [FT2]. La renormalisation de la fonction & 4 points n’est nécessaire (et n’engendre donc
un flot non-trivial) que pour la partie & moment de transfert nul. Dans le noyau réduit
(I1.18) correspondant, c’est 'ensemble des constantes de couplage {A\;} qui possede un flot.
mais dans 'approximation au premier ordre de la fonction beta, ces flots découplent et sont
identiques pour chaque Ag. Dans cette appproximation. on a donc simplement pour les

constantes effectives A} les équations aux différences finies
J=1 i FYSVAY
A=A+ 87 (II1.3)

Les conditions de BCS ordinaire \g < 0. [A\o| > [Ax]n7'. 0 < A < k et & suffisamment petit.
correspondent physiquement a une interaction attractive et assurent que la constante effective
/\{)’ domine toujours les autres et diverge lorsque j — —ac.*

Pour confirmer cette analyse d'ue maniere constructive, il faut pouvoir prouver
que les contributions de grands ordres (qui powrraient, par exemple. modifier les flots prévus
par I'approximation (II1.3)) sont bien négligeables. Pour ce faire le résultat technique clé est
une borne inférieure uniforme en ) sur le rayon de convergence R; de la série perturbative

de la théorie limitée a la j-ieme tranche. donc avec propagateur C'7. Nous avons démontré

* On pourrait croire qu'en choisissaut Ay > 0. c’est a dire une interaction physique-
ment répulsive, on aurait liberté asvmptotique infrarouge et donc un comportement proche de
la théorie libre (liquide de Fermi). Il n'en est rien, car le systéme infini des constantes de cou-
plages Ar n’est découplé qu'au premier ordre. Le véritable systéme est donc génériquement
toujours instable (instabilités de Kohn-Luttinger). Il ne semble donc pas possible de constru-
ire des liquides de Fermi en interaction (a moins d’empécher directement le flot de la fonction

a moment de transfert nul par des conditions portant sur la forme de la surface de Fermi

[FKLT.
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une telle borne R; > const en dimension 2 [FNMRT1] mais pas en dimension 3. Ceci peut
surprendre puisque le comptage de puissances de la théorie. comme nous 'avons remarqué.
est indépendant de la dimension. Mais argmunent constructif me peut reposer ue sur une
élaboration du principe de Pauli. Les graplies aux grands ordres sont en effet trop nombreux
pour que la somme des valeurs absolues de leurs amplitudes converge: ¢’est le phénomene
habituel de la divergence des séries perturbatives en théorie des champs. Le rayon de con-
vergence est toutefois fini pour une théorie fermionique a cause des compeunsations de signe
entre les graphes: la série des perturbations s'éerit en terme des déterminants (I1.6). Si
I'on cherche a mettre en évidence explicitement ces compensations par des inégalités (Gram.
Hadamard) ou des compensations explicites de lignes et de colonnes qui se ressemblent dans
le déterminant. on aboutit toujours au meéme tvpe de résultat: 11 v a forte décroissance dans
le nombre de champs par volume unité de Uespace de phase et done tout se passe en pra-
tique comme sil n'y avait quun nombre fini de fermions (un...) pour chaque volume unité
de 'espace de phase. ce qui limite effectivement la taille des déterminants possibles et fait
converger la série perturbative. Ce “principe de Pauli” appliqué a notre probleme fait surgir
une difficulté inconnue en théorie des champs: le nombre de volumes unité d'espace de phase
pour une tranche d’épaisseur M/ autour de la surface de Fermi. dans un cube de coté A~/
est grand, de lordre de 1/ 7¢=17 ot dépend de la dimension. I n'est done pas étonnant que
contrairement a l'analyse perturbative. 'analyse constructive du groupe de renormalisation

autour de la surface de Fermi soit plus difficile en dimension plus élevée.

Pour exploiter le principe de Pauli. cette analyse constructive nécessite done un
second découpage: les tranches de monients (I1111) sont coupdes en N = A~ =1 cellules que
nous avons appelées secteurs. Ces secteurs fonetionnent un peu comune des “couleurs” dans
une théorie des champs. D autre part dans le bilan (“comptage de puissances” ) d'un vertex
avec des couleurs fixées, il faut compter le volume de son intégration dans une boite de taille
M™7 | et le poids de ses 4 demi-propagateurs done de deux propagateurs complets a secteurs
fixés. Ce bilan donne done M ~UH+IA24 = A=) = 1/N par vertex. Remarquons que
c’est 1a le facteur naturel que l'on introduit dans la constante de couplage d'une théorie des
champs a N couleurs. lorsque I'on veut étudier la imite V' grand. et faire un développement

en 1/N [FMRT2].
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En dimension deux. la loi de conservation du moment nous dit que gquatre moments
de méme longucur et de somme nulle forment un losange dont les cotés sont paralleles deux
a deux. Le vertex ne couple done que deux “couleurs™ a la fois. comme dans une théorie

N

. 2 .2 1
’ ii=1 ©;0;. Comme nous

des champs vectorielle standard dont 17 interaction est (c;'))‘ =5
I'avous remarqué. le poids du vertex est d'autre part le bon poids pour que la limite N — oo
soit finie. Ces remarques encourageantes sont a la base de notre borne uniforme R; > const
[FMRT1]. bien qu'il existe quelques picges techniques: en particulier le cas des losanges
presque dégénerés oblige A faire en fait une analyse avec A/ 79/% secteurs anisotropes (allongés

le long de la surface de Fermi) et non pas 177 secteurs isotropes.

En dimension 3 la loi de conservation des moments ne suffit pas a rendre le vertex
planaire. En moyenne c’est "2.5 couleurs™ qui peuvent étre couplées par un vertex général:
deux couleurs plus un angle arbitraire de torsion. qui compte comme une “demi” couleur.
puisqu une couleur est définie par une cellule sur la sphere done par deux angles d'Euler. La
structure du vertex n'est done pas factorisée comme dans une théorie des champs vectorielle.
Notre meilleure borne pour l'instant est [7; > MI7? (en utilisant des secteurs anisotropes).
Cette borne ne permet pas le controle du flot du groupe de renormalisation suffisamment
longtemps pour arriver au deuxicme régime indiqué ci-dessous (formation des paires de
Cooper), puisque le flot croit seulement logavithmiquement. (Pour ce faire il faudrait au
moins ; > const /j.) Apreés des années defforts sans sucees. on peut dire qu'il v a la une
difficulté de fond, mathématiquement bien posée et physiquement passionante. encore large-
ment méconnue a la fois des physiciens et des mathématiciens. Faute de mieux nous projetons

en particulier une analyse numérique de ce probleme. qui pourrait étre éclairante.

Une fois le premier régime contrdlé. le deuxiéme régime va de 'échelle un peu
inférieure au gap (par exemple M4 ~ 100A) & une échelle un peu supérieure (par exem-
ple A7 ~ A/100). Dans ces échelles de longueur. la théorie n'est plus faiblement couplée au
sens ordinaire puisque la valeur de Ay effective a dépassé. disons, 1/100. Comment est-il donc
possible de controler encore la théorie? On s’attend de toute fagn a une difiiculté de fond avec
la série perturbative ordinaire. puisque Le parametre A est non-perturbatif. Or le seul outil
constructif ¢ce jour pour traiter les phénomenes non-perturbatifs est le développement en 1/N

des théorie vectorielles a N grand (voir par exemple [IKMR]). Ce qui est enthousiasmant dans

118



la théorie BCS, c’est que précisément cet unique outil connu s'applique tout naturellement
a la situation [FART3]. En effer n'oublions pas que comme nous 'avons déja indiqué, le
novau effectif qui a divergé par le groupe de renormalisation est une interaction a moment
de transfert nul du type (IL1S) [FT2].* Uue telle interaction & moment de transfert nul, ne
couple bien sur que deux directions de moments a la fois. donc que deux couleurs dans le lan-
gage ci-dessus. Cette partie de la théorie est donc parfaitement adaptée a un développement
en 1/N, o N = A ~W=DJ ~ const e«©™t /X est toujours trés grand pour A initial petit. Le
parametre N dont il s’agit ici n'est douc pas un parametre ad hoc comme d’habitude, et on
pourrait dire qu’il est engendré dynamiquement, tout comme A.

Remarquons que cet argument n'est pas semblable au précédent. 1l s’applique a
toute dimension ¢t non pas seulement en dimension 2. et n'a rien a voir avec la conser-
vation des moments. Pour résumer, disons que pour toute dimension le flot du groupe de
renormalisation dans la théorie BCS fait émerger une interaction effective qui est du type
modele vectoriel a grand nombre de composantes. alors qu'a deux dimensions par suite des
lois de conservation des moments toute interaction est des le départ nécessairement de ce
tvpe [FMRT2-3].

Pour contrdler de maniere constructive le développement en 1/N qui commande ce
deuxiéme régime. on utilise comme d’habitude la méthode du champ intermédiaire qui en
physique du solide porte le doux nom de transformation de Hubbard-Stratonovic. cést a
dire que l'on remplace le vertex quartique {I1.18) a quatre fermions par deux vertex a deux
fermions et un boson. L'algebre correspondante n'est pas triviale: comme les fermions ont
deux composantes diies au spin. le champ bosonique a aussi deux composantes. L algebre
se simplific en groupant les deux composantes de spin dans le champ fermionique a deux

composantes de Nambu

U= (0. 0y) U= (0. 0a) vy =Cry: Uk =Vop| » UVka =Uk1; ko = Vg
(ITL.4)

Le vertex effectif correspondant au terme quartique le plus divergent (paires de Cooper)

* Le reste de interaction n'a pas évolué sous le groupe de renormalisation, et reste

done traitable comme dans le premier régime.
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s écrit alors simplement

."Ffj: Z /pJ(p)(Ip(/(1'§\D1+1)/20i\111—1)/2)(/(lfqls—p,f"lai\lls—é-p/il)

1=1.2

= /(I,l_,(;)(.f‘drw.u—,-(.r)wn (111.5)

ot 0. 1 = 1,2.3. désignent les matrices de Pauli: p; est un cutoff qui limite le moment de

transfert & des valeurs inférieures ou égales a M7 ~ 100A: du(4) est une mesure gaussienne
normalisée ultralocale avec cutoff p; (donc de propagateur pj(x — y})). et le champ 5 a deux

composantes est aussi un opérateur de composantes y; et 42 dans la base des matrices o!

2 2
2, .

et 0%: v = 10 + v20% Apreés intégration explicite du champ fermionique on obtient une

mesure bosonique qui s’écrit

dpg(vydet(l =Cy 7)) (I11.6)
ou la partie du propagateur fermionique (II.G) qui correspond a la théorie effective a partir
de ’échelle J s’écrit, dans le formalisme de Nambu

ns(k) (2 —y) -
- !y I11.
Cs / ity — c(k)o? (LD

Le potentiel effectif pour un champ 5 coustant se calcule facilement a partir de (IILG). Il a
la forme du “chapeau mexicain™ done 'extremum 5 = 0 est instable. Le minimum absolu.
stable, correspond a la “goutticre” |3] = A # 0. La valeur moyvenne de § va étre déterminée
en définitive par le petit terme de brisure R (I1.16). Supposons que ce terme favorise la
direction 7;. Nous aurons alors dans la limite thermodynamique correspondante. une mesure
de Gibbs notée <> pour laquelle < 7; >;= A # 0. < 72 >;= 0. Nous pouvons tenir compte
de la translation de 4; & sa valeur movenne par la modification du propagateur fermionique

(II1.G) en

. ' ns(k) .
Cia = N . k(r—y) I11.
b / ko — (K)o + Aol (1I1.8)

Ce propagateur est écranté, c’est a dire qu’il n’est plus singulier sur la surface de Fermi:
il est a décroissance rapide avec taux A~!. A partir de 'échelle A ce n’est donc plus la
singularité de Fermi qui peut gouverner le comportement a longue distance, et on pourrait

conclure naivement qu'une analyse multi-échelles n'est plus nécessaire. (Vest bien sur faux
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puisque le théoréeme de Goldstone nous dit que le spectre d'une théorie a syvinétrie continue
brisée contient une particule de masse nulle. Le développement en 1/N dont nous venons de
parler n’est autre que le développement du déterminant (I1I11.6):

dot(1 = Cy -~y = " ey 1€ 5 (I11.9)

et comme d’habitude (voir par exemple [IKMR]) seuls les termes avec k > 3 sont petits pour
N — oco. Le terme linéaire en 5 est absorbé si I'on veut dans la translation 4 — 7' + Ag!
de passage au vral minimum. mais le terme quadratique doit bel et bien étre combiné a la
mesure ultralocale dyi ; et s’ajuste a elle exactement de maniere a rendre le champ + de masse
nulle. L'identité exacte correspondante est bien str une identité de Ward die a la symétrie
de la théorie.

Les propriétés a longue distance du champ 5. pour des distances supérieures disons
a 100A~1, relevent done d'un probléme infrarouge qui pourrait a priori étre non-trivial. et
qui est en fait tres semblable au controle constructif de la phase a basse température et
svmétrie brisée du modele O(2) de mécanique statistique classique. ¢’est a dire d'un systéme
de “rotateurs plans” en dimension d + 1 > 3. Nous savons que cette phase a symétrie
brisée existe bien par des méthodes “soft™ (borne infrarouge. prouvée par des inégalités de
corrélation en échiquier [FSS]). mais ce n'est que récemment quune étude constructive de
cette phase a été commencée [B].

Il v a done la un troisieme régime. dans leguel ¢est le propagateur du chawmp 5 (de
masse nulle (donc incluant le ternme b = 2 dans (IIL9)) quil convient de découper pour faire
une analyse multi-échelle.

Les termes successifs du développement (I11.9) pour A > 3 forment un déterminant
dit detz. que 'on peut penser comme une somme d'auto-interactions quasi locales de tous
ordres pour le champ ~. Le caractere quast local est div au fait que le propagateur fermionique
Cj.a (IIL8) décroit a I'échelle A™". alors que nous considérons dans ce troisieme régime des
échelles beaucoup plus grandes. Rappelous que le comptage de puissances infrarouge d'une
théorie bosonique de masse nulle dépend de la dimension. devenant de plus en plus difficile

a basse dimension. Par exemple pour un champ bosonique o de masse nulle avec interaction

6* la dimension d + 1 = 4 est marginale. et en dimension d = 2. d+ 1 = 3 on a déja un
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probléme non-renormalisable avec des points fixes non-triviaux. En fait ici la situation est
bien meilleure que ce que le comptage de puissance nalf semblerait dire parce que les vertex
effectifs de cette théorie sont régularisés a petit moments grace a des identités de Ward qui
sont la trace de la symétrie U'(1) de la théorie. Sil'on tient compte de ces identités le comptage
de puissances devient superrenormalisable du ¢6té infrarouge jusqu'a la dimension critique
d=1.d+1=2 cequine doit pas nous surprendre puisque ¢’est a cette dimension que le
théoreme de Mermin-Wagner nous dit que la phase a symétrie brisée n’existe plus.

Le controle du régime 3 repose donce sur les identités de Ward de la théorie. La
version la plus simple de ces identités. correspondant au vide instable v = 0 est donnée dans
[FMRT4]. Pour la théorie translatée correspondant au véritable vide il faut une version un
peu modifiée de ces identités. en cours d'élaboration.

Le boson de Goldstone correspond naivement a la partie tangentielle du champ ~
perpendiculaire a I'aimantation. donc pour la phase <>; ¢’est le champ ;. C'est ce champ qui
a pour propagateur effectif & longue distance la transformée de Fourier [ (l(d“)»””p—g")ei”(r -9,

ot py est le cutoff ultraviolet*. On doit donc finalement démontrer que

~ const
d—1

(I11.10)

R

On pourrait croire que la fonetion a deux points dans la direction d’aimantation,
< 71(2)91(y) >1 reste massive. donc a déeroissance rapide a cause de la courbure radiale
non nulle au fond du “chapeau mexicain™. Il n'en est rien car les vertex effectifs de type
7173 ne sont pas. eux. protégés par des identités de Ward. La décroissance de la fonction
a deux points dans la direction radiale est done limitée par des termes a deux propagateurs

mtermeédiaires tangentiels. Done on doit avoir. dans des unités convenables

~ st
cons (IH.ll)

jr—yl—oc Il — yl’l(d—l)
La démonstration des comportements (II1.10-11) est donc l'objectif de notre pro-

gramme. La présentation tres bhréve ci-dessus ne doit pas toutefois occulter 'existence de

* On a dans ce qui suit choisi pour simplifier des unités convenables afin de faire

disparaitre I'anisotropie et les coefficients ¢; et ¢y dans (I1.20).
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difficultés techniques assez importantes pour le contréle de ce troisieme régime. En partic-
ulier comme le terme de brisure R (11.16) tend vers 0, dans 'analyse multi-échelles il n'est
pas possible de se repérer des le départ par rapport a la direction finale d’aimantation. Il
faut. pour les fluctuations successives du champ 5 que le groupe de renormalisation définit.
mrtroduire un repere local, qui coorespond a une “aimantation moyenne locale”™. Celle-ci ne
coincide avec la direction finale d’aimantation ¢! qu'ala fin de I'analyse (ou. si l'on veut, pour
les dernieres tranches de fluctuation). D autre part le modele en chapeau mexicain n’est pas
exactement semblable au modele ~sigma non-linéaire™ des rotateurs, et le cas ou le module
v = /71 + 53 du champ n'est pas tres proche du fond de la gouttiére . bien que donnant
de petites contributions. doit étre traité. Le dévelopement de cluster multi-échelles est donc
compliqué par des conditions dites de ~petits champs/grands champs™ [R] et par 'utilisation
d'un repere local. De telles complications techniques. lides au caractere non-trivial du vide
ou a l'existence de symétries. sont semblent-il inévitables et ont leurs analogues dans d’autres
contextes come par exemple la brisure (plus simple) de la symétrie discrete Zo dans le

modele of [GJ] ou la théorie de Gross-Neveu & deux dimensions [IKMR], ou bien 1'étude de

la limite ultraviolette des théories de jauge non-Abéliennes a quatre dimensions [MRS].

IV. Conclusion

Pour nous réswner. dans chacun des trois régimes considérés ci-dessus il existe un
dévelopement controlable a aide dun petit parametre autour d'un modele exact. Dans
le premier régime le petit parametre est A et le développement est fait autour du gas de
Fermi. Dans le second régime le parametre Ay effectif a cessé d'étre petit. mais pour la
partie dangereuse correspondante un nouveau parametre petit est apparu, a savoir 1/N ~
const e 3 . Ce parametre controle le développement autour d’'un nouveau modele exact,
qui correspond a une resommation explicite des graphes de “ladder™ les plus divergents, donc
a certaines “chaines de bulles™ de la théorie initiale. (Ce modele est exact parce que ces
chalnes forment des séries géométriques explicitement calculables, ou, si l'on préfere, parce

que le résultat est quadratique dans le champ mtermédiaire.) Enfin dans le troisieme régime

le netit parametre 1/N n'est plus mdispensable. et ¢est le caractere superrenormalisable de
i 1 / 1
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la théorie dit aux identités de Ward qui fournit des auto-couplages de plus en plus petits
a longue distance pour le boson de Golstone. On peut dire que le développement se fait
alors autour de la méme théorie que dans le réginie 2. mais considérée comme une théoric
bosonique libre de masse nulle. Si l'on préfere. on peut aussi considérer les régimes 2 et 3
comme un seul régime. et dire que les constantes de couplages du boson 5. petites au départ
a cause du paramétre 1/N, le restent ensuite a plus longue distance grace aux identités de
Ward qui rendent la théorie superrenormalisable.

Les régimes 2 et 3 ci-dessus peuvent étre traités indépendamment du régime 1

pour n'importe quelle dimension d > 2. et les comportements (II1.10-11) doivent pouvoir

se démontrer dans ce cas. la démonstration étant méme un peu plus facile pour d = 3 que
pour d = 2 puisque le probleme infrarouge est alors plus facile (comparer (IIL.11) pour d = 2
et d = 3; au dela de d = 3 le propagateur {IIL.11) devient méme sommable. done semblable
a un propagateur massif pour le comptage de puissance). (Vest a cette démonstration que
nous consacrons actuellement l'essentiel de nos efforts.

Ce n’est toutefois que pour d = 2 qu’en combinant ces résultats au controle du pre-
mier régime nous pouvons envisager une démonstration complete des comportements (111.10-

11) pour les fonctions fermioniques correspondantes du modele microscopique de départ

(11.20).
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