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Ce travail contribue a I’étude des systémes dynamiques hyperboliques des sur-
faces compactes. Plus précisément, on s’intéresse aux difféomorphismes de surfaces
compactes qui préservent l'orientation et vérifient ['aziome A et la condition de
transversalité forte. L’axiome A dit que 1’ensemble des points non-errants Q(f) est
hyperbolique et égal & I’adhérence de ’ensemble des points périodiques, et pour tout
couple (z,y) d’éléments de Q(f) , la tranversalité forte interdit toute tangence entre
la variété stable de x et la variété instable de y (cf. par exemple [5] et [7]).

Un theoréme classique de systémes dynamiques (Anosov, Moser, Palis et Smale,
Robbin, Robinson pour le sens direct ; Mafie pour la réciproque) justifie qu’on s’in-
téresse a cette classe d’applications : il établit I’équivalence entre les deux propriétés
d’axiome A et de transversalité forte et la stabilité C'-structurelle d’'un difféomor-
phisme f de la surface S qui les vérifie. Sur la surface S, 'union de toutes les variétés
stables et instables issues des points non-errants dessinent une sorte de “toile” ir-
réguliére (au sens ou certains “fils” sont isolés d’un co6té), dont Poincaré, en 1899,
avait eu I'intuition (mais la complexité de la figure I’avait rapidement effrayé) [6]. Le
bord des “trous” de cette “toile” (ou, si ’on préfére, le contour du dessin), i.e. 'union
des variétés invariantes transversalement isolées (d’un coté au moins) de ’ensemble
non-errant 2(f) , joue un role important dans l'organisation du tracé. D’aprés un
théoréme de Newhouse et Palis [4], cette union est I'union d’un nombre fini de va-
rietés invariantes toutes issues de points périodiques. Nous les appellerons variétés
invariantes bords et points périodiques bords.

Le premier résultat présenté ici est motivé par un théoréme de Thurston [2],
qui dit qu’un difféomorphisme d’une surface fermée de genre au moins 2 posséde,
dans sa classe d’isotopie (homotopie parmi les difféeomorphismes), un représentant
particulier. Cet élément canonique, s’il n’est pas périodique et s’il ne préserve pas
un systéme fini de courbes simples fermées deux a deux disjointes dans la surface,
est pseudo-Anosov : il laisse invariants deux feuilletages transverses ayant méme
ensemble fini de singularités (qui sont des selles & au moins trois branches) et ad-
mettant chacun une mesure transverse invariante par holonomie, I’'une contractée
et 'autre dilaté par la dynamique. On genéralise la definition d’homéomorphisme
pseudo-Anosov en notion d’homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués
si I’on autorise des singularités a une branche, appelées épines.

On remarque naivement qu’en dehors des singularités, les feuilletages invariants
mesurés transverses d’'un homéomorphisme pseudo-Anosov ressemblent fortement a
une structure hyperbolique. Pour suivre cette idée, considérons un difféomorphisme
fCl-structurellement stable en restriction & un “bon” voisinage d’une de ses piéces
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basiques : c’est un ouvert invariant et de topologie finie, appelé domaine, dont Bo-
natti et Langevin ont montré 'existence dans [1]. On montre alors que si le dessin
de ses variétés invariantes (bords) ne présente pas de “bigone” (formé d’un segment
stable et d'un segment instable) dont seules les extrémités sont des points de Q(f)
(nous appellerons ces bigones des impasses), f est le dérivé d'un homéomorphisme
pseudo-Anosov : on retrouve f en “ouvrant” certaines des séparatrices issues des
singularités de ’homéomorphisme pseudo-Anosov de la classe d’isotopie de f [1][3].
Théoréme 1 Soit f un difféomorphisme C'-structurellement stable, préservant
Porientation, d’une surface compacte orientée S. Soient K une piéce basique et A(K)
son domaine. Supposons qu’il n’existe aucune impasse associée a K. Il existe alors
une surface compacte M, un homéomorphisme pseudo-Anosov avec points marqués
@ de M et une application continue surjective m de A(K) dans M tels que

mo flawy = o

De plus, la semi-conjugaison w est injective sur les orbites périodiques sauf sur celles
de type bord (qui sont en nombre fini).

Le programme de recherche ol s’intégre ce travail avait pour but initial de com-
prendre d’un point de vue topologique les difféomorphismes C'-structurellement
stables des surfaces compactes afin, entre autre, de les classifier & conjugaison to-
pologique prés. Bonatti et Langevin ont construit un outil approprié a cette clas-
sification. Ce sont les partitions de Markov géométrisées : a la definition classique
de partition de Markov, on adjoint une donnée géométrique qui est le sens dans
lequel I'image d’un rectangle traverse un rectangle de la partition (de bas en haut
ou réciproquement). Bonatti et Langevin ont montré comment associer des parti-
tions de Markov géometrisées (dont les cotés des rectangles sont des segments de
variétés stables ou instables) a un diffeomorphisme C'-structurellement stable, et
prouvé que si deux tels difféomorphismes admettaient une méme partition de Mar-
kov géomeétrisée, ils étaient topologiquement conjugués [1]. Mais a priori, autant
de diffeomorphismes, autant de partitions! Il faut encore, pour conclure ce travail
de classification, définir une famille finie de partitions de Markov géométrisées mo-
déles et donner un algorithme fini permettant de passer d’une partition quelconque
décrivant un difféomorphisme donné a une partition de la famille de modéles.

Le probléme de la synthése étudié ici est le suivant : si I’on se donne une par-
tition de Markov géométrisée, a quelle(s) condition(s) correspond-elle a un difféo-
morphisme C'-structurellement stable d’une surface compacte (on dira dans ce cas
qu’elle est réalisable) 7 Une surface compacte est nécessairement de genre fini donc
le genre minimal d’une surface contenant une partition réalisable et tous ses itérés
doit étre fini. Précisons cette condition nécessaire a la réalisabilité. Etant donnée une
partition de Markov géométrisée T' a n rectangles et d’application ¢, on construit
une suite de surfaces compactes a bord en collant, par la dynamique, un nombre
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croissant de copies de 'union des rectangles de la partition sur les n rectangles ini-
tlaux : R = UR; C Ry C --- C Ry, --- est égale a [[;"; R x {i} quotienté par
(z,4) = (¢~ '(x),7 + 1). Soit g,, le genre de la surface R,,. Si la partition de Markov
géométrisée T est réalisable, la suite (g,,)ne doit pas tendre vers 400 mais se stabi-
liser au bout d’un nombre fini de collages (a préciser en fonction de n). On appellera
la limite (finie ou non) de (g,,) le genre de la partition de Markov géométrisée T .
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Figure 1: Les trois obstructions.

Une premiére étape pour répondre a la question donne une caractérisation des
partitions de Markov géométrisées de genre fini, grace & trois dessins topologiques
(les obstructions, cf. la figure 1) qui ne doivent pas exister dans la surface Rg, [1]
[3].

Théoréme 2 Soit T une partition de Markov géométrisée a n rectangles. On a
équivalence entre

1. T est de genre fini, égal au genre de Ry, ;
2. Rgn ne présente aucune des trois obstructions.

Une étude plus particuliére des partitions a un rectangle donne que leur genre,
s’il est fini, est nul, et on peut généraliser cette estimation en majorant strictement
le genre d’une partition a n rectangles, sil est fini, par n(2n — 1).

En résumé, nous avons vu qu’'une partition de Markov géométrisée a n rectangles,
si elle est réalisable, est de genre fini, ce qui équivaut a dire que la surface compacte a
bord Rg,, ne présente aucune des trois obstructions. Le résultat suivant apporte un
élément de réponse au sens qui manque pour conclure (de genre fini = réalisable)
1] 3]

Proposition Il n’y a pas d’obstruction topologique a ce qu’une partition de Markov
de genre fini soit réalisable.
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Pour montrer ceci, on construit une surface compacte sans bord M contenant
la partition et tous ses itérés par la dynamique, i.e. toutes les surfaces R,,Vm € Z,
et un homéomorphisme de M qui prolonge la dynamique de la partition de Markov
et qui posséde seulement un nombre fini de points périodiques, tous attracteurs ou
répulseurs hyperboliques, en dehors des rectangles initiaux de la partition. L’étude
serait compléte si cet homéomorphisme était un difféomorphisme ; on peut conjectu-
rer que le résultat persiste dans ce cas, le trou actuel dans la démonstration étant le
controle de I’hyperbolicité aux points périodiques situés sur le bord des rectangles.
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