Problémes de descente galoisienne
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Un probléme naturel de théorie de Galois classique est le suivant.
Probléme de l’extension incompléte : Soit E/K une extension galoisienne.
Si L/K est une sous-extension galoisienne de FE /K, existe t-il une sous-extension
galoisienne M/K de E/K telleque LN M = K et E=LM?

On montre aisément que cette question n’est qu’un cas particulier du plus général
probléme de la descente galoisienne : Soit E/K une extension galoisienne. Etant
donnée une extension algébrique K/J, existe-t-il un sous-corps D C F, galoisien sur
Jytelque DNK =Jet E=DK?

Dans ce cas, on dira que l’extension D/J est “descendue” de E/K (en abrégé
(D/J) =desc;(E/K)) ou que E/K est “descendable sur J” ((E/K)descy).

On résout positivement le probléme de l’extension incompléte pour une sous-
extension cyclique de degré p™ d’une p-extension homocyclique d’exposant p™ (c.f.
Prop.1). Pour une généralisation, on se heurte au manque de critére d’existence
d’un complément facteur direct a un sous-groupe donné. Lorsque I'on impose des
conditions arithmétiques sur les degrés des extensions considérées, on dispose d'un
théoréeme de Zassenhaus qui induit 'argument de théorie des groupes de l'objet
principal de ce travail (autre cas particulier du probléme de la descente galoisienne) :

Probléme de la descente cyclotomique : Soit p un nombre premier impair.
Soient K un corps de caractéristique différente de p contenant le groupe p, des
racines p-iemes de 'unité, et J C K un sous-corps de K ne contenant pas p, :
JNp, = {1}. Sil’'on se donne une p-extension galoisienne E/K, est-elle descendable
sur J : (F/K)desc;?

Dans [1], G. Brattstrom répond affirmativement pour tout p premier impair,
K = J(pp) et E/K une p-extension galoisienne non abélienne de degré p*. On
généralise ici ce résultat au cas d’une p-extension galoisienne quelconque E/K de la
faA§on suivante. On réduit d’abord la difficulté, en termes d’existence de descendues,
en quotientant le groupe de Galois de E'/K par son sous-groupe de Frattini, ce qui
permet de se ramener au cas d’une p-extension homocyclique d’exposant p. On
ajoute ensuite une classe de cohomologie au probléme de descente, et 1’on résout un
probléme de plongement non kummeérien au moyen de la descente d’une solution du
probléme translaté fournie par les théorémes de Massy [6, 7|.

Enfin, pour une extension de base E/J galoisienne finie de degré quelconque, on
montre, modulo une hypothése de descente, que ’obstruction a ce qu'un corps NV, de
degré p sur E, soit galoisien sur J, se concentre uniquement sur une p-sous-extension
de E/J. On reformule ainsi un résultat récent de [4].
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Nous nous limitons dans ce texte a des extensions finies.
Enoncé des résultats

Un critére général d’existence de descendues est le suivant.
Lemme 1 Soient E/K et K/J deuz extensions galoisiennes.
Les conditions suivantes sont alors équivalentes :
(1) L’extension E/K est descendable sur J
(2) L’extension E/J est galoisienne, et le groupe I' := Gal(E/K) admet un complé-
ment facteur direct dans Gal(E ] K).
1. Probléme de I’extension incompléte
Lemme 2 Le probleme de [’extension incompléte est équivalent a la question de
Uexistence d’un complément facteur direct de Gal(E/L) dans Gal(E/K). Il est
aussi équivalent & la question de savoir si E/L est descendable sur K.

Sans les conditions arithmétiques du théoréme de Zassenhaus, on connait peu de

critéres d’existence de complément facteur direct. Soit G un p-groupe homocyclique
d’exposant p”, c’est a dire produit direct de groupes cycliques du méme ordre p”.
Tout sous-groupe H de G tel que le quotient G/ H soit cyclique d’ordre p™ est facteur
direct dans G.
Proposition 1 Soit E/K une p-extension galoisienne de groupe de Galois homocy-
clique d’exposant p". Pour toute sous-extension cyclique, de degré p™, L/ K de E/K,
il existe une sous-extension galoisienne K de E /K telle que LNM = K et E = LM.
2. Probléme de la descente cyclotomique

Ici, les degrés [F : K| et [K : J] sont premiers entre eux, et I’on dispose, pour
les groupes, d’un résultat profond d’existence de complément par le théoréme de
Zassenhaus (c.f. [4]; p.126(127),18.1(18.2)). Il fournit directement une condition
nécessaire et suffisante d’existence de descendues dans le cas abélien.

Proposition 2 Soient K/J et E/K deuz extensions abéliennes de degrés premiers
entre euzx. L’extension E/K admet une descendue parallélement a K/J si et seule-
ment si l’extension E/J est abélienne.

Dans le cas non nécessairement abélien, on réduit la difficulté en quotientant le
groupe donné par son sous-groupe de Frattini ®(). On en déduit le critére suivant.
Théoréme 1 (8] Soient p un nombre premier impair et K/J une extension galoi-
sienne finie telle que p ne divise pas le degré [K : J]. Soit E/K une p-extension
galoisienne de groupe I' :== Gal(E/K).

(1) Pour que E/K admette une descendue D/J, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient vérifiées :

(1.1) L’extension E/J est galoisienne

(1.2) L’extension E®T) /K admet une descendue F/J, ou E*T) désigne le corps
des invariants dans E du sous-groupe de Frattini de T'.

(2) Lorsqu’ elle existe, la descendue est unique. Précisément, supposons que E/K
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admette une descendue D/J. Le sous-groupe F de Gal(E/J) admet un unique com-
plément V. Ce complément V est facteur direct, et l'on a D = EV.

Le probléme de l'obtention de formules pour la construction des p-extensions
galoisiennes fut initié par Witt [10] en 1936. Répondant & une question de Serre [9],
R. Massy [6, 7] a traité en général du probléme de plongement & noyau d’ordre p des
p-extensions kummeériennes. On veut maintenant résoudre le méme probléme pour
une p-extension L/.J, encore abélienne, mais dont le corps de base ne contient plus
cette fois les racines p-iémes de 'unité : J Ny, = {1}. Une méthode consiste a déci-
der si le probléme translaté pour (L () /J (11,)) admet ou non des solutions, puis a
descendre 1'une d’entre elles lorsqu’elle existe. Le théoréme 1 s’appliquant a I'exten-
sion cyclotomique (K = J (p,)) /J, on se raméne au cas ot le groupe Gal(L/J) est
d’exposant p. Le théoréme suivant construit alors explicitement une solution d’un
probléme de plongement non kummeérien en termes d’une solution du probléme
translaté.

Théoréme 2 Soit E/ (K = J () une p-extension homocyclique d’exposant p de
groupe I' := Gal(E/K). Supposons lextension E/J abélienne et soit (L/J) =
desc;(E/K) (c.f. Prop.2). Notons :

- F, le corps a p éléments,

- Cp une racine primitive p-ieme de [unité : p, =< ¢, >,

-d:=[K:J],

_ Nor(K,E) := {x € B /¥y € T2 ¢ EXP},

-V :=Gal(E/L) l'unique complément de F dans Gal(E/J) (c.f.Th.1(2)),

- i(v) Uentier de FY tel que v ((p) = G e V),

- gr/1. Uendomorphisme de Nor(K, E) défini par gg1(.) = [L,ev v (),

- Nor(J,K,E,L) := {z € Nor(K, E)/gg/.(z) = 2% mod E*?}.

(1) Un corps D, de degré p sur L, est galoisien sur J si et seulement s’il existe un
élément x dans Nor(J, K, E,L) — E*? tel que D C N := E (2'/7).

(2) Supposons qu’il existe un corps D vérifiant les conditions du (1). Alors pour tout
x € Nor(J,K,E,L) — E*P tel que D C N := F (xl/p),on a

(D/L) = desc(N/E),(D/J) = desc;(N/K).

De plus, pour U'unique complément V' de Gal(N/K) dans Gal(N/J), la trace d’une
racine p-iéme quelconque, mais fizée, x'/? de x fournit un élément primitif de D sur

D=1 (Z v (21P) >

v’ eV’
(3) gE/L(NOT(Ka E)) g NOT(‘L Ka Ea L)
(4) Un probleme de plongement (L/J,€) (e € H* (T, F,)) est résoluble si et seulement
si le probléeme translaté (E/K,e) est résoluble (cf.[2], [3]).
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(5) Tout probléme résoluble (E /K, E) admet une solution N/ K telle que l’extension
N/J soit galoisienne. Précisément, toute solution E (z'/?) /K de (E/K,¢) induit la
solution N := E(X)/K, XP = gE/L(:U)d_I, pour laquelle N/ J est galoisienne.

(6) Supposons le probleme (L/J, ) résoluble. Dans les notations du (5), soit (D/J) :=
desc;(N/K) (c.f.(2)). Identifions Gal(D/L) a Gal(N/E) par la restriction a D, et
Gal(N/E) a I, par le choiz d’un élément X. Alors la descendue D/J de N/K est
une solution du probléeme de plongement (L/J, ).

Scholie. Grace aux éléments € Nor(K, E) des formules de 7], on obtient, par
le (2) précédent, un élément primitif sur L, explicite, des solutions des problémes
non kummeériens (L/J,¢).

On peut maintenant aborder le probléme de théorie de Galois suivant : comment
étendre par une extension de degré premier une extension galoisienne finie de degré
quelconque, disons £/J 7 On montre, modulo une hypothése de descente, que tous les
corps N, de degré p sur E galoisiens sur J, admettent un élément primitif s’exprimant
en termes d’un endomorphisme de E¥, que nous appelons “opérateur galoisien”.
Théoréme 3 La situation est celle du théoréeme 1. Supposons que ’extension E /K
soit descendable sur J, de descendue desc;(E/K) = (L/J), et que le corps E
contienne le groupe p,. Notons V := Gal(E/L) l'unique complément de I' dans
Gal(E/J) (c.f.Th.1(2)). Alors, un corps N de degré p sur E est galoisien sur J
st et seulement s’il existe un homomorphisme f € Hom (V, IF;) et un €élément

x € Nor(K, E) tels que
¥ 1/p
N=F <9E/L(x)> ;

ot gf;/L est lopérateur galdisien défini par

gf;/L : B — B~
T — gj;/L(x) = H v (2)7W,
veV

De plus, f est déterminé de maniére unique par la condition
v(z) = 2/ mod E*P(v e V).

Ce résultat montre que 'obstruction a ce qu’'un corps N soit galoisien sur J
réside uniquement dans la p-sous-extension E/K de E/J. En effet, une fois obtenu
un = dans Nor(K, E), un générateur de N comme extension galoisienne de J est
fourni mécaniquement par l'opérateur galoisien g]J; Nz
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