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	 ��������� ���� �(�������� 
� �	�
��	 �����	�

����
��� 4����

-��� ���� �����	����� � �����
���� �� �	����	 �����	 	� �����$ +	 �
����	 �������

u′′(t) + a2 sin u(t) = f(t) ��� [0, T ], u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0 �*�

�� a 	�� ��	 �����
��	� T 	�� �
 ������	 �	 ��������
���� 	� f 	�� �
 ����	 
�������	 ���
�	 �	����	$ -��� �	�!�
��� � 8E: ���� ���� �	 ���
��� ��� �
 ������������ �� �
����	$
-��� �������� �	� ���������� ��<�
��	� ��	����	��	 �	 ��������� ���������	� ���
���!�
�	� ���� �	 �
����	 �*�$ D$ C
O��� 	� C$ [���	� 84� >:� ��� ������ �	 �������	
���� f �	 ��
	��	 ����	$ -��� 
��	��	���� ��
	��	 �	 �
 �������� f ��� [0, T ]� �	
�����	 "

M(f) =
1

T

∫ T

0

f(s)ds.

(	� ��������� 
� �
����	 �*� ����	�����	�� 
�� ������ �������	� �	 �
 ���������	��	

Jf(u)) :=
1

2

∫ T

0

|u′(t)|2dt− a2
∫ T

0

(1− cosu(t))dt+

∫ T

0

f(t)u(t)dt.

��.��	 ��� H1
T � ��	��
�	 �	 1���	�� �	� ��������� T ����������	� �	 H1$ K�� �����	��

��	 Jf 
 �� ������� ���
� ������ u1$ K�� �������	�� 
���� ��	 Jf �
����
�� �	� ������
����� �� M������	 �� ��� 8*:$ K� 	����	 
���� ��	 �	�����	 !
�	�� �������	 c2 ��B��	��	
�	 Jf(u1) $
-����� ��	 �� f 	�� ��� ��	�����	�	�� ����	 	� �	 ��
	��	 ����	 
���� �	� �	��
��������� 
���� ���	��	�� �	 ���� �
� �����
��	�$

(�����	 f ��	�� �
� �	 ��
	��	 ����	� �
 ���������	��	 Jf �	 !���.	 �
� �
 ������
���� �	 '
�
���0�
�	 ��
�����	 " �� �
�� 	� ����!	� ��	 !	����� 
�
���	 � �
 ����
����$
-��� ����������� �����
���� �*�� �� f 	�� ��	 �������� �����
��	$ �� ���	

u′′(t) + a2 sin u(t) = λ ��� [0, T ], u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0 �J�


!	� λ ∈ R.

�� 7�	���	� 
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6� ����#�
�� �
 ��	����	 ���
���� �� �
����	 �J� ��� [0, T ]� �� �����
�	 ��	 ��

λ ∈ {−a2, a2} 
���� �	� �	��	� ��������� �� �
����	 �J� ���� u ≡ π

2
��� π$ +	 �
�

�	 ���� �����	��	 �
�$ @	 ���� 
� u 	�� �������� �	 �J� ,−u 	�� �������� �	{
u′′(t) + a2 sin u(t) = −λ ��� [0, T ],
u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0.

5>



6� �� ���� ��<� �������	� �	 �
����	 �J� 
!	� 0 ≤ λ < a2 �� 
��	��	 H1
T � ��	��
�	

�	 1���	�� �	 ��������� T ����������	� �	 H1

�	��	 �� s �
� 	�� ���
����� &	�����&	� �� a �
� 	�� ���
����� ����� &	�

0 < a2 ≤ 4π2

T 2
,

���&	����� "

u′′(t) + a2
{
sin(u(t) + s)− 1

T

∫ T

0

sin(u(θ) + s)dθ

}
= 0 ��� [0, T ],

u(T )− u(0) = u′(T )− u′(0) = 0. (∗)
��� ��
 �� 
��	���� ��A�
���� �� �� 
��	���� �	��� ���
 ���
���� H̃1

T � ��
 ��������
 ��
������� �	��� �� H1

T .
K� ��<� �	 !��� ��	 �
 ���������	��	 
������	 � �c� 	�� ������	�	�� ���!	�	 	�


��	��� ��� ������� 	� u = 0 �
�� H̃1
T .

�������	 � �� 0 < a2 ≤ 4π2

T 2
�� |λ| < a2� ���

 ���&	�����  "$ ��� �	�	�� 
��	����

��� �
������ ���
 H1
T $ 5����
�
����� " (����
���� �J� 	�� ����!
�	��	 
� �
����	

���!
��
ũ := u−M(u)

ũ′′ + a2
{
sin[ũ+M(u)]− 1

T

∫ T

0

sin[ũ(θ) +M(u)]dθ

}
= 0 ��� [0, T ],

a2

T

∫ T

0

sin[ũ(θ) +M(u)]dθ = λ,

ũ(0)− ũ(T ) = ũ′(0)− ũ′(T ) = 0 �E�

@�
���� �	 (	��	� ���� ��
��	 s .��� �����
����
⎧
⎨
⎩

ũ′′(t) + a2
{
sin(ũ(t) + s)− 1

T

∫ T

0

sin(ũ(t) + s)dt

}
= 0 ��� [0, T ]

ũ(0)− ũ(T ) = ũ′(0)− ũ′(T ) = 0


 ���� �����	 �������� ũ = 0$ @
�� �����
���� �E�� �� 


s =M(u).

@	 ����� �	� �	��	� ��������� �	 �J� ���� �	� �����
��	� s �	��	� ��	 a2 sin s = λ.

�� 9�����	 
��� �	 ���� 
	� ����	� 	� �����
	 
	 '���������	��	
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'
� ��	 ������	 �� ��
� �	� ��
�	�� �� ��	���	�
 �	� ���������� ��<�
��	� � ��	����
�	��	 ����	 �������� ��� �����
��	� �	 �����
���� �J�$ �� !���.	�
 	�����	 �	� ������
����� ��<�
��	� �
� ��	 ������	 !
��
�����	��	$ (�������� �	 �	��	 �	�����	 ���
����	 �����	 �
�� �	 �
�� ���	��	 �	�� ��
������	� 
� �
� �� �	����	 �����	 �!���
�������	�$
�������	 � �� �� �

|λ| < a2,
4π2

T 2
<

√
a4 − λ2 �4�

���

 ���&	�����  "$ ����� 	�� 
��	���� ��
����&	� ��� ���
�����$
5����
�
����� �	 4.��
B�� " �� 
 !� ���� �
��� ��	 ���� ���!
�� 	����	 �����	

λ �	 �
 �
3�� ���!
��	
λ := a2 sinω


!	� ω ∈ [0, π
2
[$ (
 ��������� �4� �	!�	��

4π2

T 2
< a2 cosω.

'
� ��	 ������	 �	 ��
� �	� ��
�	�� �� �������	 ��	 �� v 	�� �������� ��� �����
��	
�	 �J� � 
���� �� 	����	 ��	 �	�����	 �������� u �	 �J� ���	��
�� �	 v �	��	� ��	

u0 := u(0) ∈]ω, π − ω[, 	� u′(0) = 0 �>�

6�����	� �� !
 �������	� ��	 �� u 	�� ��	 �������� ��� �����
��	 �	 �J� 
!	� �	�
���������� �>� 
���� �� 	����	 ��	 �������� �������	 H :: ω, π − ω[→ R �	��	� ��	

H(u0) =
|a|T√

2
, lim
u0→π−ω

H(u0) = +∞� 	� lim
u0→ω

H(u0) =
π\7′2√
cosω

.

� �� 	� ������ ��	 ]
π
√
2√

cosω
, +∞

[
⊂ H(]ω, π − ω[) .

'
� �������	��� ��
4π2

T 2
< a2 cosω 
���� �� 	����	 u0 ∈: ω, π − ω[ �	� ��	

T√
2
= H(u0)

	� �
 �������� �	 �J� 
!	� u(0) = u0, u
′(0) = 0 	�� ���������	 �	 ������	 T.

6������� �	 �������	 �
� �
 ������	 !
��
�����	��	$ 0��� Jω " H1
T → R� �
 �����

�����	��	 
������	 
� �
����	 �J� ��.��	 �
�

Jω(u) =
1

2

∫ T

0

|u′(t)|2 dt− a2
∫ T

0

(1− cosu(t))dt+ a2TM(u) sinω.
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;���	�	�� ���� �	� ��������� �	 �J� ����	�����	�� 
�� ������ �������	� �	 Jω$ �� ����
�	��	 �
� �������	� ��	 ω 	� π − ωmod2π ���� �	� ������ �������	� ��� �����
���
�	 Jω$ 6�����	 �� �������	 ��	 Jω !���.	 ��	 !	����� ����.�	 �	 �
 ��������� �	
'
D
���0�
�	 ��
�����	� 8*:� 	� Jω �
����
�� �	� �
������	� �� �������	 �� ��� 8*:$ '
�
�������	��� �� 	����	 ��	 !
�	�� �������	 c∗ := Jω(u∗) ��.��	 �
�

c∗ := inf
A∈B

max
u∈A

Jω(u)

��
B =

{
γ ∈ C

(
[0, 1];H1

T

)
; γ(0) = π − ω 	� γ(1) = −π − ω

}

• 0�������� ��	 u∗ 	�� �� ����� �������	 �����
�� ��� ������ 
���� �� 	����	 ��

���	 ����� �������	 ��� �����
��$

• 0�������� ��	 u∗ 	�� �� ����� �������	 �����$ �� �������	 ��	 u∗ 	�� �	 �
�	
mp� 8J:� 	� ��	 π−ωmod2π ��	�� �
� �	 �
�	 mp$ '
� �������	��� u∗ 	�� ��B��	�� �	
π−ωmod2π$ 6�����	� ���� ��������� �� ������
� ��� �	� �����	� �	 C���	 �	� ������
�������	�� �	 1��	� 8J:� ���� �������	� ��	 u∗ 
 �� �����	 �	 C���	 ������	�	��

���	��	�� � �	��$ �� ��
4π2

T 2
< a2 cosω� �������	 �	 C���	 �	 ω 	�� ������	�� �� �#
�	

� �����$ '
� ����	��	��� u∗ 	�� ��B��	�� �	 ωmod 2π$

2��
�	�	��� �� 4π2T−2 < a2 cosω 
���� �� 	����	 ��	 �������� ��� �����
��	 � �����
�
���� �J� ���� λ := a2 sinω

5=
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8*: 9� 9��
�
����� 6� /�����:��<� @�
� !
��
����
� �	����� �� ������
� ����� ��	��


�� 
�����
�����$ D$ 2�������
� ;�
�
���� �*4� "E4A�E=*� *A5E$

8J: 7� 7���
� M�	 ������#��
� �	#�		 ����� �� �����
����
�� �
�	$ '���		���#� ��
0
�����
 �� '��	 C
��	�
���
� 4>� '
�� * ">?*�>?A� *A=9$

8E: ��5� �����	� 3� �� ���
.��<� C	��
����$ '	�#
��� '�	��� ;�������O	��	
 ���
�������# ����
�
 	������� *A9?$ ,����	 * �� +����	 �� ��	��	���
� ��
����$

84: ,� ��:.��� M�	 ����	� �	������ " ; �
�
��#� ��� ������	
� 
�
�
��� 
�� �
�
�
���
� �
��	��$6���������	� C
��	�
���
	� �9� "J5*�J=5� *A==$ +���	����� �
�
����
����	� 
�������	� ���� �
 �
�����	$

8>: ,� ��:.�� ��� �� ?������ C������	 ��������� �� ��	 �	������ �����
�
 !
�
��	 �����	� ��� ���	 ����	� �	��������
�	 	��
�����$ D����
� �� ��B	�	���
�
	��
������ �>J� "J94�J=5� *A=4
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��� 4����
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