Contractions d’algébre de Lie
et torsion de Nijenhuis

Naima Bedjaoui

Les contractions d’algébres de Lie définies par Inonu et Wigner [2| ont été géné-
ralisées par Saletan [7]. Nous rappelons les définitions, étudions quelques exemples
et montrons que, sous la condition “torsion de Nijenhuis nulle”, crochet contracté et
crochet déformé sont identiques. Enfin, nous nous intéressons a la compatibilité des
crochets contracté et initial.

Des contractions de type plus général ont été envisagées par d’autres auteurs ré-
cemment, entre autres Rainer [6] en 1995, sous le nom de transition.

Definition 1 Soit S un espace vectoriel et GO = (S,[, ]) une algébre de Lie
d’espace sous-jacent S. Pour A € [0, 1], on designe par Uy : S — S une famille
continue d’endomorphismes, inversibles si et seulement si A # 0. Si A €] 0, 1], on peut
définir une algébre de Lie (S, |, |x) isomorphe & GO, par.

V$,y € Sv [Ji,y])\ = U)Tl ([U)\(Q?),U)\(y)]) (1)

Si la limite de [z, y]) quand X tend vers 0 existe, on la note [z,y]"M. Muni de |, |V, S
est alors une algébre de Lie notée GV, en général non isomorphe & GO et appelée
contraction ou contractée de GO,

Soit G = s(2,C) muni de la base B = {ey, ey, e3} telle que

(01 /(00 /10
“a=\oo )2 {10/)3 Lo 21

alors [e1, es] = e3,[e1, es] = —2eq, [e2, €3] = 2es.
Exemple 1 On considére la famille d’endomorphismes, pour A € [0, 1],

1+X 0 O
Uy, = 0 X o0 |,
0 0 A
[61, 62})\ = (1 + )\)63, [61,63])\ = —2)\61, [62,63]/\ = 2)\62,

dott [eg, es]™ = e, [e1, e3]M =0, [eg, €3] = 0, et G = (S, [, ) est donc 'algébre
de Heisenberg.
Exemple 2 Prenons pour famille d’endomorphismes, pour A € [0, 1],

1+X 0 0
Vi = 0 X0
0 0 A
alors
[61, 62])\ = )\(1 + )\)63, [61, 63])\ = —2>\€1, [62, 63])\ = 2)\62
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[61762](1) = [61, 63](1) = [62763](1) =0

L’algébre contractée G est commutative.
Exemple 3 Prenons enfin la famine, pour A € [0, 1],

I+X 0 O
Wy = 0 X 0
0 0 X

1+ A
A

et limy_, [e1, €], n'existe pas. Dans ce cas, la contraction de GO nlexiste pas.

Remarquons que dans les trois cas, la limite de la famille d’endomorphismes quand
A tend vers 0 est la méme, ce qui montre que I'existence de la contraction ainsi que
'algébre contractée (si elle existe) dépendent de la famille Uy d’endomorphismes choisie
et pas seulement de limy_.o U,.

[6’1, 62},\ = €3

Definition 2 Nous appellerons contractions de Saletan |7], les contractions corres-
pondant aux endomorphismes U, qui s’écrivent Uy = Al +u ol u est un endomorphisme
de S singulier. Si le crochet contracté [, |V existe, on dit alors que u contracte G(®
et que [, ] est le crochet contracté de [, | par w.

Proposition Pour tout endomorphisme u de S, il existe un entier naturel non nul
q, appelé indice de Riesz ou indice de longueur de chaine, tel que :

SoOImu>dImu’>...DImu! = Imu?tt = ...
0cC KeruC Keru? ¢ ... c Keru? = Keru?™' = ...

Remarque Le cas étudié par Inonii et Wigner dans [2| est celui on Uy = A\ + u,
et u est d’indice de Riesz ¢ =1 .

On pose alors Imu? = Sg, Ker u? = Sy et 'on a la décomposition de Fitting [1]
[5] S = Sk @ Sy. Pour tout x € S, on désigne par xg la projection de x sur Sg et par
xn la projection de x sur Sy. Nous nous proposons de montrer, par une méthode qui
évite les calculs assez complexes de |7], le théoréme suivant.

Théoréme 1 Une condition nécessaire et suffisante pour que le crochet contracté
[, ] existe est

Va,y € S, u’[z,yln — uux, y]n — ulz, uyly + [uz, uy|y =0 (2)
Sous cette condition, Uexpression de [ ]{1) est donnée par
Va,y € S, [z, 9" = u M uz, uylr — ulz, yly + [uz, yln + [, uyly (3)



Démonstration. Nous introduisons la torsion de Nijenhuis de w,T'(u) : S x S — S
definie sur (Sa [ ’ ]) par : T(U)(Q?, y) = [UQ?, 'Lb’y] o U{Ul’,y] o U[.T, uy] + u2[:z:, y}
Remarquons tout d’abord que, VA € R,Vz,y € S,

T(u)(z,y) = (M +u)x, M +w)y] = (M +w)(Az, y] + [uz, y] + [z, uy] — ufz,y]) (4)

ce qui implique, lorsque A\l 4 wu est inversible,

(M +u) "M Hu)z, (M +u)y] = Ao, yl+[uz, y)+[z, uy] —ulz, y]+ M +u) (T (u)(2,y)).
(5)

La démonstration utilise le lemme suivant.
Lemme. Pour tout x € S, ta projection de l'image par uw de x sur Sy (resp. Sg)

est égale a 'image par u de la projection de v sur Sy (resp, Sg), ¢’est-a-dire

Vo € S u(ry) = (u(@))n et u(rg) = (u())r

Pour la famille Uy = A\ + u, la contraction existe si et seulement si :

limy oA + u) 7 [(M + w)z, (M + u)y| existe. D’aprés (5), cette limite existe si et
seulement si : limy_,o(A + u) (T (u)(z,y)) existe.

D’aprés le lemme, cette condition est équivalente a la relation (2). D’autre part,
d’aprés la définition et la relation (5),

Va,y € S, [z, y|V = [uz,y] + [z, wy] — ulz,y] + v (T(u)(z,y))r (6)

car T'(u)(z,y) € Sg. D’aprés la relation (4),

[z, ] = [uz, y] + [z, uy] — ulz,y] + v ([uz, uy]gr — uluz, y|r — ulz, uy|r + u?[x,y]R)
= [ux,y] + [z, uy] — ulz, y] + v uz, uwy|r — [uz,y|r — [v, uylr + ulz, y|r
- [U{L‘,y]]\[ + [xvuy]N - U[[E,y]N + uil[uzmuy]R

ce qui démontre la relation (3).

Definition 3 (S, , |) étant une algébre de Lie et u un endomorphisme de S, on
note |, |* le crochet défini par Vx,y € S, [z, y|" = [uzx,y| + [z, uy] — ul[z,y] appelé, par
abus de langage, crochet déformé de [, | par u [5].

[’équation (3) montre que crochet contracté et crochet déformé ont méme projec-
tion sur Sy. En effet,
o,y € S, [2,9)N = [uz, yly + [z, uyly — ulz,yln
= ([uz,y] + [z, uy] — ulz, y])n = ([z,4]")



De plus, I’équation (6), expression du crochet contracté en fonction de la torsion de
Nijenhuis, montre de fagon triviale que sous la condition T'(u) = 0, condition suffisante
pour l'existence des crochets déformé et contracté, on a Va,y € S, [z, y]V) = [z, y]“
Le crochet initial [, ] et le crochet contracté [, ](V) sont-ils compatibles, c’est-a-dire
leur somme est-elle aussi un crochet de Lie?
Pour tous x,y éléments de S, et tout ¢ élément de R, on pose : [z, y|u) = [z, y] +
tla,y]

[x ](t)+ 2 [z, yle } [% [Z7I](t)](t)
=t([z,u 1T( )( ,2)] + [z um T (u )( )| + [y, u ' T(u)(2,2)]
+u N (T (u)(, [y, 2]) +u (T(u)(z, [z, ]))+U*1(T(u)(y, [2,2])))

Cette égalité montre que sous la condition T(u) = 0, I'identité de Jacobi est vérifice
pour [ , ], donc [, ] et [, ]@ sont compatibles. On retrouve le résultat énoncé
dans [3], selon lequel crochet initial et crochet déformé sont compatibles car sous la
condition T'(u) = 0, crochet contracté et crochet déformé sont égaux.

D’une maniére plus générale, nous montrons le

Théoréme 2 Sous la condition nécessaire et suffisante de contractibilité, crochet

contracté et crochet déformé sont compatibles si et seulement siu™'T(u) est un cocycle
de lalgébre de Lie (S,[, ]).
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