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Ce travail se situe dans le cadre de la description de la structure galoisienne
des objets arithmétiques associés a une extension galoisienne K/k de groupe de
Galois I" connaissant celle de sous-extensions K;/k; avec k C k; C K; C K bien
choisies. Pour avancer dans cette direction on introduit plusieurs notions de groupe
de Grothendieck associé a des sous-quotients de I'.

Soient I' un groupe fini, F une famille de sous-quotients. On définit une F-
catégorie dépendant essentiellement des sous-quotients. Cette catégorie nous permet
d’introduire 3 types de suites exactes. Ainsi on obtient 3 nouveaux types de groupes
de Grothendieck qu’on note par :

Gy (AL, F) : le F-groupe de Grothendieck faible.
Go (A[l'], F) : le F-groupe de Grothendieck ezact.
Gg (AL, F) : le F-groupe de Grothendieck.
La question principale qui nous préoccupe est la démonstration de la conjecture
suivante :

Conjecture : Pour toute famille F il existe des familles F¢, F et Fg telles que les
applications suivantes :

Ty : Gy (C[], F) — Hom (R#(F),Z)

V]p— Tr (V1) = x — <Xv, X >
Ty : Go (C[I'],F) — Hom (Rx(I),Z)

Vo — Ty ([Vlo) © x — < Xv, X >
Ty : Gs(C[T], F) — Hom (R;;us(r),@

Ve — 15 (Vle) :© x — < Xv, X >

sont des isomorphismes.

Définition 1 Soit I' un groupe fini. Un sous-quotient de I" est un couple (A, Y) de
sous-groupes de [, tel que X soit distingué dans A.

Dans tout ce qui va suivre SQ(I') désigne ’ensemble de tous les sous-quotients
de'et F C SQ(T) .

Définition 2 Soit F une famille de sous-quotients. Le groupe, Rx(I") , des caractéres
associés aux sous-quotients est le sous-groupe de R(I') engendré par la famille :

{Infk Inf& ¢ / (A, Z) € F, ¢ € R(A/D)}.
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F-catégorie

Definition 3 Soient I' un groupe fini, /¥ C SQ(T') , A un anneau, et soient
V et V' deux A[l'J-modules. On appelle F-homomorphisme de V' dans V' un A-
homomorphisme f défini sur V a valeurs dans V' et vérifiant pour tout sous-quotient
(A, ¥) dans F, la restriction f/x de f & V= est un A[A/Y]-homomorphisme de V>
dans V'*.

Définition 4 On définit la catégorie C'(A[l'], F) comme étant la catégorie dont les
objets sont des A[I'l-modules de type fini et les morphismes sont des F-homomor-
phismes. Elle sera appelée F-catégorie.

Suites exactes

Définition 5 Soient V, V' et V" des A[I']-modules tels que pour tout sous-quotient
d = (A,Y) dams F, il existe fs, gs des A[A/X] -homomorphismes pour lesquels :

00— V= Jo s 9 s g

est une suite exacte en tant que A[A /Y¥]— modules. Une telle suite est appelée

F-suite faiblement exacte et est notée par 0 — V'’ Udser Vv (g%f V" — 0.
Definition 6 Soient V, V' et V" des A[l'l-modules. Soient f et g deux A-homomor-

phismes et 0 — V' SV 25 V7 5 0 une suite exacte en tant que A-modules.

. . b
Si pour tout § = (A, %) dans F les suites 0— V= =5 V8 By 5000 frs
et g/x, désignent respectivement les restrictions de f et g, sont exactes en tant que

A[A/¥]-modules, on dira que la suite 0 — V’ LV L5 V" —5 0 est une F-suite
eracte.

Definition 7 Soit 0 — V' L5 V' —%5 V" — 0 une F-suite exacte. Si g admet
une section s qui est un F-homomorphisme, on dira que cette suite est une F-suite
exacte scindée.

F-groupes de Grothendieck

Pour chaque type de suite exacte précédente, on définit respectivement un groupe
de Grothendieck (voir [Zo]).

Etude du F-groupe de Grothendieck faible G;(K[I'], F)

Lemme Soient I' un groupe fini, F C SQ(I') , K un corps de caractéristique zéro,
V et V' deur K[I'] -modules. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

® i) [V]f = [V’]f dans Gf(K[F],./T") .

e ii) il existe U’ un K[I'l-module tel que les deux K[I'|-modules V& U’ et V' U’
sont F-faiblement isomorphes.

e iii) V= ~ V'® en tant que K[A/X]-module pour tout (A,Y) dans F.
e iv) Les deux K[I'|— modules V' et V' sont F-faiblement isomorphes.

82



Théoréme 1 Soient I' un groupe fini d’ordre n, K un corps de caractéristique zéro
contenant les racines n**™ de 'unité, application :

Ty : Gy(K[[],F) — Hom (Rx()**,Z)
Vif — Ti([V]y) © x— <Xy x>

est un isomorphisme.
Etude du F-groupe de Grothendieck scindé Gg (K[I'], F)
Famille compléte et complété d’une famille
Definition 8 Soient (A, X) et (A’, ¥’) deux sous-quotients. On dira qu’ils vérifient
la propriéte g, si et seulement si, le sous-groupe A est inclus dams le normalisateur
de ¥’ dans I' et le sous-groupe A’ est inclus dans le normalisateur de ¥ dans I i.e.
A C Nr(X)
(A, X) et (A, ¥') vérifient la propriété o < et
A" C Nr(%)
Soit F une famille de sous-quotients. On dira que c’est une famille vérifiant la
propriété p si et seulement si tous ses éléments vérifient, deux a deux, la propriété
£
Définition 9 Une famille F vérifiant la propri’eté p est dite compléte, si et seulement
si, pour tous sous-quotients (A, X)) et (A’, 3) dans F le sous-quotient (A U A/} ¥ U >Y)
est dans F.
Definition 10 Soit F une famille vérifiant la propriété . On appellera complété
de la famille F, la plus petite famille compléte contenant F et on la note F..
Théoréme 2 Soient I' un groupe fini d’ordre n, K un corps de caractéristique zéro
contenant les racines n'm de l'unité et F une famille vérifiant la propriété ¢.
L’application :

Ty : G (K[T], F) — Hom (Rx ()", Z)
Vle +— Te(V]s) : x— <xv,x>
est un isomorphisme.
Etude du F-groupe de Grothendieck exact Go(K|[I'], F)

Théoréme 3 Soit F = {(A,X), (A, Y),(1,1)} une famille vérifiant la propriété o
et telle que X' ¢ A et ¥ ¢ A, Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

o i) [Vl =V

e ii) Il existe n € N tel que n[V]g = n[V']e.
o i1i) [V]e = [V']o.

e iv) [V]p = [V']o.
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Théoréme 4 Sous les mémes hypotheses que le théoréme 3.3. L’application
Ty : Go(K[T),F) — Hom (Rz(I')™", Z)
[V]o — T(]([V]O) X < Xv, X >

est un isomorphisme.
Théoréme 5 Soient I' un groupe fini, V,V' deuz K[I'|-modules et soit

F={(A,%),(A,%),(1,1)}

une famille vérifiant la propriété o et l'une des inclusions X' C A, ou bien, ¥ C A
Alors si on pose

Fo={(A%), (A Y),(AUA,ZUY),(1,1)}.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e i) [V]o=[V']o dans Go(KT'], F) .
L4 ZZ) [V]o = [V’]O dans Go(K[F],JT"(]) .
o iii) [V]; = [V']; dans Gy(K[I'], Fo) .

Théoréme 6 Sous les mémes hypotheéses que le théoréme 3.5 et si on suppose de
plus que le corps K contient les racines '™ de 'unite’, alors I’ application :

Ty : Go (K[|, F) — Hom (Rx ()", Z)
Ve = To([V]e) © x+— <xv, x>

est un isomorphisme.
Cas cyclique

Soit I' = C), le groupe cyclique d’ordre n. Pour tout k divisant n, on désigne par
C} le sous-groupe de C,, d’ordre k. Posons

Fo= {(Cppcm(m,m/)(?l/) V(Cm, Cl), (Cm/, Cl/) dans F,Cy, C Cy C Cm} .
Théoréme 7 Soit K un corps contenant les racines n**™* de l'unité. L application :

Ty : Go(K[C,),F) — Hom(Rx(C,),Z)
Ve = To([V]o) : x— <xv, x>

est un isomorphisme.
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