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1 Introduction aux variétés de dimension 3

Dans cet exposé, pour un entier naturel k£, nous appelons k-variété une variété topolo-
gique (& homéomorphisme pres), compacte, orientable, connexe, sans bord (sauf précision
contraire) de dimension k.

Avec cette définition que nous expliciterons ultérieurement, nous pouvons donner les
listes completes et sans répétition des 1-variétés et des 2-variétés que nous appelons ici
simplement surfaces. La seule 1-variété est le cercle S*, et, pour chaque entier naturel g,
il y a exactement une surface : la surface ¥, de genre g dessinée sur la figure 2.
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Fig. 1 — SY, la sphére S? = X et le tore S* x St =%,
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Fig. 2 — La surface de genre g

Pour les 3-variétés, le probleme de la classification n’est pas résolu, c’est-a-dire que
nous ne connaissons pas de telle liste, et le principal but de la topologie de dimension 3
est d’en fournir une.

x. CNRS, Institut Fourier (UMR 5582)
t. Conférence du 15 décembre 1998
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Nous disposons pour cela de plusieurs manieres de représenter les 3-variétés, nous
allons décrire deux d’entre elles, les scindements de Heegaard et les chirurgies. Nous
disposons aussi d’invariants, fonctions des 3-variétés dans des ensembles mieux connus
(telles le genre pour les surfaces), qui nous permettent souvent de distinguer des 3-variétés
différentes. Nous appliquerons nos deux représentations des 3-variétés a deux constructions
distinctes d’un méme invariant topologique récent des 3-variétés : I'invariant de Casson.

Avant de donner des constructions générales, examinons quelques exemples naturels
de 3-variétés.

Notre 3-variété préférée sera la sphere S? de dimension 3 de R* :

S = {x = (21,29, ¥3,24) |75 + 25 + 25 + 27 = 1}.

On peut voir S? comme la réunion de deux boules B? de dimension 3, B3 = {(x1, 22, 73) €
R3|af + 23 4+ 23 < 1}, B? = {z € R*N S¥zy > 0} et B® = {& € R* N 5?4 < 0} dont
les bords homéomorphes & S? sont recollés, c’est-a-dire identifiés I'un & l'autre par un
homéomorphisme. Ceci s’écrit

5% = B% Uge B2
S3 est aussi le compactifié d’Alexandroff de I’espace ambiant R?,
S® = R? U {point & l'infini}

comme nous le montre par exemple I’équation B3\ {point 0} = S?x]0,1] = S? x [1,00][.
Ici comme dans tout 'exposé, nous regardons les variétés a homéomorphisme pres et le
signe = signifie homéomorphe.

Mentionnons aussi a titre d’exemples les 3-variétés produits X, x S*, le groupe de Lie
SO(3) des isométries positives de R? et le quotient SO(3)/ A5 de SO(3) par le sous-groupe
des isométries positives qui préservent l’icosaedre régulier.

2 Scindements de Heegaard des 3-variétés

Un corps a g anses est la 3-variété H, a bord bordée par ¥, que I'on voit sur la figure
2. 1l est obtenu & partir de la boule B? en lui ajoutant g anses comme le montre la figure
3, ce qui explique la terminologie.
Fait 2.1 Toute 3-variété M s’écrit

M = Hsgl) UEE,”&E?) Hg(z)

ot Hél) et Hf) sont deux copies de Hy et h désigne un homéomorphisme qui identifie le
bord 8Hg(l) = Egl)deHg(l) au bord Zéz) de Hg(2).

Ces décompositions des 3-variétés, introduites par Heegaard a la fin du dix-neuvieme
siecle sont appelées scindements de Heegaard. Les remarques qui suivent nous aideront a
les dessiner.

Remarquons d’abord que la connaissance complete de I'’homéomorphisme h n’est pas
nécessaire a la reconstruction de la variété M. Il suffit de connaitre les courbes images des
méridiens {x?)}i:lv,_’g de Hg(,z) par ’homéomorphisme h™!, hil(xgz)) =y

En effet, on reconstruit M comme suit :

M= (Hgsl) Uyoxr (Ui Dy, x 1)) Ugz B°
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Fig. 3 — Le corps en anses de genre g

C’est-a~dire que 1’'on obtient M en collant d’abord Hél) chaque cylindre D,, x I produit
d’un disque D,, de bord y; par l'intervalle I le long d’un voisinage annulaire y; x I de
Y; sur Eél). Apres ce premier collage des anses de HéQ), il reste a reboucher la 3-variété
obtenue qui a pour bord une spheére par la boule B3.

Ce procédé définit M (toujours a homéomorphisme pres) sans ambiguité. Montrons

par exemple que le rebouchage par une boule est bien défini. Il suffit de voir que si
3

deux 3-variétés M; et My sont homéomorphes en dehors de l'intérieur B d’une boule
3 3

B3, c’est-a-dire si il existe un homéomorphisme ¢ de M;\B; dans M,\B,, alors M; est
homéomorphe & M,. Or, ¢ induit un homéomorphisme 1) du bord S? de la premiere boule
B? dans le bord S? de B3, qui se prolonge naturellement a l'intérieur des boules par
la formule ¢ (tx) = ty(x) pour t € [0,1], x € S?, ce qui permet de prolonger ¢ en un
homéomorphisme de M; dans M.

Nous allons maintenant caractériser les systemes images du systeme des méridiens x;
par un homéomorphisme. Il est clair qu'un tel systeme doit satisfaire les conditions de la
définition suivante.

Definition 2.2 Un ¥ -systeme est une famille de g courbes fermées plongées dans X,
deux a deux disjointes, qui ne sépare pas X .

La réciproque est aussi vraie (et facile a voir & partir de la classification des surfaces
et d’une caractérisation algébrique du genre par exemple a l'aide de la caractéristique
d’Euler), pour tout X -systeme {y;}i—1__,, il existe un homéomorphisme h de X, tel que
h(z;) = y;.

Ainsi, on peut voir toute 3-variété comme un Yg-systeme y dessiné sur un corps en
anses. La figure 4 nous montre quelques scindements de Heegaard de la sphere S3. Notons
que la sphere S3 est la seule 3-variété qui admet un scindement de Heegaard de genre 0.

Le genre d’un scindement de Heegaard est bien str celui de la surface commune aux
deux corps en anses.
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Fig. 4 — Quelques scindements de Heegaard de la sphére S3

Le ¥ -systeme peut aussi se représenter sur un disque. Il suffit pour cela de couper

Egl) le long des courbes w;, ce qui transforme X, en un disque a (2¢g — 1) trous.

La figure 5 montre un scindement de Heegaard de la sphere de Poincaré SO(3)/As
telle qu’elle apparait (aux notations pres) dans [P2, fig. 4] comme un exemple de sphere
d’homologie de dimension 3 distincte de S®. Une sphére d’homologie est une 3-variété qui
a la méme homologie que S®, on peut aussi définir de maniére équivalente une sphere
d’homologie comme une 3-variété ou tout nceud (plongement de S') borde une surface (a
bord!) plongée.

Fig. 5 — La sphére de Poincaré représentée par un scindement de Heegaard de genre 2

Poincaré avait conjecturé en 1900 [P1] qu’'une telle sphére devait nécessairement étre
homéomorphe & S? avant de publier ce contre-exemple sous la forme de la figure 5. Il avait
alors transformé sa question en demandant si une sphere d’homotopie devait nécesairement
étre homéomorphe & S3. (Une 3-variété M est une sphére d’homotopie si et seulement si
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elle vérifie I'une des trois conditions équivalentes suivantes, tous les groupes d’homotopie
de M sont égaux & ceux de S3, (M) = 1, ou, tout plongement de S' dans M s’étend en
une application continue du disque dans M) Cette question connue sous le nom de conjec-
ture de Poincaré est sans doute la question la plus célebre de la topologie de dimension
3, elle reste ouverte.

Deux scindements de Heegaard d'une 3-variété M sont dits isomorphes si il existe un
homéomorphisme de M qui transforme la surface d’un scindement en la surface de I'autre.
La somme connexe de deux 3-variétés M; et M, est définie comme suit :

MMy NN\ B3 Uge M)\ B?

La somme connexe de deux scindements de Heegaard est définie de sorte que la boule
enlevée a chacune des variétés scindées coupe la surface du scindement selon un disque et
que le recollement identifie les bords des deux disques. La somme connexe est ainsi natu-
rellement scindée. Une stabilisation d'un scindement de Heegaard est la somme connexe
de ce scindement avec le scindement de genre 1 de S®. Graphiquement, on peut voir une
stabilisation comme 1'opération qui permet de passer du premier scindement de S? x S1
au deuxieme sur la figure 6.

1 z1 T2

Fig. 6 — Deux scindements de Heegaard de S? x S!

Théoreme 2.1. (Reidemeister-Singer (1933)) Deuz scindements de Heegaard d’une méme
variété deviennent isomorphes apres un nombre fini de stabilisations élémentaires.

L’existence des scindements de Heegaard et ce théoreme fournissent bien str une
définition des 3-variétés, mais il est temps de justifier ce qui pour I'instant ressemble trop
a des abus de langage par un véritable théoreme de structure des 3-variétés.

3 Définition des 3-variétés

Ici, une variété topologique M de dimension n est un espace topologique séparé re-
couvert par une réunion dénombrable d’ouverts U;(i € I) , ou chaque U; est identifié par
un homéomorphisme ¢; : U; — V; a un ouvert V; de R"™. Les variétés sont considérées a
homéomorphisme pres, c’est-a-dire que deux variétés homéomorphes sont identiques.

Pourr =1,..., 00, la variété topologique M a une structure de variété différentiable de
classe C" ou variété C" | si, pour chaque paire {i,j} C I, I'application ¢; o ¢;* définie sur
¢i(U;NU;) est un difféomorphisme de classe C”. La notion d’application différentiable de
classe C*, s < r, entre deux telles variétés se définit naturellement grace aux identifications
locales de ces espaces avec des espaces euclidiens ou elle est bien connue, et les variétés
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C" sont considérées a difféomorphisme C" pres. Si R™ est orienté et si les applications
¢j o ¢! préservent D'orientation pour {i,j} € I, la variété M est dite orientée.

On peut aussi définir les variétés PL ou linéaires par morceaux de dimension 3 comme
suit. Un simpleze de dimension n est I'enveloppe convexe de (n+1) points affinement
indépendants dans R", par exemple, un simplexe de dimension 3 est un tétraalre. Appelons
triangulation d’'un espace topologique X un recouvrement dénombrable localement fini
de X par des k-simplexes k < n tel que (1) toute face d'un de ses simplexes est encore un
de ses simplexes et (2) deux quelconques de ses simplexes qui se rencontrent exactement
le long d'un de ses simplexes. Une subdivision T’ d’une triangulation 7" de X est une
triangulation de X telle que chaque simplexe de T” est inclus dans un simplexe de T
Deux triangulations de X sont équivalentes si elles ont des subdivisions isomorphes. Une
variété PL est une variété topologique munie d’une classe d’équivalence de triangulations.
Le théoreme suivant assure que pour les 3-variétés, toutes ces notions coincident.

Théoréme 3.1. Les catégories des variétés topologiques, C* et PL sont identiques en
dimension 3.

Cet énoncé entraine par exemple que toute variété topologique a une unique structure
C. 11 contient plusieurs théoremes dus a, différents auteurs (voir [Ku]). L’équivalence
entre les catégories C%,i = 1,2, ..., 00 découle du travail [Whi] de Whitney en 1936. En
1934, Cairns [Cal| a fourni la fleche de la catégorie Cl vers la catégorie PL, 'existence d'une
triangulation sur les variétés C', il a montré (Ca2, Theorem III] qu’elle était surjective
en 1940. Moise [Mo] a montré en 1952 1'équivalence entre la catégorie topologique et la
catégorie PL. Le diagramme a été complété indépendamment par Munkres [Mu, Theorem
6.3] et Whitehead [Wh] qui ont prouvé en 1960 l'injectivité de la flec.he naturelle de la
catégorie O vers la catégorie topologique.

Cet énoncé nous permet de ne décrire que la topologie de nos 3-variétés, de coller sans
lisser, et d’utiliser des outils de topologie différentielle comme les voisinages tubulaires
ou la théorie de Morse pour les étudier. La théorie de Morse-Smale, par exemple, nous
fournit tres facilement l'existence des décompositions de Heegaard tandis que 1’étude
de l'espace des fonctions de Morse de Cerf [Cerf] entraine directement le théoreme de
Reidemeister-Singer dont une démonstration au moyen des triangulations a été donnée
par Siebenmann [S]. Remarquons qu'une triangulation d’une 3-variété produit aussi un
scindement de Heegaard naturel ot I'un des deux corps en anses est un voisinage régulier
du 1-squelette (graphe formé des arétes et des sommets) de la triangulation.

Maintenant, en I’absence d’indication contraire, toutes les variétés sont compactes et
orientées. Les bords des variétés (a bord!) sont orientés avec la convention de “la normale
extérieure en premier”. Nous regardons toujours les variétés a homéomorphismes orientés
pres et les plongements isotopie ambiante pres.

4 L’invariant de Casson des spheres d’homologie

Soit M une sphere d’homologie, A. Casson a défini A(M) comme un nombre algébrique
de classes de conjugaison de représentations irréductibles de 7 (M) dans SU(2) comme
suit. (Pour les détails, le lecteur est invité consulter [AM], [M] ou [GM].)

Soit M = A Uy B un scindement de leegaard de M.X = 0A = —0B. (Le signe
— devant une variété orientée change 'orientation.) Pour X = M, ¥, A ou B, appelons
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R(X) I'espace des classes de conjugaison de representations irréductibles de 71(X) dans
SU(2).

Les inclusions de ¥ dans A et B identifient R(A) et R(B) a des sous-espaces de R(X),
et le théoreme de Van Kampen identifie R(AM) & R(A) NR(B). De plus, les espaces R(A),
R(B) et R(X) ont des structures naturelles de variétés différentiables (non compactes).
Pour ces structures, R(A) et R(B) sont des sous-variétés de dimensions complémentaires
de R(X), leur intersection est compacte et une orientation de M permet de coorienter
R(A), R(B) et R(X). Ceci permet de définir le nombre d’intersection < R(A), R(B) >grx)
de R(A) et R(B) dans R(X). En effet, R(A) peut étre rendu transverse a R(B) dans
R(X) par une isotopie a support compact qui perturbe 'inclusion de R(A) dans R(X);
apres cette isotopie, R(A) et R(B) se rencontrent en un nombre fini de points auxquels
correspondent des signes (+1) ou (-1). < R(A), R(B) >g(x) est la somme de ces signes.

L’imprécision sur la coorientation mise a, part, Casson a défini son invariant comme :

AM) = 5 < R(4), R(B) >res)

Casson a démontré I'invariance de \ ainsi défini, en utilisant le théoréeme de Reidemeister-
Singer et en suivant la transformation de la présente définition lors d’'une stabilisation.

5 Présentations de chirurgie des variétés de dimension 3

Si une 3-variété M, un neud K de M, et un parallele p de K -c’est-a-dire une courbe
parallele a K sur le bord d'un voisinage tubulaire T'(K') de K— nous sont donnés, nous
pouvons construire la variété x(M; (K, p)) obtenue partir de M par chirurgie sur (K, )
comme suit. Nous enlevons l'intérieur de T'(K) de M et nous le remplagons par un tore
plein D? x S* recollé le long du bord 0T (K) de T(K) par un homéomorphisme de 0T (K)
dans 0D? x S qui envoie p sur 9D?* x {1}.

X(M; (K, 11)) = M\T(K) Ugr(yma(pzxs1y D* x S*

Remarquons que la variété x(M; (K, 1)) est ainsi définie sans ambiguité. En effet, elle est
obtenue en recollant un disque épaissi & M\T(K) le long d’un anneau autour de p dans
OT(K), et, en remplissant la sphére S? qui apparait sur le bord de la variété par une boule
standard B? de dimension 3.

On appelle (K, x) un neud pondéré. Une collection de nceuds pondérés disjoints est
un entrelacs pondéré. On généralise naturellement la chirurgie sur les nocuds pondérés a
la chirurgie sur des entrelacs pondérés en effectuant simultanément la chirurgie sur toutes
les composantes de I'entrelacs. Le théoreme qui suit, élégamment démontré a partir des
scindements de Heegaard dans [Ro|, nous motive pour 1’étude de cette opération.

Théoreme 5.1. (Lickorish [Lil, Wallace IW] 1960) Toute 3-variété peut étre obtenue a
partir de la sphére standard S® de dimension 3 par chirurgie sur un entrelacs pondéré.

Nous allons maintenant introduire les nombres d’enlacement qui nous aideront a para-
métrer les chirurgies. Soit J et K deux nceuds disjoints dans une sphere d’homologie M.
Il existe une surface ¥ bordée par K . Le nombre d’enlacement de J et K, lk(J, K), est
alors défini sans ambiguité comme le nombre d’intersection algébrique de J et X. Il est
symétrique.
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Fig. 7 — Une présentation de chirurgie de la sphere de Poincaré (voir [R])

Lorsque M est une sphere d’homologie, la classe d’isotopie dans OT'(K) de la courbe
caractéristique p de la chirurgie est déterminée par le nombre d’enlacement de p et K dans
M et le noeud pondéré (K, u) est aussi noté (K, lk(K,u)). En particulier, un entrelacs
pondéré de S? est un entrelacs dont les composantes sont pondérées par des entiers.

Le calcul de Kirby qui relie deux présentations de chirurgie d’'une méme variété renforce
notre intérét pour I’étude des chirurgies. En voici la version de Fenn et Rourke.

Théoréme 5.2. (Fenn-Rourke [FR], Kirby [K] 1978) Deuz entrelacs pondérés de S* qui
présentent la méme S-variété s’obtiennent 'un de ['autre par une suite finie de mouve-
ments FR dont la description suit.

Soit L un entrelacs pondéré de S® dont une composante U est un noeud trivial U muni
d’'un parallele py tel que lk(U, uy) = € = 41. Considérons un cylindre I x D? plongé

dans S?\T'(U) de sorte que I x S! soit plongé dans 9T (U). Soit 7 'homéomorphisme de
S3\T(U) qui est I'identité en dehors du cylindre, et qui twiste le cylindre autour de son
axe en envoyant pug sur le méridien de U. 1l est clair que 7(L\U) présente la méme variété
que L (ot nous pensons aux entrelacs pondérés comme a des entrelacs munis de courbes
lorsque nous écrivons 7(L\U)). Nous définissons un mouvement F R comme l'opération
décrite ci-dessus qui transforme L en 7(L\U) ou son inverse.

D’apres les théoremes ci-dessus, pour définir un invariant des variétés fermées de di-
mension 3, il suffit de trouver une fonction des entrelacs pondérés invariante, par mouve-
ment F'R. Faute de bons candidats, ce procédé n’avait pas été utilisé avant 1988. Depuis,
avec l'invasion des invariants quantiques, bon nombre d’invariants de variétés de dimen-
sion 3 doivent la preuve de leur invariance a ce principe élémentaire ([R-T], [Wal,... ), mais
la plupart d’entre eux souffrent cruellement d’un manque d’interprétation topologique. Ici,
nous allons nous appuyer sur ce principe pour donner une deuxiéme construction (dune
généralisation) de I'invariant de Casson que nous savons déja interpréter géométriquement.

6 Une formule de chirurgie pour l’invariant de Casson.

Afin de présenter une fonction F invariante par mouvement FR, nous commencons
par introduire quelques notations. Soit L = (K;);cn un entrelacs pondéré dans une sphére
d’homologie M, K; = (K;, ;) = (K, lk(p;, K;)). N = {1,...,n} est 'ensemble des in-
dices des composantes de L. Pour une partie I de N, Ly = (K;)ier. E(L) = [(;; =
Uk(pi, Kj))i j=1,...n désigne la matrice d’enlacement symétrique de L. b~ (L)(resp. b (L))
est le nombre de valeurs propres négatives (resp. positives) de F(L). Nous pouvons main-
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tenant poser :

Fy(L) = (-1)" ® Y det(E(Ly))a(Ly)
IEN,I#£0
b (L) — b~ (L)

+|det(E(L))| 3

avec
(-1

oty = (& + S 1w

ot Lg(L) et ¢(L) sont décrits ci dessous.

Lg(L) est un polyndéme homogene en les coefficients de la matrice d’enlacement : soit
GG un graphe dont les sommets sont indexes par les éléments de IV ; associons a une aréte e
de G dont les extrémités sont indexées par ¢ et j le nombre (k(L; e) = ¢;; ; définissons alors
lk(L; G) comme le produit sur toutes les arétes e de G des lk(L;e). Maintenant, Lg(L)
est la somme des [k(L; G) ou G parcourt tous les graphes dont les sommets sont indexés
par les éléments de N et dont l'espace sous-jacent a la forme du chiffre 8 constitué de
deux cercles orientés distingués (nord et sud) avec un sommet en commun. (Si N = {1},
Lg(L) == 6%1 ) si N~: {1, 2}, Lg(L) == 2(611 + 622)6%2 .. )

Le coefficient { est un sous-produit du polynome d’Alexander a plusieurs variables A
(défini et normalisé comme dans [Hal et [BL2]) pour les entrelacs & plusieurs composantes
et du polynome d’Alexander A classique des nceuds qui est 'ordre du H; du revétement
infini cyclique de M\ K, vu comme le Z[t, t~!]-module naturel qu’il est, normalisé de sorte

que A(1) > 0 et A(t) = A@™).

- (=) 5E S (D)1, 1) sin> 1,
e ={ i sin=1, v

Maintenant nous pouvons énoncer le théoreme :

Théoréme 6.1. ([L1], 1992) Il existe un invariant topologique rationnel X des 3-variétés
tel que pour tout entrelacs pondéré L de S3,

AX(S% L)) = Feo(L).
L’invariant A\ ainsi défini vérifie la formule de chirurgie plus générale :

Propriété 1. Pour tout entrelacs pondéré H d’une sphére d’homologie M,
AX(M; H)) = |det(E(H))|AM) + Fy (H).

Le principe de la preuve du théoreme qui n’aurait probablement pas existé sans les
travaux de Walker [Wa| et Boyer-Lines [BL1]| est treés simple. D’apres la version de Fenn
et Rourke du théoreme de Kirby, il suffit de montrer que les mouvements FR laissent la
fonction F invariante. Or F est une fonction d’invariants homologiques de I'extérieur de
I’entrelacs pondéré dont les variations lors d’'un homéomorphisme de cet extérieur sont
calculables au prix de quelques efforts combinatoires et calculées dans [L1].

La démonstration de la formule de chirurgie générale [L1] repose sur la méme remarque.

En 1985, Casson avait résolu des problemes célebres de topologie de basse dimension
en montrant que son invariant A possédait, entre autres, les propriétés suivantes :
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Théoreme 6.2. (Casson, 1985) L’invariant topologique entier \ des sphéres d’homologie
vérifie :
1. Si la représentation triviale est la seule représentation de m (M) dans SU (2), alors
AM) =0
2. M(—M) = —\(M)
3. A(Mi§Ms) = A(My) + A(M2)
4. Pour tout neud K dans une sphére d’homologie M, pour tout € = +1,

XM (K, €)) = MM) + SA(K)"(1)

Remarquons que cette derniere formule est exactement la formule de chirurgie de la
propriété 1 lorsque H = (K, e = +1).

Ceci, ajouté au fait classique suivant, montre que l'invariant A du théoreme 6.1 est
bien une généralisation de 'invariant de Casson.
Fait 6.3 Deux spheres d’homologie s’obtiennent ['une a partir de ’autre par une suite de
chirurgies sur des neuds pondérés par +1.

Il est clair que si, dans cet énoncé, les polynomes d’Alexander des nceuds de la suite
valent un, I'invariant de Casson des deux spheres d’homologie est le méme. La réciproque
suivante est vraie :

Propriété 2. ([L2], 1995) Deux spheres d’homologie qui ont méme invariant de Casson
s’obtiennent l'une partir de ['autre par une suite de chirurgies sur des nceuds de polynome
d’Alexander trivial pondérés par +1.

L’invariant A défini pour toutes les 3-variétés admet des interprétations topologiques
dans tous les cas. Ces interprétations et un grand nombre de propriétés récentes de A sont
décrites dans [L3].
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