Une équation de Schrodinger non linéaire stochastique

Anne de Bouard et Arnaud Debussche

L’équation de Schrodinger non linéaire est 'un des modéles de base pour décrire
la propagation d’ondes non linéaires dans les milieux dispersifs. Elle intervient dans de
nombreux domaines de la physique, tels que les ondes hydrodymamiques, 'optique non
linéaire ou la physique des plasmas. Dans certaines circonstances, le caractére aléatoire
du milieu doit étre pris en compte, avec en général des échelles de temps caractéristiques
négligeables devant les échelles de temps des phénomeénes déterministes. Il est donc bien
souvent naturel que la dépendance en temps des termes aléatoires intervenant dans
I’équation soit de la forme “bruit blamc”, tandis que ces termes aléatoires peuvent étre
corrélés en espace, ou non. De plus, un tel terme aléatoire peut intervenir dans I’équation
sous la forme d’un bruit additif (une force extérieure) ou d’un bruit multiplicatif (c¢’est
le cas par exemple d’un potentiel aléatoire).

Dans une premiére partie de I'exposé, on étudie le caractére bien posé dans L?(R™)
d’une équation de Schrodinger non linéaire avec un potentiel aléatoire. Lorsque ce po-
tentiel ne dépend que de la variable temporelle, il peut facilement étre éliminé par une
transformation de jauge, et n’a pas d’effet sur la dynamique du systéme, dans le sens
ou le bruit n’affecte que la phase des solutions. Dans certaines situations cependant, le
bruit dépend a la fois des variables spatiale et temporelle. Un tel modéle a par exemple
été propose par Bang et. al. [1], pour modéliser la propagation d’une excitation dans
certains agrégats moléculaires en présence de fluctuations thermiques. Dans ce cas, le
potentiel peut étre un bruit blanc en temps et I’équation s’écrit alors sous la forme

dz .

i (Az+12]*2) =9z, x €R", t >0, (1)
ol z est une fonction a valeurs complexes de t € RT et de z € R™ et ou 0 = 1. De plus,
7 est un processus gaussien a valeurs réelles dont la fonction de corrélation est donnée
par

E@n(z, )iy, s)) = clz, y)o(t —s) .

Le cas particulier ¢(x, y) = §(z —y) correspond au bruit blanc espace-temps, mais ce
cas est particuliérement difficile & traiter mathématiquement, et on considére en réalité
des fonctions de corrélation spatiale plus réguliéres.

Le produit apparaissant dams le membre de droite de (1) doit également étre inter-
prété correctement. Deux types de produits sont classiquement utilisés pour les processus
stochastiques. Le produit d’Ito est probablement le plus courant en mathématiques car
il permet 1’utilisation de puissants outils probabilistes. Le produit de Stratonovitch est
souvent plus naturel en physique, et intervient par exemple dans les équations obtenues
comme limites d’équations aléatoires avec des longueurs de corrélations finies. Ce dernier
produit permet également l'utilisation des régles de calcul classiques de différentiation

11



de fonctions composées. Une équation de Stratonovitch est toujours équivalente a une
équation d’Ito dans laquelle on a ajouté un terme correctif. Le produit intervenant dans
I'équation (1) est un produit de Stratonovitch, le seul qui permette la conservation de la
norme L? (en espace) de la solution (cette conservation de la norme L? est motivée par
des arguments physiques).

On donne maintenant une définition mathématique de 7 et de I’équation de Ito équi-
valente & (1). Soit (£2, F, P) un espace probabilisé, muni d’une filtration (F;)¢>0, et soit
(Bk)ken une suite de mouvements browniens indépendants associés a la filtration (F;)i>o.
Etant donnée une base hilbertienne (e, )ren de L? (R™ R) (Pespace des fonctions de L2
a valeurs réelles), et étant donné un opérateur linéaire symétrique ® sur L? (R™, R), le
processus

Wi(t, z, w) Zﬁktwq)ek x),t>0, xR we

est un processus de Wiener sur L2 (R™,R) , d’opérateur de covariance ®®* On pose alors

. dW
77 - dt Y
et I’équation (1) est réécrite sous la forme
idz — (Az+ f (|2]?) 2) dt = z 0 dW (2)

ou 0 désigne le produit de Stratonovitch et f(s) = s7 L’équation Tto équivalente est alors
donnée par

idz — (Az+ f(|22)2)dt = zdW — %z’zF@dt. (3)

La fonction Fg dams la correction d’Ito ne dépend que de P, et plus précisément,
o
Z (Pey(z))?, » € R,
k=0

cette quantité ne dépendant pas de la base (eg)ren. Par exemple, si Popérateur ® est
donné par un noyau K a valeurs réelles, alors

Fy(z) = |K(x, ')‘%Q(Rn)'

Pour obtenir I'existence et I'unicité d’une solution de (3), associée a la condition initiale
2(0) = zp, on utilise un argument de point fixe sur la formulation intégrale de 1’équation.
Le caractére multiplicatif du bruit considéré empéche de résoudre ’équation trajectoire
par trajectoire et nécessite de se placer dans un espace du type L?(€2, £) . Un argument
de troncature est alors nécessaire a cause du fait que le terme non linéaire n’est pas
lipschitzien. Si par exemple ® est donné par un noyau K vérifiant

K e L*(R" xR R)N L** (R} L* (R);R)),
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I'argument de point fixe peut étre mené a son terme, sous réserve que o < min(%, ﬁ)

On retrouve le fait que cette solution est solution de I’équation originale grace a une
estimation de la solution de I’équation tronquée dans I'espace L'(2; L7(0, T; LY(R™))) ,
estimation dont la difficulté est due a la présence de l'intégrale stochastique.

Dans une seconde partie, on étudie ’explosion en temps fini des solutions d’'une équa-
tion de Schrédinger non linéaire stochastique avec un bruit additif complexe, beaucoup
plus corrélé spatialement que le précédent. Cette équation s’écrit

idz — (Az + |2*72)dt = dW, (4)

ou comme précédemment, W est un processus de Wiener d’opérateur de covariance
®P*, mais qui cette fois est défini & I’aide d’une base hilbertienne de L?(R™) a valeurs
complexes. Le résultat d’existence précédent est toujours valable pour ’équation (4), et si
'on suppose que I'opérateur @ est plus régulier (par exemple que ® est Hilbert-Schmidt
de L*(R") a valeurs dans I’espace de Sobolev H*(R") avec s = 1+ %), et sio < -2,
alors on peut montrer 'existence locale de solutions de cette équation, a valeurs presque
sirement dans C ([0,7]; H'(R™)), ou T est un temps aléatoire. On montre alors que
I’énergie E; des solutions croit au plus linéairement en temps et on généralise le calcul
de viriel déterministe -c’est-a-dire le calcul de I'évolution en temps du moment d’inertie

/ 222 (t, o)2de

d’une solution en fonction de Iénergie E;(z(0)) . Ceci nous permet d’obtenir 1’explo-
sion en temps fini de certaines solutions, lorsque la puissance du terme non linéaire est
surcritique, c’est-a-dire lorsque o > 2/n, au sens suivant : si

E(E1(2(0)) < =€ <0,

pour une constante C' qui ne dépend que du bruit (de 'opérateur de covariance ®), alors
il existe un temps 7 fini tel que

E(||z()||51) — oo, lorsque t — T*

A T'aide d’un argument de controle déterministe et en utilisant I'irréductibilité du semi-
groupe de transition associé a I'équation (4), on montre que ce résultat est en fait vrai
pour toute donnée initiale, et que de plus T™ peut étre choisi totalement arbitrairement :
ainsi I'espérance de la norme H! des solutions n’est jamais finie bien que ces solutions
existent trajectoriellement sur un intervalle de temps aléatoire, c’est-a-dire qu’a w fixé,
la solution z(t, ., w) existe et appartient & H'(R") sur [0, 7*(w)[.
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