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Introduction :

On rappelle qu'un nombre complexe est dit algébrique sur @Q, s’il annule au moins
un polyndéme non nul & coefficients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu’il est
transcendant. Plus généralement, on dira que n nombres complexes sont algébriquement
dépendants sur Q, s’ils annulent au moins un polynéme non nul en n variables a coef-
ficients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu’ils sont algébriquement indépendants
sur Q.

Depuis longtemps, on s’attache & montrer des résultats de transcendance. Ainsi, en
1873, Hermite montrait la transcendance de e; en 1882, Lindemann prouvait celle de
7.A la méme période, on obtenait le théoréme de Lindemann-Weierstrass :

Soient aq, ..., a, € C, algébriques sur Q, et linéairement indépendants sur Q. Alors,
..., e’ sont algébriquement indépendants sur Q.

Plus récemment, en 1996, Y. Nesterenko a prouvé que 7 et €™ sont algébriquement
indépendants sur Q. En revanche, on ne sait toujours rien concernant l'indépendance
algébrique de e et m. Notre intérét porte ici, sur le théoréme suivant, prouvé indépen-
damment par W.D. Brownawell [1] et M. Waldschmidt [5] en 1971 :

Théoréme 1 -Soient x1 et vy (respectivement y1 et y2) des nombres complexes linéai-
rement indépendants sur Q tels que €21 et €22 sont algébriques sur Q, alors deux au
moins des nombres

e

T1Y1 T2Y1
T1, T2, Y1, Y2, € , €

sont algébriquement indépendants.

Nous donnons un théoréme analogue, dans un corps de caractéristique finie que nous
allons définir.
Définition du cadre :

Soit p un nombre premier et ¢ une puissance de p. On note A =[],k = [',(T) son
corps des fractions, et koo = [',((1/7)) le complété de k pour la valuation 1/7T-adique
que I'on prolonge a une cloture algébrique k (resp. ks ) de k (resp. de k). On note
encore C' = (koo)oo le complété de k. On sait alors que C est algébriquement clos. La
valuation précedente se prolonge & C' et la valeur absolue d’un élément de C est définie
de la maniére suivante :

Va € C, |a] = ¢ = ¢98(@) ayec deg(0) = —oo.
On note 7 : z — 2 endomorphisme de Frobenius défini sur C, et k{r} = {d_"  a;7'|n €
N,a; € k Un module de Drinfeld de rang d > 1 défim sur & est un homomorphisme
d’anneaux ¢ : I'y[T] — k{7} tel que :
o(T) =T1° + 7+ ... 4 7477,
ol 74 # 0. Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisee par :

e'(0) =1 et Va € A, e(az) = p(a)(e(z)).
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Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le réseau des
périodes noté A. On notera R, 'anneau des multiplications de A défim par :

Ry = {’)/ S C”}/A - A}

C’est un A-module auquel on peut prolonger ¢. On note ky le corps des fractions de Ry,
c’est une extension de degré au plus d de k. Le tableau suivant donne les analogies entre
la caractéristique nulle et la caractéristique finie :

en caractéristique 0 en caractéristique p

Y/ A=TF,T]

Q k= FQ(T)

R koo =F,((1/T))

C C=(kso)oo

exp e
Enoncé :
Théoréme 2 -Soient x1, ..., v, € C, kx-lineairement indépendants, soient de méme
Y1, - -, Y, C, k-lineairement indépendants. On suppose que pour i =1, ..., u,e(x;y,) est
algébrique sur k.

Sivp > v+ dp alors deux au moins des nombres x;,y;, e(x;y;) (pour i =1,..., p et

j=1,...,v) sont algébriqguement indépendants sur k.

plan de preuve - On montre que 'on peut supposer que, pour tout a dans A, les
coefficients ¢;(a) de ¢(a) = D1, i(a)T" sont dans Ala], et que, pour i =1, ..., u, on
a Ae(z;y,) € Alal, ot a € C est algébrique sur k, entier sur A, et A appartient a Ala].
On suppose le théoréeme 2 faux. On peut supposer comme précédemment, sans se re-
streindre, que les nombres z;,y;, e(x;y;) pour ¢ =1, ..., pet j =1,.. ., v —1 sont
dans L = k[a](01)[05], ou 0; € C est transcendant sur k[a] et 0 € C est algébrique sur
k[a](6y) , entier sur Ala, 0y].

La preuve se fait alors en quatre étapes. Dans la smte, les C; > 0 seront des constantes
ne dépendant pas de ¢, et m, go, g1, g2, s sont des fonctions de N dans RT, que nous
n’expliciterons pas ici.

- Premiére étape : Pour chaque ¢t € N, on construit une fonction entiére F(z) =
Py(z,e(x12),...,e(z,2)) ou P = prxxgo .. X" avec p, € Alfy], et :
degy, () <mf(t)et sii#0 degy, (F) < go(t)
degy (py) < Cim(t)logm(t) et degy, (py) < Cam(t)

et F' g’annule au moins & 'ordre m(t) en les points a1y + ... + a,y, ol a; € A tels que
la;)] < gi(t)sii=1,...,v—1et |a,] < gat) .

- Deuxiéme étape : Par un lemme de zéro (L. Denis [2]), on montre que si F' s’annule
a l'ordre M en les a1y + ...+ a,y, introduits précédemment, alors :
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- Troisiéme étape : On utilise un lemme de Schwarz ([6] lemme 2.3), pour montrer
que, pour un certain By > 0 :

sup{deg(F(z)) | degz < Bylog(m(t))} < Cys(t).

- Quatriéme étape : Soit so le plus grand entier tel que F' s’annule & 'ordre sy — 1 en
les a1y1 + ... + a,y, introduits précédemment. Alors il existe y = >0 a;y; tel que
le coefficient de Taylor de F(z 4+ y) a l'ordre so soit non nul. Ce coefficient est dans
k[a](61)[0s], on le multiplie par un dénominateur pour obtenir Y; € Ala, 60, 65]. On
note N I'application norme de l'extension finie k(0;) — k[a](61)[fs]. Ainsi, N(Y;) =
P,(01) € Alt,]. Grace a la premiére étape, on obtient une majoration du degré de P,
et des degrés (en T') de ses coefficients. La troisiéme étape nous donne une majoration
de |Py(01)]. Le polynome P; et le nombre 0 vérifient ainsi les hypothéses d’un critére
de transcendance (cf [4]), qui affirme alors que pour t assez grand, P:(#;) = 0, ce qui
contredit la transcendance de 6.

Cas particulier :
On considére le cas du module de Carlitz, ot d = 1,¢.(T) = T7° + 7!. Son exponen-
tielle e. vérifie alors :

Vz €C, e.(Tz) =Te.(2) + e.(2)1.

Le réseau des périodes est A = TA. Les théorémes d’Hermite et de Lindemann sont
démontrés en caractéristique finie, ¢’est-a-dire que 7 et e.(1) sont transcendants sur k.
A. Thiery a prouvé le théoréme de Lindemann-Weierstrass pour les modules de Drinfeld.
Ici, le théoréme 2 a le corollaire suivant :

Corollaire - Soient x1,x2 (resp. y1,y2) € C, A-linéairement indépendants. On suppose
que e.(x1Ya) et e.(x2ys) sont algébriques sur k, alors deur au moins des nombres z;, y;,
ec(z;y;) (pour i, =1 ou 2) sont algébriquement indépendants sur k.
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