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Introduction :
On rappelle qu'un nombre complexe est dit algébrique sur Q, s'il annule au moins

un polynôme non nul à coe�cients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu'il est
transcendant. Plus généralement, on dira que n nombres complexes sont algébriquement
dépendants sur Q, s'ils annulent au moins un polynôme non nul en n variables à coef-
�cients dans Q. Dans le cas contraire, on dira qu'ils sont algébriquement indépendants
sur Q.

Depuis longtemps, on s'attache à montrer des résultats de transcendance. Ainsi, en
1873, Hermite montrait la transcendance de e ; en 1882, Lindemann prouvait celle de
π.A la même période, on obtenait le théorème de Lindemann-Weierstrass :

Soient a1, . . . , an ∈ C, algébriques sur Q, et linéairement indépendants sur Q. Alors,
ea1 ,. . . , ean sont algébriquement indépendants sur Q.

Plus récemment, en 1996, Y. Nesterenko a prouvé que π et eπ sont algébriquement
indépendants sur Q. En revanche, on ne sait toujours rien concernant l'indépendance
algébrique de e et π. Notre intérêt porte ici, sur le théorème suivant, prouvé indépen-
damment par W.D. Brownawell [1] et M. Waldschmidt [5] en 1971 :
Théorème 1 -Soient x1 et x2 (respectivement y1 et y2) des nombres complexes linéai-
rement indépendants sur Q tels que exy21 et ex2y2 sont algébriques sur Q, alors deux au
moins des nombres

x1, x2, y1, y2, ex1y1 , ex2y1

sont algébriquement indépendants.
Nous donnons un théorème analogue, dans un corps de caractéristique �nie que nous

allons dé�nir.
Dé�nition du cadre :

Soit p un nombre premier et q une puissance de p. On note A = Γq[T ], k = Γq(T ) son
corps des fractions, et k∞ = Γq((1/T )) le complété de k pour la valuation 1/T -adique
que l'on prolonge à une clôture algébrique k (resp. k∞) de k (resp. de k∞). On note
encore C = (k∞)∞ le complété de k∞. On sait alors que C est algébriquement clos. La
valuation précedente se prolonge à C et la valeur absolue d'un élément de C est dé�nie
de la manière suivante :

∀α ∈ C, |α| = q−v(α) = qdeg(α) avec deg(0) = −∞.

On note τ : z → zq l'endomorphisme de Frobenius dé�ni sur C, et k{τ} = {∑n
i=0 aiτ

i|n ∈
N, ai ∈ k Un module de Drinfeld de rang d ≥ 1 dé�m sur k est un homomorphisme
d'anneaux φ : Γq[T ] → k{τ} tel que :

φ(T ) = Tτ 0 + γ1τ + . . .+ γdτ
d,

où γd 6= 0. Il existe alors une unique fonction exponentielle e caractérisee par :

e′(0) = 1 et ∀a ∈ A, e(az) = φ(a)(e(z)).
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Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c'est le réseau des
périodes noté Λ. On notera RΛ l'anneau des multiplications de Λ dé�m par :

RΛ = {γ ∈ C|γΛ ⊂ Λ}.

C'est un A-module auquel on peut prolonger φ. On note kΛ le corps des fractions de RΛ,
c'est une extension de degré au plus d de k. Le tableau suivant donne les analogies entre
la caractéristique nulle et la caractéristique �nie :

en caractéristique 0 en caractéristique p
Z A = Fq[T ]
Q k = Fq(T )
R k∞ = Fq((1/T ))

C C = (k∞)∞
exp e

Enoncé :
Théorème 2 -Soient x1, . . . , xµ ∈ C, kΛ-lineairement indépendants, soient de même
y1, . . . , yνC, k-lineairement indépendants. On suppose que pour i = 1, . . . , µ, e(xiyν) est
algébrique sur k.

Si νµ ≥ ν + dµ alors deux au moins des nombres xi, yj, e(xiyj) (pour i = 1, . . . , µ et
j = 1, . . . , ν) sont algébriquement indépendants sur k.

plan de preuve - On montre que l'on peut supposer que, pour tout a dans A, les
coe�cients φi(a) de φ(a) =

∑n
i=0 φi(a)τ

i sont dans A[α], et que, pour i = 1, . . . , µ, on
a ∆e(xiyν) ∈ A[α], où α ∈ C est algébrique sur k, entier sur A, et ∆ appartient à A[α].
On suppose le théorème 2 faux. On peut supposer comme précédemment, sans se re-
streindre, que les nombres xi, yj, e(xiyj) pour i = 1, . . . , µ et j = 1, . . ., ν − 1 sont
dans L = k[α](θ1)[θ2], où θ1 ∈ C est transcendant sur k[α] et θ2 ∈ C est algébrique sur
k[α](θ1) , entier sur A[α, θ1].
La preuve se fait alors en quatre étapes. Dans la smte, les Ci > 0 seront des constantes
ne dépendant pas de t, et m, g0, g1, g2, s sont des fonctions de N dans R+, que nous
n'expliciterons pas ici.

- Première étape : Pour chaque t ∈ N, on construit une fonction entière F (z) =
Pt(z, e(x1z), . . . , e(xµz)) où Pt =

∑
χ pχX

χ0
0 . . . X

χµ
µ avec pχ ∈ A[θ1], et :

degX0
(Pt) ≤ m(t) et si i 6= 0 degXi

(Pt) ≤ g0(t)

degT (pχ) ≤ C1m(t) logm(t) et degθ1 (pχ) ≤ C2m(t)

et F s'annule au moins à l'ordre m(t) en les points a1y1 + . . .+ aνyν où ai ∈ A tels que
|ai| < g1(t) si i = 1, . . . , ν − 1 et |aν | < g2(t) .

- Deuxième étape : Par un lemme de zéro (L. Denis [2]), on montre que si F s'annule
à l'ordre M en les a1y1 + . . .+ aνyν introduits précédemment, alors :

M ≤ C3m(t).
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- Troisième étape : On utilise un lemme de Schwarz ([6] lemme 2.3), pour montrer
que, pour un certain B0 > 0 :

sup{deg(F (z)) | deg z ≤ B0 log(m(t))} ≤ C4s(t).

- Quatrième étape : Soit s0 le plus grand entier tel que F s'annule à l'ordre s0 − 1 en
les a1y1 + . . . + aνyν introduits précédemment. Alors il existe y =

∑ν
i=1 aiyi tel que

le coe�cient de Taylor de F (z + y) à l'ordre s0 soit non nul. Ce coe�cient est dans
k[α](θ1)[θ2], on le multiplie par un dénominateur pour obtenir Yt ∈ A[α, θ1, θ2]. On
note N l'application norme de l'extension �nie k(θ1) → k[α](θ1)[θ2]. Ainsi, N (Yt) =
Pt(θ1) ∈ A[θ1]. Grâce à la première étape, on obtient une majoration du degré de Pt,
et des degrés (en T ) de ses coe�cients. La troisième étape nous donne une majoration
de |Pt(θ1)|. Le polynôme Pt et le nombre θ1 véri�ent ainsi les hypothèses d'un critère
de transcendance (cf [4]), qui a�rme alors que pour t assez grand, Pt(θ1) = 0, ce qui
contredit la transcendance de θ1.

Cas particulier :
On considère le cas du module de Carlitz, où d = 1, φc(T ) = Tτ 0 + τ 1. Son exponen-

tielle ec véri�e alors :

∀z ∈ C, ec(Tz) = Tec(z) + ec(z)
q.

Le réseau des périodes est Λ = π̃A. Les théorèmes d'Hermite et de Lindemann sont
démontrés en caractéristique �nie, c'est-à-dire que π̃ et ec(1) sont transcendants sur k.
A. Thiery a prouvé le théorème de Lindemann-Weierstrass pour les modules de Drinfeld.
Ici, le théorème 2 a le corollaire suivant :

Corollaire - Soient x1, x2 (resp. y1, y2) ∈ C, A-linéairement indépendants. On suppose
que ec(x1y2) et ec(x2y2) sont algébriques sur k, alors deux au moins des nombres xi, yj,
ec(xiyj) (pour i, j = 1 ou 2) sont algébriquement indépendants sur k.
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