Inégalités pour la constante de temps
en percolation de premier passage
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La percolation de premier passage a été introduite en 1965 par Hammersley et Welsh
comme modéle pour les matériaux poreux (voir aussi [K84| pour les principaux résultats).
Pour représenter le médium poreux, nous considérons le graphe Z2, que nous munissons
de I'ensemble Ey des arétes joignant les plus proches voisins pour la norme |||, définie
sur R? par |(z,y)|li = |z| + |y|. Ces arétes modélisent les canaux microscopiques du
matériau susceptibles de laisser passer un liquide. Chaque aréte est alors munie d’un
temps de passage aléatoire t(e) représentant le temps nécessaire a la traversée de 1'aréte.

Nous supposons, pour la suite, que les (t(¢)).cr, sont indépendants et identiquement
distribués. Notons F' leur fonction de répartition commune, sur laquelle nous faisons en
outre les hypothéses (H) suivantes : F' est de moyenne finie, son support supp F est
inclu dans R* et inf suppF = 1. Remarquons que F n’est pas supposée continue a
priori. Le support de F' désigne ici I’ensemble des points o F' est strictement croissante,
c’est-a-dire 'ensemble des valeurs effectivement prises par le temps de passage t.

Le temps de passage d’un chemin est la somme des temps de passage des arétes qui le
composent et le temps de passage t(z,y) entre deux points z et y de Z? est I'infimum
des temps de passage de tous les chemins joignant = & y, définition que 1'on étend
aux points de R? en considérant les plus proches voisins. Cette grandeur représente le
premier instant ol un liquide, injecté en x au temps ¢t = 0 atteindra le point y. Nous
nous intéressons en particulier a I’ensemble des points atteints a partir de 'origine au
temps n : A(n) = {z € R%,(0,2) < n}.

Ceci nous donne une description microscopique du milieu poreux. Afin d’en déduire des
informations macroscopiques, nous recherchons des propriétés asymptotiques pour ce
modeéle.

Question 1 Quel est, pour x fixé, le comportement de (¢(0,nx)),en ?

Des techniques de théoréme ergodique sous-additif permettent de prouver lexistence
d’une vitesse directionnelle :

t(0 Et(0
n—-+oo n nelN* n

cette convergence ayant lieu presque sAsrement et dans L'. L’application z — () est
une norme sur R?, on notera A sa boule unité et x4 = p((0,1)) sera appelée constante de
temps du modéle de percolation de premier passage associé a F.

Question 2 Quel est le comportement de (A(n))pen ?
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Si F' a de plus un second moment fini, Cox et Durret, dans [CD81], prouvent le théoréme
de forme asymptotique suivant :

A
Ve >0, P ((1 —e)AC % C (1 +¢)A pour n suffisamment grand ) =1.

L’ensemble A décrit donc le comportement des sites mouillés au temps n, renormalisé
par n : on 'appelle forme asymptotique du modéle de percolation de premier passage
associé¢ a F'. C’est un ensemble compact convexe de R?, déterministe.

Question 3 Peut-on calculer g ou A en fonction de F'?

Le calcul de u, sans parler de celui de A, est un probléme ardu, non résolu pour l'instant.
Nous sommes donc particuliérement intéressés par les problémes d’approximation. Ainsi,
si (F),en converge faiblement vers F', un résultat de continuité de [CK81| assure que
(tn)nen tend vers p, et, en un certain sens, (Ay),.n tend vers A. Pourrait-on faire
mieux et trouver une approximation F', obtenue par troncature par exemple, ayant méme
constante de temps ou méme forme asymptotique que F'? Notre travail vise a répondre
a cette question, en étendant un résultat de Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93|.
Nous 'exposons dans le cadre de la domination stochastique :

Définition : soit F' et F deux fonctions de répartition sur R telles que pour tout réel
t,F(t) < F(t); on dit alors que F' domine stochastiquement F. Si F' et F' sont de plus
distinctes, on dit que la domination est stricte.

Un couplage des deux fonctions de répartition permet dans ce cas de voir que g <
et A C A. Notre probléme se reformule en ces termes : peut-on trouver une fonction
de répartition F vérifiant les hypothéses (H) et une fonction de répartition F sur R™,
de moyenne finie, strictement dominée par F' et telle que it = 7 Notons p; le seuil de
percolation critique en percolation orientée sur les arétes de Z? (voir [D84]).

Théoréme 1 (de comparaison) Soit F' vérifiant (H) et telle que F(1) > p.. Soit F'
une fonction de répartition sur R, de moyenne finie, strictement dominée par F. Alors

< .

Van den Berg et Kesten, dans [vdBK93|, ont prouvé le résultat analogue sous la condition
F(1) < pe. La suite s’organise de la faA§on suivante : dans un premier temps, nous
verrons comment ’hypothése F/(1) < p. intervient dans la démonstration de Van den
Berg et Kesten ; ceci nous conduira a étudier, dans le cas F'(1) > p. l'existence d’un bord
plat de la forme asymptotique A. Dans un deuxiéme temps, nous verrons comment la
détermination exacte de ce bord plat permet d’obtenir I'extension du théoréme de Van
den Berg et Kesten dans ce cas.

Détermination du bord plat de la forme asymptotique :

On suppose que F vérifie les hypothéses (H).
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Si F(1) < pe, alors avec une grande probabilité, il n’existe pas, si = et y sont suffisamment
¢loignés, de chemin joignant z & y et comportant exactement ||y — x||; arétes de temps
de passage 1. En effet, un tel chemin constituerait un chemin ouvert orienté dans le
modele de percolation orientée sous-critique de parameétre F'(1). En utilisant un principe
de grandes déviations pour la percolation orientée sous-critique et un procédé de renor-
malisation, Van den Berg et Kesten montrent 1’existence de trois constantes strictement
positives 0, A, B telles que pour tous points z et y de Z? :

(R)P (t(z,y) < (1+0)lly — zll) < Aexp (=Blly — z[l).

Un couplage de F' et F permet alors d’utiliser Iexcédent on de temps le long du chemin
de temps de passage t minimal entre 0 et n pour modifier ce chemin de faA§on a ce
qu’il utilise, avec une grande probabilité, un nombre proportionnel & n d’arétes telles
que t(e) < t(e) — s, avec s > 0. On en déduit alors que ji < .

Si F(1) > P, le résultat (R) n’est plus vrai : il existe avec une probabilité strictement
positive, des chemins infinis orientés ne contenant que des arétes de temps 1. Le long
de ces chemins, on ne peut pas espérer, si inf suppF = 1, trouver des arétes telles que
t(e) < t(e)—s. La premiére étape consiste donc a déterminer les directions dans lesquelles
de tels chemins existent, c’est-a-dire les x de R? tels que pu(x) = ||z||;. Le résultat suivant

généralise un théoréme de Durrett et Liggett dans [DL81] :

Théoréme 2 (bord plat) Soit F vérifiant (H) et telle que F(1) = p > p. Alors la
forme asymptotique A du modéle de percolation de premier passage associée a F' est
incluse dans {z € R? ||z|; < 1} et admet un bord plat entiérement déterminé par la
masse affectée & 1 par F':

An{z e R ||z]; =1} N (RT x RY) = [M,, N,],

ou M, est le point de coordonnées (8,,1 — 3,), N, est le point symétrique de M, par
rapport & la premiére bissectrice, 8, = % + f}—% et o, est la vitesse asymptotique dans le
modeéle de percolation orientée de paramétre p > p,. sur les arétes de Z? (voir [D84] pour
une définition). La preuve de ce résultat repose sur I'étude du modéle de percolation
orientée sous-jacent, et utilise un principe de grandes déviations en régime surcritique
ainsi qu’un procédé de renormalisation pour obtenir, dans les directions n’appartenant
pas au cone de percolation un analogue a (R).

Idée de la preuve du théoréme de comparaison :

La convexité de la forme asymptotique A assure que &+ > 3,. Cependant, nous aurons
w
besoin d’une inégalité stricte :

Théoréme 3 l% > B,

Ce résultat assure que pour joindre 0 a n, le moyen le plus économique en temps n’est
pas d’essayer de n’utiliser que des portions orientées ne comportant que des arétes de
temps de passage 1, (et donc des portions dont la pente est dans le cone de percolation
du modéle de percolation orientee sous-jacent) mais soit d’utiliser des arétes de temps
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supérieur, soit d’utiliser plus d’arétes que le minimum indispensable. La preuve de ce
résultat utilise des techniques de chaA®nes de Markov et de temps d’arrét dans le
modéle de percolation orientée.

Le théoréme 3 assure, via un résultat de grandes déviations, que de grandes portions du
chemin de temps minimal entre 0 et n vont avoir une pente n’appartenant pas au cone
de percolation du modéle de percolation orientée sous-jacent. Le long de ces portions,
on peut alors construire, comme Van den Berg et Kesten, des raccourcis, ce qu’on ne
pourrait pas faire sur une portion comportant le nombre minimal d’arétes, et uniquement
des arétes de temps de passage 1. On en déduit alors le théoréme de comparaison.

Conclusion :

Le théoréme 1 peut s’étendre dans chaque direction n’appartenant pas au cone de per-
colation, ainsi qu’au cadre d’un ordre plus général sur les fonctions de répartition (voir
[vdBK93]). Par contre, les théorémes 2 et 3 utilisent fortement des techniques propres a
la dimension 2; une extension du théoréme de comparaison aux dimensions supérieures
nécessiterait I’étude de la percolation orientée en dimension supérieure a 3, et en parti-
culier la mise aux points de résultats de type grandes déviations.
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