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Soit p un nombre premier qui est arbitraire mais fixe. Dans cet exposé nous allons
démontrer une version équivariante du théoréme suivant qui est da a Lionel Schwartz
aprés une conjecture de Nick Kuhn :

Théoréme 1 ([4]) Soit X un espace topologique. Si la cohomologie H*X est finiment
engendrée sur l'algébre de Steenrod, alors elle est de dimension finie en tant que F,-espace
vectoriel gradué.

Ici et dans ce qui suit H*X désigne la cohomologie mod p de X.

Tout d’abord, rappelons la définition de 1'algebre de Steenrod : on consideére la [F-
algébre graduée associative unitaire librement engendrée par les symboles Sq' quand
p = 2 et par les symboles P? et 5 quand p > 2, o1 i = 1, 2,.... Les degrés de ces symboles
sont [Sq’| =14, |P!| = 2i(p — 1) et |3] = 1. Pour i = 0 on définit également Sq° := 1 resp.
PY := 1. L’algébre de Steenrod A est le quotient de cette algébre par I'idéal engendré par
un certain ensemble de relations dites “relations d’Adem”. Elle posséde aussi la structure
d’une coalgébre ; en fait, c’est une algébre de Hopf. La cohomologie mod p d’un espace
topologique est un A-module, munie du produit U elle est aussi une A-algébre, et ces
deux structures satisfont a certaines conditions d’instabilité. En fait, cet exemple est a
I'origine des deux premiéres définitions ci-dessous :

Définition 1 e Un A-module M & gauche est dit instable si pour tout x € M, on a
Sq'z = 0 quand i > |z|(si p = 2) et 8P’z =0 quand 2i + e > |x|,e € {0, 1} (sip > 2) .
On désignera par U la catégorie des A-modules instables avec des applications A-linéaires
de degré zéro. Le produit tensoriel sur I, de deux A-modules instables, avec la structure
de A-module qui provient de la structure de coalgébre de A, est de nouveau un objet dans

Uu.

o Une A-algebre instable est un module K € U qui est a la fois une A-algébre as-
sociative commutative (dans le sens gradué) unitaire telle que Sq®lz = 2% (si p = 2)
resp. P12y = aP quand |z| est pair (si p > 2) . On note K la catégorie des A-algébres
instables avec des U-morphismes qui respectent la multiplication.

e Soit K € K. Un K — A-module instable est un module M € U avec une application
0: KM — M dans U qui fait de M un K-module. On désigne par K —U la catégorie
dont les objets sont les K — A-modules instables et dont les morphismes sont les U-
morphismes qui sont K-linéaires.
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Notons que si K = [, la catégorie K — U coincide avec U.

L’intérét des catégories K — U tient & l'observation suivante : soit G un groupe
topologique et X un G-espace. La projection qg : EG xg X — EG xq {pt} ~ BG
de la construction de Borel sur l'espace classifiant de G induit une application g, :
H*BG — H*(EG x¢ X) = : H:X qui fait de la cohomologie équivariante H:X de X
un H*BG — A-module instable. Voici le théoréme que nous allons démontrer :

Théoréme 2 ([1]) Soit G un groupe de Lie compact et X un G-espace. Si la coho-
mologie équivariante HEX de X est de type fini en tant qu’objet dans H*BG — U, alors
elle est finiment engendrée sur H*BG.

Ici, 'expression “H X est de type fini en tant qu'objet dans H*BG —U” signifie que
I"’A-module instable H:X ®pg«pe Fp (oit F,, est un H*BG-module via 'augmentation)
est finiment engendré sur A.

La démonstration de ce théoréme se fait dans deux étapes : premiérement on réduit
le probléme au cas ou G est un groupe unitaire, aprés on procéde par un argument de
récurrence sur n; le cas n = 0 correspondant au Théoréme 1.

Pour la réduction on utilise le fait que pour tout groupe de Lie compact il y a un
plongement G 2 U(n) pour un certain nombre n. Soit maintenant X un G-espace. Alors
U(n) xg X est un U(n)-espace, et le couple (p, j) : (G, X) — (U(n),U(n) x¢ X) induit
un diagramme commutatif

EG x¢ X "8 EU(n) <y (U(n) x¢ X)
qu

.|
Bp

BG 24 BU (n)

(n)

Comme EU (n) est un G-espace libre contractible, il peut étre utilisé comme modéle pour
EG. Avec cette observation il est clair que I'application induite (j);, : Hp(,,(U(n) X¢
X) — H}:X est un isomorphisme de H*BU(n) — A-modules instables. On observe éga-
lement que le module H*BG est finiment engendré sur H*BU (n) (cf. [3, Cor. 2.4]), ce
qui entraine qu’il est de type fini en tant qu’objet dans H*BU(n) — U. Maintenant il
n’est pas difficile de voir que pour démontrer le théoréme 2 il suffit de considérer le cas
G = U(n). Supposons alors que X est un U(n)-espace, n > 0, tel que Hi ()X est de type
fini en tant qu’objet dans H*BU(n) — U, et supposons que le théoréme a été démontré
pour tout n avec 0 < n < n. La démonstration que H;}(n)X est finiment engendré sur
H*BU (n) est conséquence de I'observation suivante :

Proposition 1 Soit X un U(n)-espace. On a une suite exacte courte dans la catégorie
H*BU(n — 1) —U de la forme

0— H*BU(n — 1) ®u+pum) HimX = HiyX = X2 7'7 (n — 1; Hjy(y X) = 0
ou
T (n - 1; H,’}(H)X) = {m € HiypyXl|eam = O}
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est considéré comme objet dans H*BU (n — 1) — U via Pinclusion canonique H*BU (n —
1) - H*BU(n) et ¢, € H*BU(n) = I')[c1, . . ., ¢,) désigne la n-iéme classe de Chern
universelle.

Pour la demonstration de cette proposition on considére 1’inclusion canonique ¢ :
U(n—1) = U(n) et le diagramme “pullback” suivant, :

qV(n—1)

EU(TL — 1) XU(n-1) X — BU(TL — ].)

E6><5idJ{ BJJ

quU (n)

EU(n) XU(n) X — BU(n)

Les deux colonnes sont des fibrations sphériques avec fibre S~ Nous désignons
par {E5*[X]} et {E*[*]} les suites spectrales de Leray-Serre (en cohomologie mod p)
associées aux fibrations a gauche et a droite respectivement. On observe que {E5[X]}
est un module sur { EX*[x]} ; cette structure est compatible avec Uaction de I'algébre de
Steenrod sur ces deux suites spectrales. De plus on sait que { E**[X]} converge vers son
aboutissement Hpy,, ;, X en tant que H*BU(n — 1) — A module (cf. [1, Appendix A[)

Maintenant & partir d’une analyse du terme FEy de la suite spectrale {E*[X]} on
obtient la suite exacte courte désirée. En effet, il s’agit d’une partie de la suite exacte
longue de Gysin associée a la fibration sphérique Edxs id. Ce qui est important est
le fait que la partie qui nous intéresse est vraiment une suite exacte dans la catégorie
H*BU(n—1)—U. En utilisant la proposition 1 on achéve la démonstration du théoréme 2
par le raisonnement suivant : par hypothése H{}(n)X est de type fini en tant qu’objet dans
H*BU(n) — U qui est une catégorie localement noetherienne (|2, Sect. 5.2]). L’action de
H*BU (n) sur le sous-objet 7(n—1; H(*J(R)X) de H; )X factorise par B™; par conséquent
T(n —1; Hfj () X) est de type fini en tant qu’objet dans H*BU(n —1) —U. Evidemment
H*BU(n—1)®u-pun) H;}(n>X est lui aussi de type fini en tant qu’objet dans cette méme
catégorie. Il en résulte que le terme au milieu de la suite exacte de la proposition 1 a la
meéme propriété.

Maintenant ’hypothése d’induction dit que H(*](n_l)X est en fait finiment engendré
sur H*BU(n — 1) . Puisque la Fj-algébre H*BU(n — 1) est noethérienne on déduit que
le H*BU(n — 1)-sous-module H*BU(n — 1) ®u+pu(n} H;}(n)X de H(*](n—l)X est lui aussi
finiment engendré sur H*BU(n — 1) . Ceci implique que Hpy ) X est finiment engendré
sur H*BU(n) .
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