Instabilité des solutions rapidement oscillantes dans le cadre des équations
différentielles a retard
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Considérons I’équation
&(t) = —h(x(t — 1))+ f(x(t)) pour t>0, zj_1,0 = 2o (1)
ou zg € C([—1,0]), h est définie comme suit :

asi<y<c

bsiy>c aveca >b>0et c>0 (2)

h:R — R, impaire, h(y) = {

et
(3)

f est une fonction mesurable au sens de Lebesgue,
impaire et telle que ess sup ,cp|f(z)] <b

La motivation a considérer de tels systémes provient d’un probléme d’automatique qui
consiste a réguler la richesse des gaz d’échappement du moteur (vu comme un systéme
a retard du premier ordre) qui peut étre mesurée par un capteur tout ou rien : elle
n’indique que la position par rapport a la stoechiometrie- le gaz est riche ou pauvre.
Les retards interviennent entre admission et echappement des gaz et lors du transport
jusqu’au capteur.
On note

u = l’entrée = quantité d’essence

y = la sortie = richesse du gaz (carburant /air)

x = I’état du systéme a l'instant ¢

+ U Yy
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X
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Le capteur délivre la mesure avec retard sgn(carburarit/air — 1) . L’information est
instan- tanément transmise au controleur, qui fournira les modifications a apporter au
mélange carburant /air.

L’équation d’état du systéeme s’écrit sous la forme

#(t) = —sgnax(t — 1) + f(x(t)) (4)



[’équation (1) est un cas particulier d’une classe plus générale de systémes du premier

ordre, donnée par
w(t) = g(a(t), =(t —1)) (5)

On dit que g satisfait une “condition de feedback négatif” | notée (x) , si g(z, y) < 0
pour z >0 et y > 0,g(x, y) >0 pour z < 0 et y <0,yg(0, y) <0 pour y # 0.

Si g satisfait des conditions de régularité et en particulier la condition de feedback né-
gatif (x) , ’équation (5) a une solution périodique lentement oscillante et cette solution
est stable, voir Mallet-Paret and Nussbaum [5] et Mallet-Paret et al [6]. Des résultats
plus géneraux sont prouvés dans [4, 5, 6].

Si g(z, y) = f(x)— sgn y, ou f est C! et sup |f(z)| < 1, la condition (x) est satisfaite.
Léquation (5) s’écrit comme (4). Bien que g ne soit pas régulier dans oe cas, une e tude
compléte de (4) a été faite. On défim-tV /() le nombre de zéros de x sur I'intervalle
[t' — 1, t') ou t' est le premier temps apres t tel que z(¢') = 0. Fridmann et al [3] ont
montré que si V' (0) est fini, alors V (¢) est pair et décroissant. Pour tout n € N, il existe
une umque solution périodique telle que V' (¢) = 2n, voir [3].

[’équation (1,2,3) est encore un cas particulier de (5) ou g satisfait la condition
de feedback négative (x) . Dans cet article, on présente les nouveaux résultats obtenus
dans [2], dans le cadre de 'équation (1), qui généralisent ceux établis dans [3, 1]. On
donne tout d’abord quelques définitions :

Définition. Fonction rapidement oscillante : Une fonction continue x définie sur
[to, +oolest appelée rapidement oscillante (par rapport au retard 1).8'il existe ¢,t > t
tels que t # t' [t —t'| < 1et a(t) =x(') =0.

Définition. Fonction périodique a 2 phases : Une fonction continue périodique =,
de période T' > 0, définie sur [ty, +00] est appelée périodique a 2 phases s’il existe ¢ > tg
tel que z1,, ., change de signe exactement une fois.

Définition. Fonction périodique symetrique : Une fonction continue périodique
x, de période T > 0, définie sur [to, +-00[ est dite symétrique si z(t + L) = —z(t) pour
t > to.

Nussbaum a prouvé 'existence de solutions périodiques rapidement oscillantes de
I'équation (1,2,3), voir [7].

Soit z une solution of (1) correspondant & une solution initiale xy avec un nombre
fini de zéros. On définit I’ensemble Z de points ou x s’annule et change de signe, et le
cardinal V' du nombre de zéros avec changement de signe :

Z={t>-1:2(t)=0etVe>03t € (t,t+e,t" €t—et)/z({t)z (") <0},

V(t)=card(ZN[t'—1,¢), o ¢ =inf{s>tse 7}

On note V(t) =ocosi ZN[t' — 1, t') est infini.



Théoréme. On considére 1’équation
() = =h(z(t —1)) t>0, -1 = o, (6)

ou h est définie par (2), et g € C([—1,0]) a un nombre fini de zéros. Pour tout z, avec un
nombre fini de zéros, il existe une unique fonction z € C([—1, +oo[) absolument continue
sur [0, +00) , satisfaisant I’équation (6) presque partout. Pour une telle solution, V (¢)
est décroissant et pair. Pour toute solution périodique de (6), V(¢) est constant. Les
solutions périodiques a 2 phases symétriques rapidement oscillantes, x(t) telles que
||z]|o > ¢ sont caractérisées par les cas 2, 3, 4, 5 et 6, définis ci-dessous (V (t) = 2n) .
Ces solutions périodiques sont toutes instables.
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La preuve est écrite dans [2].

Théoréme. On considére I’équation
&(t) = —h(z(t — 1)) + f(z(t)) pour ¢>0, xz_10 = o (7)

ou h est définie par (2), f satisfait (3) et 2o € C(|—1,0]) a un nombre fini de zéros. Pour
toute solution de (7), V(¢) est non croissant et pair. Pour toute solution périodique de
(7), V(t) est constant. Les solutions périodiques & 2 phases symétriques rapidement
oscillantes, z(t) telles que ||z||« > ¢ sont caractérisées qualitativement par les cas 2, 3,
4, 5 et 6 définis au-dessus excepté que les segments de droite sont remplacés par des
courbes. Ces solutions périodiques sont toutes instables.

La preuve est écrite dans [2].
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