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Résumé : Désignons par F,, et G, les fonctions de répartition empiriques
de deux échantillons indépendants de tailles respectives m et n et soient F, !
et G,;! les fonctions quantiles empiriques correspondantes. La statistique de
test de Bahadur Kiefer est définie par:

BEK (Fp,Gy) = Supocsat |FnGy ' (s) + GoFy (s) — 25|

Nous nous intéressons a la comparaison de ce test avec le test classique de
Kolmogorov- Smirnov, par une approche finie et sous I’hypothese de conti-
guité des distributions.

Introduction: Les tests d’hypotheéses (ou tests statistiques) nous permet-

tent de décider si une hypothese (appelée hypothese nulle et notée Hy) est
acceptée ou rejetée avec un taux d’erreur a.

Parmi ces tests, celui de Kolmogorov Smirnov a deux échantillons nous per-
met de décider si deux échantillons indépendants provenant de deux popula-
tions différentes ont méme fonction de distribution ou pas.

Le but de cette étude est d’introduire le test de Bahadur Kiefer et de le com-
parer au test de Kolmogorov Smirnov.

Définitions: Soient X1,X5,...,.X,, et ¥1,Y5,...Y,, deux échantillons indépendants
de lois respectives F' et G inconnues
Les fonctions de répartition empiriques sont définies par

1 1
Fp(x) = E#{l <i<mX; <x}et Guly) = E#{l <i<nY; <y}

le symbole # désigne le cardinal de I’ensemble.

Les fonctions inverses sont appelées fonctions empiriques quantiles et définies
par: F1(s) = inf {x,F,(z) > s} et G (s) = inf{y,G.(y) > s } pour 0 <
s <1 Notation: On pose N = 22

m-+n

Le processus P-P plot empirique de F' contre G est défini par:

Apn(s) = N2 (Fm(G_l(s)) — F(G_l(s)))

n

Sous I’hypothese nulle d’égalité des deux distributions: Hy : F' = G,
Apn(s) = N2 (Fn(GrY(s)) — s))

n

3



Remarque : La statistique de test de Kolmogorov Smirnov est définie par
I (Fn(GL1 () =) |I= sup | (Fn(GL(s) = 9)) |

Le processus de type Bahadur Kiefer a deux échantillons est fondé sur les
graphes P-P; il est défini par:

R = VN {F,(G;1(5) + Gn(F ' (s) — 25}
Théoréme (P.DEHEUVELS et D.M MASON 1990b)

Supposons que F' = G est continue et que m — oo et n — oo. Alors
NY*(1og(N))™ 2 || Ry || —>all B [|'/*

o, B désigne un pont brownien et || f ||= supgc,<; | f(2) |
La statistique de test de Bahadur Kiefer est définie par || F,(G,'(s) +
Gn(F, ;1 (s) — 2s || , sa loi est donc connue d’aprés le théoréme précédent

Niveau de signification d’un test : Un niveau de signification, noté «,est
la probabilité maximum de rejeter une hypothese nulle vraie.
L’ hypothese nulle d’égalité des deux distributions Hy : F' = G est rejetée au

niveau de signification o pour chacun des tests si
P([| (Fn(G'(s)) = ) > c1) = P(| Fuu(G,  (s)+Gu(F, (s)=25]| > c2) =

c1 = koeN™Y2 et ¢y = \/kaN~3/*(LogN)/?

La valeur de k, est lue sur la table de Kolmogorov Smirnov pour o donné
(par exemple ov = 0.05 k, = 1.36)

Puissance d’un test
Définition La puissance d’un test, notée 3 , est la probabilité de rejeter une
hypothese nulle fausse.

Comparaison des deux tests: On a comparé les puissances Bxgs et Bpk,
obtenues par simulation, des deux tests de Kolmogorov Smirnov et de Ba-
hadur Kiefer respectivement; on s’est interessé, en particulier au cas ou la loi
de F' est uniforme sur [0,1] et au cas ou la loi est gaussienne, 'alternative G
sera contigue a F' par translation, dilatation ou contamination pour des tailles
d’ééchantillons égales (n = m = 200) ou différentes (m = 100 et n = 80)



Quelques résultats de simulation

Tableau 1: n =m = 200F"U[0,1] et G"Ulam,1 — ap]

am | Brs BBK Bpr /BKs

1 0.044 0.0475 1067
3v/m | [0.035,0.053] | [0.038,0.0056] |

5 0.0545 0.146 o 67
3v/m | [0.044,0.064] | [0.13,0.161] .

s 0.084 0.343 108
6vm | [0.071,0.096] | [0.322,0.364] :

1 0.136 0.629 162
Vm | ]0.121,0.151] | [0.607,0.65] '

4 0.321 0.963 5
3v/m | [0.3,0.34] [0.955,0.971]

0.946

2

vm_ | [0.93,0.95] ! 1.05
Tableau 2: n = m = 200F~N[0,1] et G" Nlam,1]

am | Bks BB 531{/ Bks

1 0.048 0.051 105
2v/m | [0.039,0.057] | [0.041,0.06] '

1 0.0725 0.0605 0.83
Vm | [0.061,0.083] | [0.05,0.07] '

3 0.13 0.097 0.7
2v/m | [0.115,0.144] | [0.08,0.109] '

5 0.194 0.153 0.78
Vm | [0.177,0.211] | [0.137,0.169] | ~

3 0.396 0.292 073
Vm_ | [0.374,0.417] | [0.272,0.311] | *

6 0.943 0.835 0.88
Vm | [0.93,0.95] [0.81,0.85] :




Tableau 3: n = 80, m = 200 F~U[0,1] et G Ulam,l — a,)

am | Brs BpK Bpk /Brs
1 0.059 0.077 13

2y/m | [0.049,0.069] | [0.065,0.088] | *
1 0.131 0.446 34

Vvm | [0.116,0.145] | [0.424,0.468] | =
3 0.489 0.946 193

2v/m | [0.467,0.51] [0.936,0.955] | *

Conclusion: Selon les situations de 'alternative, le test de Bahadur Kiefer

peut s’averer meilleur que le test de Kolmogorov Smirnov, le rapport des
puissances des deux tests peut dépasser 3 dans diverses situations en faveur
du test de Bahadur Kiefer, il y’a néanmoins quelques cas ou le rapport se
montre légerement inférieur a 1.
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