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Définition 1 : Un semigroupe est la donnée d’un triplet (S,+ ,0), où:

– S est un ensemble;

– + est une opération associative, i.e., vérifiant (x+ y)+ z = x+(y+ z),
pour tous x, y, z ∈ S;

– 0 est un élément de S neutre pour l’opération +, i.e., vérifiant la pro-
priété x+ 0 = 0 + x = x, pour tout x ∈ S.

Un semigroupe est commutatif si son opération vérifie x + y = y + x,
pour tous x, y ∈ S.

Tous les semigroupes que nous considèrerons seront commutatifs.

Exemple 1 : Les structures usuelles (N, + ,0) et (N \ {0}, · ,1) sont des
semigroupes (commutatifs).

Définition 2 : Soient S et T des semigroupes. Un homomorphisme de
semigroupes f : S → T est une application de S dans T vérifiant les pro-
priétés suivantes:

1. f(0S) = 0T ;

2. f(x+ y) = f(x) + f(y), pour tous x et y ∈ S.
Un plongement f : S ↪→ T est un homomorphisme de semigroupes injectif,

i.e., vérifiant f(x) = f(y) =⇒ x = y, pour tous x et y ∈ S.
On s’interesse plus particulièrement à deux types de propriétés sur les

semigroupes: la simplifiabilité et le raffinement.

Définition 3 : Un semigroupe S est dit:

– simplifiable, si il satisfait: (x+ z = y+ z ⇒ x = y), pour tous x, y et
z ∈ S;

– fortement séparatif, si il satisfait: (x+ y = 2y ⇒ x = y), pour tous
x et y ∈ S;

– séparatif, si il satisfait: (2x = x + y = 2y ⇒ x = y), pour tous x et
y ∈ S.

On remarque que

simplifiabilité =⇒ séparativité forte =⇒ séparativité.
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Définition 4 : Un semigroupe S est un semigroupe de raffinement si,
pour tous a0, a1, b0, b1 ∈ S vérifiant a0 + a1 = b0 + b1, il existe des éléments
cij ∈ S, i, j ∈ {0,1} vérifiant ai = ci0+ ci1 et bi = c0i+ c1i. Cette information
s’exprime avantageusement sous la forme d’une matrice de raffinement:

b0 b1
a0 c00 c01
a1 c10 c11

Cet énoncé est contraignant, mais beaucoup de semigroupes sont de raf-
finement, ou se plongent dans un semigroupe de raffinement.

Les liens entre semigroupes simplifiables et semigroupes de raffinement
sont activement étudiés actuellement, en théorie des anneaux (cf. [1]) et en
théorie des treillis (cf. [8]) tout particulièrement.

Nous donnons maintenant des résultats de décomposition. Il n’en existe
actuellement pas de semblables pour les semigroupes de raffinement.

Théorème 1 : (cf.[7]) S séparatif se plonge dans un produit de la forme∏
i∈I Ti ∪ {∞}, où les Ti sont des semigroupes simplifiables.

Théorème 2 : (cf.[5]) S fortement séparatif se plonge dans un produit de la
forme

∏
i∈I Ti⊕LJ(R), où les Ti sont des semigroupes simplifiables, et LJ(R)

est une sorte de puissance lexicographique des réels strictement positifs.

On se donne S une classe de semigroupes (commutatifs) close par produit
direct fini. En particulier, S pourra être la classe des semigroupes simpli-
fiables (resp. fortement séparatifs, séparatifs).

Définition 5 : On appelle

– formule atomique: toute formule de la forme (
∑n

i=1 aixi =
∑n

i=1 bixi),
où ai, bi, 1 ≤ i ≤ n sont des entiers positifs, et x1, . . . , xn sont des
symboles de variables;

– formule de Horn universelle: toute formule de la forme

ϕ(�x) : (∀�x)[ψ(�x)⇒ θ(�x)], (16)

où ψ(�x) = ψ1(�x)∧· · ·∧ψl(�x) est une conjonction de formules atomiques
et θ(�x) est une formule atomique.

Exemple 1 : Les énoncés exprimant la simplifiabilité, la séparativité forte et
la séparativité sont des formules de Horn universelles. L’énoncé exprimant le
raffinement n’est pas une formule de Horn universelle.
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Définition 6 : La théorie universelle de S est l’ensemble des formules de
Horn universelles qui sont vraies dans tous les semigroupes de S. On dit que
la théorie universelle de S est décidable si il existe un algorithme prenant
en entrée une formule de Horn universelle ϕ et déterminant si ϕ est vraie
dans tous les semigroupes de S.
Exemple 3 : L’énoncé (∀x,y)(x+y = 2y =⇒ x = y) appartient aux théories
universelles des semigroupes simplifiables et fortement séparatifs, mais pas à
la théorie universelle des semigroupes séparatifs.

Propriété 1 : Pour décider tous les problèmes de mot de S, il suffit de
pouvoir décider la théorie universelle de S.

Voici deux résultats classiques.

Théorème 3 : La théorie universelle de (R,+ ,0, ≤) est décidable (folklore).

Théorème 4 : La théorie du premier ordre de (N,+ ,0, ≤) (arithmétique de
Presburger) est décidable (cf.[2]).

Propriété 2 : La théorie universelle des semigroupes simplifiables est décidable.

En effet, pour qu’une formule de Horn universelle ϕ donnée soit vraie
dans tous les semigroupes simplifiables, il faut et il suffit qu’elle soit vraie
dans un certain quotient d’une puissance finie de Z; nous pouvons conclure
grâce au Théorème 2.

Corollaire 1 : (cf.[5, 7]) La théorie universelle des semigroupes séparatifs
(resp. fortement séparatifs) est décidable.

Question ouverte : La théorie universelle des semigroupes de raffinement
est-elle décidable?

De nouvelles techniques (cf. [6]) semblent assez prometteuses pour répondre
à cette question. Nous en donnons un léger aperçu.
Construction d’un semigroupe de raffinement (non simplifiable):

a0 c0
b0 d1 b1
c0 a1 c1

Nous obtenons c0 = a1+c1 = b1+c1, et nous pouvons réitérer l’opération (une
infinité de fois). On obtient un semigroupe de raffinement non simplifiable.
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Université de Caen
BP 5186

14 032 Caen cedex
France

cmoreira@math.unicaen.fr

http://www.math.unicaen.fr/ cmoreira/

56


