Introduction a I’arithmétique des ordinateurs

Sylvie Boldo

Introduction

La puissance de nos ordinateurs augmente chaque mois et on peut par-
alléliser un méme programme sur plusieurs ordinateurs. Tout cela permet de
faire des calculs de plus en plus compliqués mais on peut s’interroger sur la
validité du résultat de tels calculs [2].

De retentissants échecs tels que le bug du Pentium ou ’explosion d’Ari-
ane 5 ont démontré qu’il ne fallait pas croire aveuglément aux résultats d'un
calcul sur ordinateur. L’ordinateur ne peut calculer parfaitement et le résultat
fourni ne doit pas étre pris comme parole d’évangile.

En effet, I'ordinateur n’a qu'une mémoire finie. Il ne peut donc pas ma-
nipuler des nombres réels infiniment précis mais ce qu’on appelle des nombres
a virgule flottante.

1 Les nombres a virgule flottante

En machine, un nombre a virgule flottante n’est qu’'une suite de bits (0
ou 1). Ces bits se répartissent en 3 champs: le signe, la fraction et 'exposant
comme montré en figure 1.
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Fi1G. 1 — Les champs d’un nombre a virgule flottante

La plupart des processeurs actuels respectent la norme IEEE-754 [7] qui
impose notamment deux formats de nombres a virgule flottante appelés sim-
ple et double précision. Un nombre en simple précision est composé de 32
bits: 1 pour le signe, 23 pour la fraction et 8 pour I’exposant. Un nombre en



simple précision est composé de 64 bits: 1 pour le signe, 52 pour la fraction
et 11 pour 'exposant.

Notons s le signe, F 'exposant et f = b1b; ...0b, la fraction du nombre a
virgule flottante avec b; = 0 ou 1. L’exposant est biaisé, ce qui signifie que le
vrai exposant e vaut E + biais. Sauf cas particuliers, la valeur du nombre a
virgule flottante est alors (—1)* x 1.f x 2ot 1.f =1+ >F 527"

En plus de tels nombres (dits normalisés), on peut représenter des nom-
bres plus petits (dits dénormalisés), 00, £0 et NaN. Les deux zéros assurent
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une cohérence des signes de l'inverse: 75 = +00 et %0 = —oo. NaN, qui sig-

nifie Not A Number, est le résultat d’opérations telles que v/—1, co — 00,

O

PO

Comme le résultat exact d’une opération ne peut pas forcément tenir dans
le format voulu, la norme IEEE-754 définit quatre modes d’arrondi. L’arrondi
vers —oo (7(x)) est le nombre a virgule flottante le plus grand inférieur ou
égal a x; 'arrondi vers 400 (A(x)) est le plus petit supérieur ou égal a z;
I'arrondi vers 0 ou troncature (Z(z)) vaut 7(z) si ¢ > 0 et A(x) sinon et
l'arrondi au plus proche (N (z)) est le plus proche de z. Si deux nombres &
virgule flottante sont a égale distance de x, c’est celui dont la mantisse est
paire (qui finit par un 0) qui est choisi.

Pour toutes les opérations de base (+, —, x ,/, \/), la norme impose que
le résultat renvoyé soit le méme que si I'on avait calculé avec une précision
infinie et arrondi ensuite. On ne peut pas avoir un meilleur résultat qui soit
représentable dans le format voulu.

Ces propriétés sont tres fortes et permettent de faire des preuves sur les
calculs flottants comme en [4]. Néanmoins, bien que 'arrondi soit correct,
le résultat n’est pas le résultat mathématique exact, ce qui peut créer des
résultats absurdes.

2 Quelques exemples de problemes

L’algorithme Certains algorithmes ont la particularité d’étre stables: si
I’on change un peu les données initiales, le résultat ne varie que tres peu. Il
est préférable d’utiliser ces algorithmes car ils donneront presque a coup str
un bon résultat une fois implanté.



Le programme Le programmeur peut oublier que certains évenements ex-
ceptionnels (appelés exceptions) peuvent se produire. Ce sont par exemple les
divisions par zéro ou les dépassements de capacité. Ainsi en double précision,
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pour x = 2 et y —.1., le cal.cul de e fait une division par zéro, ce qui
est contraire a l'intuition puisque y est non nul !

Le processeur Si 'unité flottante du processeur présente des dysfonction-
nements, il est certain que certains calculs ne donneront pas le bon résultat.
Ce fut le cas du fameux “bug du Pentium” ou certaines divisions n’étaient
pas précises du tout.

3 Quelques solutions

Les solutions sont nombreuses [1] et parfois originales comme 'utilisation
d’un arrondi aléatoire. Voici quelques autres possibilités.

Certains problemes sont irréparables : en effet, si I'unité flottante ne donne
pas le bon résultat, il n'y a pas grand-chose a faire. Une solution est de
prouver de facon certifiée que les opérations du processeur sont correctes
comme l'ont fait Harrison (Intel) et Russinoff (AMD).

Une solution a beaucoup de problemes serait de calculer avec plus de
précision [3, 6]. Cela permet de retarder les effets néfastes des dépassements
de capacité et des algorithmes instables.

Une solution utilisée mais couteuse est le calcul par intervalles [5]. Le
résultat est alors un intervalle de nombres a virgule flottante qui contient le
résultat exact. Cela se fait par exemple en utilisant les propriétés des modes
d’arrondi IEEE-754.

Conclusion

Le résultat d’un calcul numérique complexe sur ordinateur est donc tout-
a-fait susceptible d’étre faux sans que l'utilisateur en soit prévenu. De nom-
breuses recherches sont menées pour éviter des désagréments et les réponses
sont diverses et originales. Il est donc possible en utilisant certaines tech-
niques d’étre stir du résultat de son calcul.

La tendance actuelle est en effet a la garantie du résultat : on veut pouvoir
faire confiance aveuglément a la machine et ne pas se poser de questions,



meme si le calcul doit prendre plus de temps. Un moyen de donner des
garanties a 'utilisateur est de faire des preuves mais ces preuves sont sujettes
a l'erreur et ne peuvent donc étre totalement rassurantes. On peut alors faire
vérifier ces preuves par des assistants de preuves qui vérifieront chaque cas
et chaque détail de la preuve avant de 'accepter. On a alors une garantie
nettement plus forte du résultat.
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