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Résumé: Les systemes de TEMPLE sont des systémes hyperboliques de lois de
conservation dont les ondes de choc et de raréfaction coincident, ils ont été intro-
duits par B. TEMPLE (1983).

Dans ce travail, on montre d’abord I’existence de solutions faibles entropiques pour
le probléme aux limites associé a ces systémes dans le cas d’une bande (a,b) x R™ et
ce par 'approximation parabolique.

On considere ensuite le cas particulier du systeme d’électrophorese, X.GENG et
C.M. DAFERMOS ont montré I'unicité de la solution pour le probleme de Cauchy
qui lui est associé par la méthode des caractéristiques généralisées. La positivité de
ses valeurs propres nous permet d’adapter cette méthode dans le cas d’'un demi plan
(—00,b) x RT avec une donnée au bord constante; par la suite on utilise ces derniers
résultats pour montrer 1'unicite de la solution dans le cas d’une bande(a,b) x R,
pour ce faire on introduit un prolongement et on montre que le prolongement est
unique.

1.Introduction: Soit le systeme non linéaire de deux équations aux dérivées par-

tielles

() 8U + 0, F(U) =0

ot F est un champ de vecteurs de R? dans R27 U est une fonction vectorielle
inconnue de (a,b) x Rt dans R?
(S) est dit hyperbolique si la matrice VF (U) admet deux valeurs propres dis-
tinctes, il sera dit de TEMPLE si ses ondes de choc et de raréfaction coincident.
Définition: On dira que la k-onde de choc coincide avec la k-onde de raréfaction
dans un ensemble U,si l’ensemble d’Hugoniot de tout point de U contient U
Ces systemes apparaissent dans ’étude de simulation des réservoirs d’hydrocar-
bures, en élasticité et en chromatographie a multicomposants. En voici certains
exemples :
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(S1)apparait dans le probleme de simulation des réservoirs d’hydrocarbures et
en théorie de D'élasticité, (S3) apparait dans I’étude de deux composants chro-
matographiques. (S3) est le systeme d’electrophorese, il modélise la séparation de
n composants ioniques.

D. Serre (1987) a étudié 'existence de solutions pour le probleme de Riemann et de
Cauchy associés a ce genre de systémes avec donnée initiale a variations bornées,
il a montré que la solution est & variations totales décroissantes (résultat remar-
quable car habituellement propre aux équations).

C.M. Dafermos et X. Geng (1991) ont étudié le probleme de Cauchy associé au
systeme d’électrophorese; par la suite en s’inspirant de leur travail A. Heibig (1994)
a généralisé le résultat de 'unicité de la solution pour le probleme de Cauchy as-
socié a un systeme quelconque de la classe de Temple.

2. Existence de solutions faibles pour le probléeme aux limites associé

a un systéme de Temple :On considere dans unebande (a,b) x R™ le probléme
aux limites suivant:

U + 0, F(U) =0, (x,t)]a,b[ x RT  (1.1)
U(z,0) = Up(x) x € |a,b| (1.2)
Uvérifie une certaine condition au bord sur {a,b} x RT (1.3)

ou
.F est un champ de vecteurs de R? dans R?
.Up est une fonction vectorielle définie de (a,b) dans R?
.U est une fonction vectorielle de (a,b) x R dans R?
Le systeme de deux lois de conservation est supposé hyperbolique et appartenant
a la classe de Temple.
On montre le résultat suivant :

Théoreme: Sous les conditions :

-F est de classe C?et | DF||borné

Uy € (BV (a,b))? N(L>®(a,b))?

Le probleme (1.1),(1.2) admet dans ’espace (BV ((a,b) x RT))? une solution faible
entropique U

la condition au bord est formulée comme suit:

(U (at)) =¥ (U1) = VOUL)(F(U(at) — F(U1) <0 (1.4)
Y(U(bt) =¥ (Uz) = VE(U)(F(U(bt) = F(U2) <0

pour tout couple (®,¥) entropie- flux d’entropie.

3. Unicité de la solution pour le probleme aux limites associé a ’élec-
trophorése dans (—oo,b) xR :On considére le systéme d’electrophorése, un
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o =0, (%) =0
systeéme particulier de la classe de Temple, dans (—oo,b) xR™ sous la forme: 5 <%>
tU — O | — = 0

On montre le résultat suivant:
Théoréme: Sous les conditions :

i)(up,v0) est une fonction a variations bornées et a petites oscillations
i) Uinvariant de Riemann induit satisfait une condition unilatérale de Lipschitz:

2W) =20 S o <y < b

y—x
alors le probléme (S) défini par :
v *
Byu — 0, (? ~0 (1) € (—o0b) x R%
O — O (a) =0 (I,t) S (—OO,b) X Ri

(u,v) (2,0) = (up,v0)(z,0) =z € (—o0,b)
admet une unique solution entropique a variations bornées.
4. Unicité de la solution pour le probleme aux limites associé a 1’élec-

trophorése dans (a,b) x RT
Soit (F) le probleme aux limites associé a I’électrophorese dans (a,b) x R

By — O, (%) =0 (@t) € (a,b) x R%

1
(E) Opv — O (E) =0 (x,t) € (a,b) x RY
(u,v) (iL',O) = (U(),’UQ)(.CL') YIS (a>b)
(uw) (a,t) = (u,v)(t) teRT
On montre le théoréme suivant :

Théoréme : Sous les hypotheses
i)(ug,vo) est une fonction a variations bornées a petites oscillations, et l'invariant
de Riemann induit vérifie:
20(y) — 2o0(x)
y—x
ii)(u1,v1) est un vecteur constant
le probléme (E)admet une unique solution a variations bornées.
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