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(4e année, V-2, 1970, p. 65-76)

CRITERES DE CHOIX EN AVENIR INCERTAIN
EBAUCHE D'UN ALGORITHME D'OPTIMISATION

Pierre MALGRANGE (*)

Résumé. — JJarticle a pour objet de donner des propriétés mathématiques des solu-
tions optimales, dans un problème simple de décision en avenir incertain — états de la
nature en nombre fini, décision continue — ait regard de différents critères du choix —
Espérance Mathématique, Maximin, Minimax Regret et Minimum de l'Espérance— et
de montrer à la lumière de ces propriétés, comment on peut construire un algorithme
général d*optimisation.

INTRODUCTION

Dans le cadre d'études économiques sur la liaison entre court terme
et moyen terme en avenir incertain, une opération intitulée « Optimix »,
tentative de traitement rationnel de l'incertain dans la préparation des
décisions de politique économique, a été réalisée au début de 1968 par la
Section de Recherche Opérationnelle de la Direction de la Prévision et le
CEPREMAP.

Cette étude visait à déterminer une stratégie optimale de dépenses
publiques sur les trois années du Ve Plan restant à couvrir (1968-69-70)
avec comme objectif majeur une limitation du chômage sur la période,
compte tenu d'un aléa (à deux valeurs chaque année) sur le commerce
extérieur.

L'architecture du problème de décision peut être schématisée ainsi :
étant donné :

1) un ensemble de décisions réalisables chaque année,
2) un ensemble d'aléas (éventuellement probabilisés),
3) un modèle décrivant l'état de l'économie chaque année résultant

de la superposition d'une décision et d'un aléa,
4) une « fonction objectif » valuant les états possibles de l'économie,

*) CEPREMAP.
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5) un critère de choix en avenir incertain (espérance mathématique,
ma xi min, mini ma x regret),

trouver la stratégie optimale au regard du critère de choix, compte tenu
de la valuation des états de l'économie, c'est-à-dire trouver à chaque
période l'ensemble des décisions les meilleures conditionnelles à la réali-
sation d'aléas.

Lors de l'opération Optimix, une procédure de résolution systématique
a été employée : pour chaque séquence de décisions et d'aléas on a cal-
culé le cheminement de l'économie correspondant, et donc la valuation
de ce cheminement par la fonction objectif ; c'est à partir du tableau
obtenu qu'a été déterminée la stratégie optimale vis-à-vis d'un critère
de choix.

Mais avec une telle procédure le volume des calculs croît rapidement
dès qu'on augmente le nombre de valeurs que peuvent prendre la décision
et l'aléa chaque année, (avec m décisions réalisables et un aléa à n valeurs
chaque année, avec T périodes,il fautrésoudre T• (m* rc)Tfoisle modèle...)-

C'est pour tenter de lever, en ce qui concerne les décisions, ce goulot
d'étranglement que l'on a été conduit à rechercher un algorithme de
détermination par tâtonnement de la stratégie optimale, parmi une
gamme continue de décisions réalisables ; à précision des résultats égale,
le volume des calculs devient considérablement moindre que par la pro-
cédure systématique, et inversement à volume de calculs égal, la précision
est nettement augmentée.

Avant de présenter l'algorithme on donnera dans une première partie
des propriétés des solutions optimales au regard des critères de choix
classiques, propriétés justifiant l'emploi de la méthode.

L PROPRIETES DES SOLUTIONS OPTIMALES
RELATIVES AUX CRITERES DE CHOIX CLASSIQUES

1.1. Généralités
On considère le problème décisionnel suivant :

—- un ensemble E = { ex, ... en } fini d'états de la nature possibles,
— un sous-ensemble D de R caractérisant l'ensemble des décisions

réalisables,
—• une application f de D X E dans i? appelée fonction objectif

mesurant la conséquence — assimilée à un gain — de la prise d'une
décision et de la réalisation d'un état de la nature.

Une décision d peut entraîner les conséquences f(d9 ex), ... f(d, en)
suivant l'état qui se réalise ; on les notera pour plus de simplicité
f±{d), ..., fn(d), et le vecteur (/f(d)) — F(d), «gain incertain d'une déci-
sion d ».
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•—• un critère de choix défini par une application y de Rn dans R,
ramenant le « gain incertain » (gu ... gn) à un seul chiffre.

Critères de choix considérés dans la suite :

— Espérance mathématique
n

YUm(gl> — en) = YJ 9iEi

avec Pi > 0\
K donnes

— Maximin

YMm(gi, - gn) = Min { g. }
i

— Minimax regret

, .», gn) = Min { gi — g l } (== — Max { gt — gi } )
i i

(gx> —j in) vecteur de gains « idéal » donné

—- Maximum de l'espérance minimum

vx>r (e g ) — Min J V l a v e c ^n s o u s ensemble
(PO€F« j ^ P l^1 [ compact du simplexe T„

•— une décision d* est alors dite optimale relativement au critère de
choix dans l'ensemble D si

y0F(d) pour tout d de D.

On supposera dans la suite D compact et / continue en d quel que soit ei

1.2. Solutions admissibles
On demande en général aux critères de choix — et ceux auxquels on

s'intéresse le vérifient •—• d'être compatibles avec l'axiome dit de préfé-
rabilité absolue :

d± est absolument préférée à dz si F(dt) ^ ^(^2) (x)

Cette relation définit un préordre de préférence non total.
On dira qu'une décision réalisable dest admissible si elle est maximale

pour ce préordre, c'est-à-dire si elle est telle qu'on ne peut pas accroître
simultanément les gains dans toutes les situations d'états de la nature.

{1} Inégalité vectorielle.
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On montre facilement sous nos hypothèses, que toute décision réali-
sable est dominée par une décision admissible (c'est un problème classique
de maximation vectorielle sur un compact).

Tous les critères vérifiant l'axiome de préférabilité absolue donneront
donc des solutions dans l'ensemble A des décisions admissibles ; on voit
alors l'importance que peut revêtir la connaissance de cet ensemble.

Il est malheureusement bien souvent difficile d'exhiber A directement,
c'est pourquoi on est amené à s'intéresser à une autre classe de solutions :
l'ensemble des solutions optimales vis-à-vis de l'espérance mathématique
ou solutions de Bayes.

1.3* Solutions de Bayes
Notations :

? d) = 2^ pifi(d) = < p, F(d) > où 2 J pi = 1 système de probabilités

<p(p) =
d€D

d(p) ensemble des décisions rendant <Jj(p, d) maximum, c'est-à-dire
ensemble des décisions optimales pour le système de probabilité (p) ;

Tn ensemble de toutes les probabilisations possibles d'états.

On peut montrer facilement les propriétés suivantes, pour la plupart
classiques :

a) cp(p) est une fonction convexe et continue de p ; dans l'ensemble d(p)
il y a pour tout p des solutions admissibles.

b) Si l'ensemble D des décisions réalisables est convexe et la fonc-
tion / concave en d pour tout état de la nature eti alors toute décision
admissible est une décision de Bayes.

c) Si / est strictement concave en d, d(p) est réduit à un point pour
tout p et la fonction d(p) est continue sur Tn ; de plus cp(p) est difîéren-
tiable sur Tn et sa différentielle est le vecteur

F(d(p)) = (/, (d(P)), ..., fn(d(P))).

1.4* Critères non probabilistes et solutions de Bayes
Les critères de choix habituellement utilisés dans l'incertain pur —

c'est-à-dire dans des situations où l'on se refuse l'introduction de pro-
babilités a priori — sont le Maximin et le Minimax Regret.

1.4.1. Maximin

On sait que dans le cas où la fonction / est concave en d> les solutions
Maximin sont des solutions de Bayes par rapport à un système de proba-
bilités dit le plus défavorable, c'est-à-dire rendant le plus petit possible le
maximum espéré.
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Plus précisément en appelant :
D* l'ensemble des solutions Maximin, ou de solution de

I

Max u

u = Min fi{d) ou encore I' <

dÇ.D

Max u

fi(d) >

et T*n l'ensemble des solutions les plus défavorables, ou solutions de :

Min cp(p)n j M i I

avec cp(p) = max ^(p, d)
d€D

Alors si / est concave en d, D* est contenu dans d(p*) pour tout p*
de Tn.

Si de surcroît / est strictement concave, d(p*) est réduit à un point
qui est alors l'unique solution Maximin.

1.4.2. Minimax Regret ou Mr
Le « Regret » Ri{d) attaché à l'état de la nature i est la différence

entre la valeur ft(d) de la fonction pour cet état quand on prend la déci-
sion d et la valeur maximum ft que peut prendre ft quand d appartient
kD:

ou = Max ft(d)

Une décision Minimax Regret ou Mr est, par définition, une décision
rendant minimum la plus grande valeur des regrets pour les différentes
réalisations d'état.

Formellement une décision Mr rend minimum

R(d) = Max { Rt(d) }

Si l'on pose gt(d) = —• R^d), une décision Mr rend maximum la
fonction :

g(d) = Min gi(d)
i

soit encore : une décision Mr est une décision Maximin pour les fonctions
de gain gt{d) = ft{d) —Jt

Or les fonctions g; sont concaves si seulement les fonctions ft le
sont ; il en est de même de la continuité et de la stricte concavité.
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La propriété du Maximin peut alors s'appliquer au Mr en substituant
aux fonctions ft les fonctions gf, tout en conservant les hypothèses sur
les ƒ,.

En particulier si les ft sont concaves, les décisions Mr sont à trouver
parmi les décisions de Bayes (associées aux gains gi(d)) vis-à-vis d'un
système de probabilité rendant la fonction F(p) minimum ;

où
d€D i

Mais les décisions de Bayes associées aux gains gt(d) vis-à-vis d'un
système de probabilités p sont identiques à celles associées aux gains
ft(d) vis-à-vis du même système puisque ;

Max XPigi(d) = Max (SPl(/,(d) - ƒ , ) ) = Max (Sp^(i)) -
d€D d€D d€D

Le dernier terme 2 p r ê t a n t une constante.

Cette dernière égalité peut encore s'écrire :

PI = I

" 8, = 0 si

9j

Si on considère la surface S de Rn définie par

% =r ç ( P l | ..., p ^ ) == Ç(p)

où pf ^ 0

i-l

On voit que rendre minimum F(p) revient à rechercher un plan d'appui
à S parallèle au plan n engendré par les sommets <p(Sf) de S.

Finalement, les décisions Mr sont des décisions de Bayes vis-à-vis de
systèmes de probabilités possédant une propriété très simple.

1.S* Le Maximum de l'espérance Mathématique Minimum ou Mem
On suppose dans cette partie que le décideur a certaines idées -—

ou informations — a priori sur les probabilités des états, mais n'est pas
apte à donner un chiffrement précis ; son information se traduit par un
sous ensemble F de Tn9 de probabilités possibles. F peut exprimer, par
exemple, le fait que certains états sont jugés a priori plus probables que
d'autres.

On supposera dans toute la suite que F est donné a priori et est
compact.
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On dira qu'une décision est Mem (maximum de l'espérance mathé-
matique minimum) si elle rend, dans l'ensemble des décisions réalisables D,
maximum la fonction Q(d) définie par

On constate que :

1) Si F se réduit à un point p0 on retombe sur l'espérance mathéma-
tique.

2) A l'opposé si F est l'ensemble Tn tout entier — aucune information
sur les probabilités — on retrouve le Maximin.

De même que pour le Maximin, en appelant :

Dp l'ensemble des solutions Mem, ou solutions de :

Max 6(d)

I j Q(d) = Min <},(P, d)
PCF

deD

et F* l'ensemble des solutions les plus F — défavorables ou solutions de :

Min cp(p)

II <p(p) = MaxiKp, d)
d€D

Alors, si / est concave en d, DF est inclu dans d(p*) pour tout p*
de F*. La preuve de cette propriété s'établit très simplement.

REMARQUE

Si / est strictement concave en d, alors le problème I a une solution
unique <2* = rf(p*), où p* est une solution quelconque du problème IL

II. UN ALGORITHME D'OPTIMISATION

On suppose dans cette partie que D ensemble des décisions réalisables
est convexe compact, et que ƒ, est une fonction strictement concave de d
et différentiable sur D.

2.1* Résumé des propriétés des solutions optimales
—• L'ensemble des solutions admissibles coïncide avec l'ensemble des

solutions de Bayes.
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—- Pour tout p existe une solution de Bayes d(p) unique, et la fonction
d(p) est continue.

— La fonction <p(p), maximum espéré, est convexe et différentiable et
sa différentielle est F(d(p)) = (/i(^(p)), ..-, fn{d(p))).

— La solution Ma xi min dy^m e s t unique et dy^m = ^(pMm)ou pMm

minime la fonction cp(p) dans Tn,

— La solution Minimax Regret d\&. est unique et dl^. — d(pMr)

où pair minime la fonction <p(p) — ]£ P *<?(<*») dans Tn.

— La solution Mem M̂em est unique et d̂ em = d(pMem) où pMem
minime la fonction cp(p) dans F.

2.2» Ebauche de l'algorithme
2.2.1. Calcul des solutions de Bayes
Le problème est celui, classique, de maximation d'une fonction ^(p, d)

concave en d sur le convexe compact D.

Diverses méthodes d'optimisation peuvent être utilisées ; dans l'algo-
rithme programmé sur le schéma ce Optimix», la linéarité des contraintes
a fait préférer la procédure du Gradient Réduit, généralisation de la
procédure du simple xe au cas où la fonction à optimiser n'est pas linéaire.

On appellera B(p) la procédure qui à un système de probabilité p
associe d(p), <p(p) et les fi(d(p)).

2«2.2« Solutions optimales vis-à-vis des autres critères
Pour chacun des trois critères Mm, Mr et Mem, trouver la décision

optimale revient à minimiser une fonction convexe (<p(p) pour le Mm et
le Mem, cp(p) —Sp^S^) pour le Mr) sur un ensemble convexe compact
(se traduisant par des contraintes linéaires pour le Mm et le Mr).

On peut alors concevoir une méthode de Gradient emboîtée sur la pré-
cédente, d'autant plus que la fonction (p est différentiable et ses dérivées
partielles connues en chaque point calculé, ce sont les valeurs ft(d(p)).

En d'autres mots on chemine par une procédure de Gradient G, de
solution de Bayes en solutions de Bayes —• ces dernières obtenues par la
procédure B(p) — jusqu'à la solution optimale ; chaque pas de la procé-
dure G utilise la procédure B(p).

Notons G[T, Jl9 ...,/„] le gradient réduit qui minime la fonction
<p(p) — Spj/j* sur le sous-ensemble T de Tn — T étant supposé se traduire
par des contraintes linéaires.

On voit alors que les solutions optimales par rapport à tous les critères
étudiés sont caractérisés par les paramètres T et (/1? •••/«) de la procé-
dure G.
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En effet les solutions de Bayes sont données par B(p) que l'on peut
écrire G[{ p } ; 0, ..., 0]

les solutions Maximim par G[Tn ; 0, ..., 0]
les solutions Minimax Regret par G[Tn ; G{{ S£ } ; 0,..., 0], ..., G[{ 8n } ;

0,..., 0]]
puisque tp(S£) est donnée par B(8t) soit encore G[{ §£ } ; 0, ..., 0]

enfin les solutions Mena sont données par G[F ; 0, ..., 0], dans le cas
où F, ensemble des probabilisations possibles, se traduit par des con-
traintes linéaires sur les probabilités.

in . GENERALISATION A LA DYNAMIQUE

3*1. Généralités

On considère maintenant le problème décisionnel suivant :

Un système évoluant avec le temps et fonctionnant sur H période est
affecté à chaque période par la réalisation d'un état de la nature et et
peut être contrôlé par une décision dt (dt peut varier dans un certain
sous-ensemble Dt de Rp dépendant éventuellement de la position du
système).

A une séquence de décision et à une succession de réalisation d'états
de la nature, qu'on appellera chemin d'états, correspond une trajectoire
du système, valuée par une fonction objectif, assimilée à un gain.

On supposera que l'ensemble des états de la nature est fini à chaque
période connue a priori et la réalisation d'état est observable.

On peut définir alors l'arbre des états qui résume toutes les succes-
sions de réalisations d'états de la nature possibles : un sommet de l'arbre
est un début de période et une branche, une réalisation possible d'un
état pendant cette période. Selon nos hypothèses, cet arbre est fini et
connu a priori.

On appellera stratégie — ou plan conditionnel •— un vecteur

s = (do ; d\, ..., dl ; dl
2\ ..., d2

lpi ; d\\ ..., d\^ ; d\\ ... ; «fc, - « - i ),

dont les éléments représentent des décisions que l'on prend à chaque
période, conditionnelles au chemin antérieur des états :

—• au départ (fin de la période 0) on prend la décision d0 ;
— en fin de première période, la décision d[ si l'état de la nature eix

s'est réalisé pendant la première période ;
—- en fin de seconde période, d^, si l'état eix en première période,

puis l'état ej2 en seconde période se sont réalisés ;
— ainsi de suite jusqu'aux décisions prises à la fin de la période H — 1.
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On remarque que définir une stratégie revient à effectuer à chaque
sommet de l'arbre une décision. On remarque également qu'avec une
telle définition d'une stratégie on peut tenir compte effectivement de
toute l'information dont on dispose au moment où on prend la déeision=

L'ensemble S des stratégies s telle que toutes les décisions de s soient
réalisables (c'est-à-dire appartiennent au domaine de décision) sera
appelé ensemble des stratégies réalisables.

Soit s0 une stratégie réalisable ; à chaque chemin d'états CtJ on peut
associer la séquence de décisions de s0, soit $l

0 lui correspondant—c'est-à-
dire la série temporelle des décisions qu'aura pris effectivement le déci-
deur si c'est le chemin d'états Ct qui s'est réalisé — donc une trajectoire
du système soit finalement une valeur de la fonction de valuation.

Cette valeur sera notée f(Cti s0) ou plus simplement encore fi(s0)
(l'indice i de chemin d'états allant de 1 à N).

On peut donc définir une application de S dans RN définie par
F(s0) = {fi{sQ), ..., /JV(^O)) qui représente l'ensemble des valeurs prises
par la fonction de valuation sur les divers chemins d'états, pour la stra-
tégie 50.

3*2* Adaptation de l'algorithme
A partir de là on est ramené au problème précédent en remplaçant

« état de la nature » par « chemin d'états de la nature » et <c décision » par
« stratégie ».

Cependant l'algorithme se complique légèrement du fait que l'hypo-
thèse de stricte concavité n'a plus de sens ici, en effet les fi ne dépendent
explicitement que des séquences de décisions de la stratégie associées aux
chemins d'états C2.

On dira cependant que ft est strictement concave si, comme dans la
première partie la fonction objectif / est strictement concave par rapport
à la séquence de décisions, quel que soit le chemin d'états Cf.

On introduit alors l'ensemble T'N défini par l'ensemble des systèmes
de probabilité p tels que ^(pf s) — espérance de gain pour le système de
probabilités p si on décide de la stratégie s — dépende explicitement de
tous les éléments de la stratégie, autrement dit, tels que ces derniers
soient tous virtuellement réalisables, qu'aucun ne corresponde à des
chemins d'état de probabilité nulle.

On voit alors facilement que, dans le cas de concavité stricte, les
solutions de Bayes sont uniques, si p appartient à T^ et la fonction $(p)
est continue sur T^\ de même <p(p) est différentiable sur T^'etsa dif-
férentielle est le vecteur (/i(s(p)), ..-, /iv(s(p))).

L'idée est alors d'utiliser l'algorithme G non plus sur TN (cas Maximin
et Minimax Regret) ou sur F (cas Mem) — on n'est plus assuré de la
diffèrentiabilité de <p(p) hors de Tr

N — mais sur un ensemble convexe
compact T% «voisin » de TN et contenu dans T'N(F fï T% dans le cas Mem)
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— ceci est réalisable puisque la fermeture de T^ est Ty —qui se traduise
par l'adjonction de contraintes linéaires sur les probabilités.

Le lecteur vérifiera aisément en effet que si la correspondance qui à e
associe T% est continue, alors en faisant tendre e vers 0, à partir d'un
certain moment soit on obtiendra la solution optimale (cas où elle est
dans Tr

N)9 soit on tendra vers une solution optimale (correspondant à
certaines probabilités nulles).

IV. POINT DE DEPART APPROCHE DE LA PROCEDURE

On ne parlera pas ici d'un système de probabilité approché pour
l'enclenchement de la procédure G ; on n'est pas arrivé malheureusement
à une solution satisfaisante sur ce point.

Par contre, on peut facilement trouver, pour la procédure B(p), une
première approximation de la décision — ou stratégie — de Bayes pour
le système de probabilités p à partir du concept de « situation certaine
approximativement équivalente ».

4.1. Cas statique
On peut montrer que si la fonction objectif est une fonction quadra-

tique de la décision et de l'état de la nature alors la solution de Bayes pour
un système de probabilités p est la même que la solution du problème
certain consistant à maximer la fonction objectif sachant que l'état de la
nature est l'espérance par rapport à p des états. Il n'est donc pas besoin,
dans le cas quadratique, de considérer explicitement l'incertitude du
futur, mais seulement l'avenir probable moyen.

Dans le cas général, Malinvaud [5] a montré que « au voisinage de la
certitude les variations affectant la décision optimale sont du second
ordre par rapport à celles affectant l'importance des aléas ».

Pour cela, il associe à la situation incertaine une situation qui « peut
être qualifiée de certaine en ce sens que ni les résultats ni la valeur de la
fonction objectif n'y dépendent de l'état de la nature ». Il introduit alors
un indice s qui mesure l'écart entre cette situation certaine et la situation
incertaine ; s caractérise ainsi l'importance de l'aléa. La décision optimale
dépend alors de cet indice. Des hypothèses de différentiabilité sur les
relations liant les résultats aux instruments et sur la fonction objectif

permettent d'affirmer l'existence de — (d* (s)) et de montrer que cette

dérivée est nulle au point s = 0. Pour obtenir la solution approchée, il
suffit alors de faire fonctionner la procédure B en avenir certain avec Ep(a)
comme état de la nature.
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4.2. Cas dynamique
Theil [7] a montré que le théorème d'équivalence pouvait être géné-

ralisé à la dynamique : si le modèle de fonctionnement du système est
linéaire et la fonction objectif quadratique, la décision optimale de
première période pour le système de probabilités p des chemins d'état
est la même que celle obtenue en faisant fonctionner le modèle en avenir
certain avec le chemin d'état moyen Ep(C-).

Par ailleurs Malinvaud a annoncé une publication prochaine d'une
généralisation de la démonstration de l'existence d'une situation certaine
approximativenaent équivalente dans les problèmes faisant intervenir les
petits aléas.

La solution approchée peut être alors obtenue en utilisant la procé-
dure B en avenir certain avec le chemin d'état Ep(C^) ce qui fournit la
décision approchée de première période d0 ; puis de calculer les p décisions
approchées de seconde période duen optimisant p fois par la procédure B
en avenir certain sur H — 1 périodes avec comme situations de départ les
situations engendrées par d0 et les p états de la nature de première
période —• ceci revient à utiliser B sur H périodes en prenant { d0 } comme
ensemble des décisions réalisables pour la première période et les p chemins
d'états « at puis le chemin d'états moyen pour les H •—• 1 périodes ulté-
rieures » —• ainsi de suite jusqu'à obtenir une stratégie s approchée.

Les théorèmes de Theil et de Malinvaud permettent d'affirmer que s
sera d'autant plus proche de s(p) que la fonction objectif, résolue en
fonction des décisions et états de la nature, sera proche du quadratique
et que les états de la nature sont peu dispersés.
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