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R.LR.O,
(5e année, V-3, 1971. p. 105-111)

Problèmes plais ans et délectables

SOLUTION GENERALE
D'UN PROBLEME DE PESEES

par J. DELOBEL et Y. LADEGAILLERIE

II y a quelques années Claude Berge posait le problème suivant :
« Dans le pays de X.„, n usines fabriquent des pièces de monnaie, certaines

de ces pièces sont légales, d'autres non. On suppose que chaque usine a une
production régulière : ou bien toutes ses pièces sont justes et pèsent un poids P,
ou bien toutes sont fausses et pèsent P + s. On suppose de plus que la fraude s
est la même pour chaque usine qui triche. Enfin, bien entendu on dispose de
pièces justes.

On possède une balance que l'on supposera infiniment précise et fidèle,
d'une portée infinie. Elle fournit un poids, lu sur une graduation (ce n'est pas
un trébuchet réalisant simplement l'égalité de 2 masses).

On cherche à déterminer en un minimum de pesées quelles sont les usines
qui fraudent.

Bien entendu, a priori, on ne connaît ni e ni son signe.
Ce nombre minimal de pesées est trois, (à l'exception du cas où aucune

usine ne fraude qui se résoud en deux pesées), on s'en rend aisément compte
en considérant le cas particulier de deux usines.

PREMIERE SOLUTION PARTICULIERE

Une solution a été proposée qui convient pour n < 6, elle consiste à faire
les trois pesées suivantes :

1° pesée d'une pièce légale, d'où P;
2° pesée de n pièces : une de chaque usine. En soustrayant nP on connaît

alors qz où q est le nombre d'usines qui fraudent;
3° pesée de l'ensemble de pièces suivant :
2' pièces de l'usine numéro (z + 1) i — 0 ... (n—1)
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106 J. DELOBEL ET Y. LADEGAILLERIE

la masse ainsi mesurée est /1(P + Sf)2* où tt = 1 ou 0 selon que l'usine (* +1)

( n-l \ « - 1

]>] 21 )• P on obtient £ et2
l qu'on divise par

/qz, nous avons alors le rapport k = | /] t\{ll \jq où 73 £ = 1 ou 0 selon que

l'usine (/ + 1) triche ou non.

A partir de k ainsi obtenu il nous faut déterminer ^ TQ(2
£. Si cela est

*=o
possible nous obtiendrons d'un seul coup tous les renseignements.

n - l

Le problème revient donc à étudier l'application 99 qui à N = 2^ *) $>l associe
£=0

N/cf(N) si l'on note q(N) le nombre de 1 intervenant dans l'écriture de N en
binaire.

Si cette application est injective le problème est résolu. Malheureusement
ce n'est pas le cas car

69 s'écrit 1000101 en binaire
92 s'écrit 1011100
115 s'écrit 1110011 et on a

69 92 _ 115
T~T™ 5

Cependant la restriction de 9 aux entiers inférieurs à 26 = 64 est
injective, à qui permet de résoudre le problème pour n ^ 6.

Une généralisation de la méthode précédente consiste à employer un sys-
tème de numération de base 0. On effectuerait alors pour 3e pesée la pesée de :
at pièces de la (i + l ) e m e usine, i = 0 ... (n — 1)

Les 3 pesées permettraient alors de connaître le rapport k = —
q

(les y)i sont toujours les mêmes; remarquons que q = J ] 73£). Si l'on note
i=Q

N(Ö) l'ensemble des entiers qui en base a s'écrivent avec des zéros et des 1, si
pour un tel entier N on note q(N) son nombre de 1 en base a, nous avons alors
à examiner l'injectivité de l'application 9 qui à N de N(à) associe N/q(n).

Ce problème n'a pas été résolu, on a cependant vérifié pour a = 3 l'injec-
tivité de 9 restreinte aux entiers de N(3) inférieurs à 313 ce qui permet de
résoudre par la base 3 le problème jusqu'à 13 usines.

Solution théorique pour chaque cas particulier

Nous allons donner deux théorèmes qui permettent de résoudre le problème,
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tout au moins dans chaque cas particulier. Le premier est dû à C. F. Picard,
(C.N.R.S. Informatique et Questionnaires p. 69), et nous n'en rappelons pas
la démonstration.

Théorème. « Soient 3 entiers a,n et N tels que :
l°a > n + 1.
2° N < a\
3° Dans le système de base a N s'exprime uniquement avec des 0 et des 1

(avec q(N) chiffres 1).
Alors il existe une relation biunivoque entre N et le rapport N/q(N) ».
Le second théorème donne un résultat un peu plus précis :

Théorème. « Soit a > 2, entier, et l'application cp de N(Ö) dans Q qui à N
associe N/q(N), cette application restreinte aux entiers de N(a) inférieurs à
a(û+1) est injective. »

Démonstration :

Supposons qu'il existe un contre-exemple à l'injectivité de 9 :
N/q(N) = Nfjq{N). (Nous supposerons que l'un des deux nombres, N par
exemple n'est pas divisible par a, sinon on effectuerait la division).

Alors, nous avons une égalité du type :

q(N')(l + zxa... + a") = q(N)(e'o + zta + ... + a3).

Soit y = sup (a, P). Nous allons montrer que y > a ce qui entraîne le
théorème.

Supposons que y ^ a alors q(N) et q(N') ^ a + 1. Il y a trois cas à exa-
miner.

1er cas : q(N) ou q{N') = a + 1

°0 Q($f) = fl + 1, on a alors

(a + 1)(1 + ... + a*) = q(N)(l + a + a2 + ... aa)

q(N) = a est impossible (divisibilité par a), donc on a q(N) < a et par suite
q(N) = 1, (décomposition d'un nombre en base 0), ce qui conduit rapidement
à la contradiction (a + 1) = 1 + a + a2 + ... aa

p) q(N) = a + 1, alors

q(N')(l + a + a2 + ... + aa) = (a + l)(ei + z\a + ... + a\

Si #(AO = tf, alors (divisibilité par a), z'o — 0 et on aurait

Û(1 + a + a2 + ... aa) = (a + ï)(a + a2 + ... aa\

n° V-3, 1971.



108 J. DELOBEL ET Y. LADEGAILLERIE

impossible. Si q(N') < a alors q{N') = 1 et on aurait

1 + a + a2 + ... + aa = a + 1, c'est impossible (car a > 2)

2e cas q(N) ou q(N') = a
a) q(N') = a d'où a(l + ... + aa) = q(N)(e'o + ... a\ Or q(N) < a donc

z'o = 0 et #(7V) = 1 d'où une contradiction on aurait a — a + a2 + ... cf.
(3) 0(jV) = ö d'où ?(iV')(l + ... + O = a(e0 + ... a\ c'est impossible car

le membre de droite est divisible par a et non celui de gauche, car q(N') < a.

3 e cas q(N) et q{N') < a
alors S q{Nf) s* ̂  est la décomposition en base a d'un entier ainsi que

2q(N)zta\ on en déduit q(N) = q(N') et N = # ' , ce cas est donc impossible.
Par suite, nous avons montré par l'absurde que y > a et donc le théorème.
Tous ces résultats permettent de résoudre le problème des n usines : lorsque

n est supérieur ou égal à 14 on utilise alors la base a = n — 1.
Cette solution dépend du nombre d'usines, nous allons maintenant donner

une solution générale.

Solution indépendante du nombre d'usines

Considérons une suite 5, croissante, d'entiers (a0, au ..., ani...) et l'ensemble
00

N(S) des entiers de la forme ^ sflu où les et sont égaux à 0 ou à 1, un nombre

fini d'entre eux étant dans ce dernier cas.
On impose à S les conditions suivantes.

CN\ « tout entier N de N(<S) s'écrit de façon unique N = £ 5^».
j = 0

n

E eiai
CN2 « l'application <p de N(S) dans <p qui à N = ^ e,-̂  associe i-f estz.,

i 0
injective. »

Si on connaît une telle suite 5, alors le problème est globalement résolu
en faisant les 3 pesées suivantes :

l r e pesée : une pièce, juste (d'où P).
2e pesée : n pièces une de chaque usine, d'où qz.

3 e pesée : a0 pièces de la première usine

a% pièces de l'usine n° (i + 1)

an_ ! pièces de la «eme usine
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en soustrayant P • ^ at et en divisant par qe9 comme q = £sf) on obtient

le quotient i~3j comme 9 est injective on en déduit le numérateur qui

I...
s'écrit de façon unique 2^ ztqh d'où ê  Vf. Il reste donc à trouver de telles

suites.

Lemme 1
« Une condition suffisante pour que S vérifie CNl est :

Démonstration .

Supposons que iV s'écrive de deux façons différentes :

Z S if a v e c s„ = ŝ  =
,•=0 r

si on avait n < p on aurait

tf = E ztai < E
; 0 0

d'où une contradiction; de même/? < n est impossible et n = /? et sB = ej, = 1;
la démonstration s'achève alors par récurrence après soustraction de a% aux
deux membres.

Lemme 2

« Une condition suffisante pour que 9 soit injective est :

V«fl„>(» + 1) (aH- i + aB_2 + ... + fl0) »
Remarquons tout de suite que cette condition entraîne celle du lemme 1

et par suite CNl et CN2.

Démonstration du lemme 2.

Nous allons faire la démonstration par récurrence : en supposant que 9

est injective sur la partie de N(S) constituée des N s'écrivant ^ e^i nous

allons en déduire qu'elle l'est aussi sur la partie de N(S) formée des sommes

VL
»=0

n° V-3, 1971.
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Supposons, en effet que l'on ait une égalité du type —

» = 0 i=0

avec zn ou sj, = 1 (sinon, si ew — e'n = 0, c'est en contradiction avec l'hypo-
thèse de récurrence).

Posons p = ][] £f <7 = J ] e'j il vient ;
f 0

d'où

Posons Xi = e • # —/?s/, ^ est un entier relatif qui vaut q ou (# — p) ou
encore (—p), ou zéro.

] jûfj == 0 nous conduit à

or | \ | < « + 1 et [ Xrt [ ^ 1

Si bien qu'on en déduit une contradiction avec l'hypothèse
an> (n + 1) (an. x + ... + a0) C.Q.F.D.

La suite donnée par l'exploitation stricte de la condition du lemme 2,
c'est-à-dire définie par la relation an = 1 + (n + 1) («„-! + ... #0)

 e s t

dont les premiers termes pour a0 = 1 sont :

fl0 « 1, fll = 3, a2 = 13, a3 = 69, an = 431, a5 = 3 103.

Les 50 premiers termes sont listés en annexe.

On peut montrer que l'ordre de croissance de la suite an = — —

CONCLUSION

Nous avons donc une solution globale de ce problème de pesées; cette
solution globale est d'ailleurs bien meilleure quant au nombre de pièces uti-
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Usées que les solutions particulières (pour n > 14). Cependant un problème
reste à résoudre : celui de Finjectivité de l'application <p pour une suite géo-
métrique de base a, avec a > 2.

ANNEXE

Les 50 premiers termes de la suite.

1 l

n n n~1 13
69

431
3103

25341
231689

2345851
26065011

315386633
4^28697741

58145826519
876660153671

14089181041141
240455356435473

4343224875615731
82776756452911579

1660133837750060001
34950186057896000021

7 706 51602 5766068 00463
17 7616 845 54622 7472106 71

42 708 77 7 86 08 883 3306565 89
1069576 349 9 0746434112 2 5881

2 785 35 50 7 7 8840217216 73406 51
753160013059839473 5404891203

21117448058485499085039098 79 61
613188121401949306 76 55 7975 76349

184175,432178228345353518777203911
57157892 744967417 52350582 740811031

18 3095 7 83 093 04562 746696 3 6671306466 93
604806715 7654152 33 9 5 53896617476845601

20582 328 54589178 7180 5443 544263 50 8901859
72100520603184 5635779068900510958 45 62091

2 59 773934526.1796 7 75968 7 04126 84 095 32 6134161
961905768 98 836817 761584015668167 66 933424933

365 7913882625211208 7669032 62492 2 72 5 6662 742 591
142 757 5O395975148609349 752191996869229972961119

5 714056934810052 90 39002560 74 7 440100259970800 74 21
2.34422 84 860 75 9 19 14Q06 1643 5 17843 69642 092 1879 0048041

98 5162 02127340 501861090568837381342 08 92 419 651768923
42385995256738693971454576446131874986688494285S62931

18659929816597582179337979011642342 1072350b617489537129
84013079360309 114 184 1821566663 7110306 885 342 315022 6601901

3866511038 741499005 06 74 742 55 66821553896427686 08911106 55671
181811941288378042104 95056722208 76 46232186885281013114386663

8730925615348415108909473978121556750584800643168651514785621
4280011195268669874665410222466397181563272485 502 24959363107889

„ 2 140897266633 34 92435565 9 3738362 8 790901944619245 18 93 7 7654808792 531
109229452379252512426356823385Ö611780711460165570886615041264925051
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