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SUR LES PERFORMANCES D'ALGORITHMES
DE RECHERCHE DE CHEMINS MINIMAUX

DANS LES GRAPHES CLAIRSEMES

par G. FONTAN (*)

Résumé. — Uauteur établit une classification des principaux algorithmes de recherche
de chemins minimaux dans un graphe. Lorsque des comparaisons analytiques n'ont pu être
établies, il compare expérimentalement le meilleur de chaque classe pour pouvoir conclure
quant à leurs performances respectives.

L INTRODUCTION

De nombreux articles sur les comparaisons de méthodes de recherche de
chemins minimaux dans un graphe ont déjà été publiés [1], [2]. Depuis, de
nouvelles méthodes ont été découvertes, elles méritent un examen attentif de
leurs possibilités. D'autre part, ces comparaisons ne considéraient générale-
ment que des graphes complets alors que nous sommes surtout intéressés par
les réseaux grands et clairsemés tels qu'on les trouve dans les problèmes de
Trafic et dans la résolution par la théorie des flots de problèmes en Recherche
Opérationnelle. Il est donc indispensable de faire le point sur les méthodes les
plus efficientes qui nous sont proposées.

En nous appuyant sur certaines publications, nous ferons une classifica-
tion analytique des algorithmes lorsque cela sera possible. Dans les cas où ce
genre de comparaison sera impossible nous procéderons à une étude expéri-
mentale.

(O Laboratoire d'automatique et d'analyse des systèmes, Toulouse.
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H. CLASSIFICATION DES METHODES

Nous établirons trois classes, dans lesquelles nous regrouperons les prin-
cipales méthodes existantes :

lre classe : Construction d'arborescences.
Les principales méthodes sont dues à Dijkstra, Moore, Dahtzig. Ces

méthodes consistent à marquer progressivement les sommets du graphe en
calculant au fur et à mesure la longueur du chemin minimum qui permet de
les atteindre à partir de l'origine. A chaque étape, nous avons donc une plus
courte distance [3], [4],

2e classe : Méthodes itératives.
Nous regrouperons dans cette classe les méthodes dues à Bellman, Ford

et Yen.
On associe à chaque sommet A:, un nombre Xfc. On modifie ces nombres

lorsque on trouve un arc de longueur ltj tel que \j — \ < ltJ en posant
Xj = X£ -f /y. Lorsque on ne trouve plus de tels arcs on arrête la procédure [5],
[6].

3e classe ; Méthodes par élimination.
Les deux principaux auteurs sont Carré et Roy. La recherche des plus

courts chemins dans un graphe se réduit à la résolution de l'équation matri-
cielle : Y = ÀY + B.

Les auteurs cités plus haut résolvent cette équation à l'aide de méthodes
connues en algèbre linéaire : Méthodes de Gauss et Jordan [1], [7], [8].

Dans une même classe, certaines méthodes ont pu être comparées analy-
tiquement :

a) Les arborescences construites par les algorithmes de Dantzig et Dijkstra
sont identiques mais Dijkstra demande moins de comparaisons et sera plus
efficient [1], [2], [8], [9].

b) Les méthodes de Bellman, Ford et Yen ont pu être décrites matriciel-
lement et reliées aux méthodes classiques d'algèbre linéaire. Ces méthodes
demandent un même travail par itération. Mais la convergence des algorithmes
est différente. Il a été démontré que l'algorithme de Ford (méthode de Gauss-
Seidel) est toujours au moins aussi bon que l'algorithme de Bellman (méthode
de Jacobi). De la même façon il peut être démontré que la méthode de Yen
(Gauss-Seidel symétrique) est au moins aussi bonne que la méthode de Ford [5],
[6], [8].

c) Dans le cas des algorithmes de la 3e classe, si l'on cherche toutes les
distances et si le graphe est complet, toutes les méthodes directes sont équi-
valentes. Pour un graphe psu dense (comme cela sera le cas pour nous) et un
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nombre de chemins inférieurs au nombre de nœuds, la méthode de Carré (Gauss
généralisée) sera la plus efficiente [1], [8].

En conclusion, nous pouvons dire que à l'intérieur de chaque classe, les
meilleures méthodes sont :

Classe 1 : Dijkstra.
Classe 2 : Yen.
Classe 3 : Carré.

Nous ne pourrons départager ces algorithmes qu'avec des résultats expé-
rimentaux tirés de l'étude des graphes qui nous intéressent.

HL. INFLUENCE DE LA TOPOLOGIE ET DE LA SOLUTION

Avant de passer à l'étude expérimentale proprement dite, nous pouvons
faire quelques remarques préalables.

* Pour la classe 1 ; Si n est le nombre de nœuds du graphe, nous ferons
toujours n pas pour trouver l'arborescence complète. Au fcième pas, nous
aurons l'arborescence des plus courts chemins entre k nœuds. Le travail
nécessaire, ainsi que l'arborescence dépend des valeurs numériques et de la
taille du problème.

* Pour la classe 2 : Aucune dépendance topologique, mais le nombre
d'itérations à effectuer est conditionné par la solution finale [6].

* Pour la classe 3 ; II y a une forte dépendance topologique. En effet, cela
détermine le nombre de termes produits au cours de la phase élimination.
Les valeurs numériques n'ont ici aucune influence sur le travail à effectuer.

Nous pourrions donc construire des problèmes qui rendent telle ou telle
méthode plus avantageuse. La comparaison que nous faisons n'est pas absolue,
mais nous pourrons conclure sur un type de problème.

IV. DETAILS TECHNIQUES
DE L'APPLICATION DE CES METHODES

Les algorithmes que nous devons comparer ont été programmés en
FORTRAN IV sur IBM 370-165. Ils ont été construits le mieux possible [10]
de manière à tirer parti au maximum de la faible densité des graphes étudiés.
Ceci implique que nous ne faisons pas de reconnaissance d'arcs inexistants
lors des calculs.

— Pour Dijkstra, seul le 1er élément non-nul de chaque ligne de la matrice
du graphe sera repéré, les autres seront reliés par un chaînage,
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:— Pour Yen, on ne travaille que sur des demi-matrices triangulaires. On
ne repère que le premier élément non-nul de chaque ligne des demi-matrices.

— Pour Carré, nous avons créé un système de pointeurs [11] (double
chaînage) qui permet lors de l'élimination et de la restitution de faire un
balayage d'élément non-nul en élément non-nul, ainsi que de placer dans ce
chaînage les éléments créés au cours des calculs.

V. DEFINITION DES PROBLEMES

On a choisi un type de problèmes pour lequel les performances des méthodes
pouvaient être considérées comme importantes pour les applications pratiques
de la théorie des graphes.

Les 2 types de réseaux que nous avons étudiés sont schématisés par les
figures 1 et 2.

1

6

11

16

21

2

7

12

17

22

3

8

13

18

23

4 5

9

14

19

24

Figure 1

graphe symétrique
réseau 5 x 5 de 25 nœuds
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Figure 2

graphe antisymétrique
réseau 5 x 5 de 25 nœuds
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Nous avons choisi comme longueur des arcs une valeur aléatoire unifor-
mément distribuée dans l'intervalle [0, 10]. Pour tous les algorithmes, nous
recherchons les plus courts chemins d'un certain nombre d'origines (ou de
destinations) à tous les autres nœuds du graphe (ou à partir de tous les autres
nœuds).

Ces origines ou ces destinations sont réparties à l'intérieur du réseau de
manière à ne pas favoriser tel ou tel algorithme.
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VI. RESULTATS

TABLEAU 1. Réseau à double sens (cf. fig. 1)

35

\ v RÉSEAU

RTIHME ^ ^ \ ^

Djikstra
durée en s

mémoire
en K octet

Yen

Carré

8 x 8

64 nœuds

0,019 x n

3

0,013 x n

3

0,07 + 0,01 X n

1 22

16 X 8

128 nœuds

0,037 X n

6

0,030 x n

6,5

0,16 + 0,018 x n

51

32 X 16

512 nœuds

0,45 x n

26

0,18 x n

26

1,53 + 0,10 X n

400

TABLEAU 2. Réseau à sens unique (cf. fig. 2)

^ \ ^ RÉSEAU

RTTHME ^ \ .

Djikstra . . . . . . . .

Yen

Carré

8 x 8

64 nœuds

0,015 x n

2

0,011 x «

2

0,04 + 0,0075 X n

1 13

16 X 8

128 nœuds

0,030 x n

4

0,019 x n

4,5

0,07 + 0,01 x n

29

32 X 8

512 nœuds

0,42 X n

16,5

0,095 X n

17

0,35 + 0,08 X n

208
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Pour avoir des résultats explicites, pour un réseau de taille donnée, nous
indiquerons le temps moyen de calcul d'une arborescence des plus courts
chemins. Pour ceci nous ne faisons qu'un seul tirage des longueurs aléatoires,
mais nous calculerons la moyenne sur une dizaine de constructions d'arbo-
rescences.

Dans le cas de l'algorithme de Carré, nous avons un temps fixe, corres-
pondant à la phase de réduction de la matrice du graphe, puis un temps propor-
tionnel au nombre de destinations. Dans le même tableau, nous indiquons la
place mémoire occupée par les variables nécessaires aux calculs.

REMARQUE : Pour avoir le temps moyen pour n arborescences, on multi-
pliera ces résultats par n comme cela est indiqué dans les 2 tableaux.

VU. CONCLUSION

Des deux tableaux du paragraphe VI, nous pouvons tirer les remarques
suivantes :

* Temps de calcul :
— Pour des nombres peu élevés de,destinations, la méthode de Yen est

la meilleure.
— Lorsque ce nombre augmente, la méthode de Carré devient rapidement

plus avantageuse.
—Dijkstra se détériore lorsque la taille du graphe devient importante.

* Place mémoire :
L'algorithme de Carré nécessite en général une place mémoire beaucoup

plus importante que les autres algorithmes. On doit noter que cette place
dépend de la structure du réseau.

Dans le cas d'utilisations répétées, après modification de la longueur des
arcs, le temps calcul de l'algorithme de Carré est diminué. Cette diminution
est de l'ordre de 30 % de la durée de la phase d'élimination. Ceci est dû au
fait que le «chaînage» (cf. paragraphe IV) est réutilisable pour les calculs
successifs.

Pour un utilisateur de tels algorithmes, l'algorithme « optimal » sera donc
un compromis entre les résultats que nous avons donnés plus hauts ses besoins
spécifiques, ses possibilités de calcul.
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