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R.A.LR.O.
(9e année, juin 1975, V-2, p. 33 à 51)

UN ALGORITHME
POUR LES PROBLEMES DE RECOUVREMENT (*)

par M. GONDRAN (*) et J. L. LAURIÈRE (2)

Résumé. — Les auteurs définissent, pour les problèmes de recouvrement, un algorithme efficace
du type PSEP.

1. INTRODUCTION

Considérons le problème de recouvrement (PR) :

minimiser z — ex 0-1)
avec Ax ^ e (1.2)

Xj = 0 ou 1
où :

A = (üij) est une m x n matrice avec a{j = 0 ou 1 ;
e est un m x 1 vecteur de 1 ;
c est un 1 x n vecteur à coefficients positifs.

Le problème de partitionnement (PP) est obtenu en remplaçant (1.2) par
Ax = e.

Ces deux problèmes sont d'une grande importance dans de nombreux
problèmes combinatoires et industriels.

Citons, par exemple, le problème de Quine en logique et théorie des relais,
les problèmes de coloriage dans les graphes et les hypergraphes, les problèmes
de rotation des équipages dans les compagnies aériennes [1], d'habillage des
horaires dans les transports urbains [2], les problèmes de découpage élec-
toral [3], de typologie, etc..

(*) Reçu juillet 1974.
(1) Electricité de France, Direction des Etudes et Recherches, Service Informatique et Mathé-

matiques Appliquées, Département Traitement de l'Information et Etudes Mathématiques.
(2) CNRS groupe de recherche Structure de l'information T45 Place Jussieu Paris.
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3 4 M. GONDRAN ET J.-L. LAURIERE

Toutefois, un problème réel ne se formalisera pas exactement comme
un (PR)* La fonction économique ne sera pas toujours aussi simple que (1.1)
et on devra ajouter un certain nombre (en général faible) de contraintes sup-
plémentaires (cf. Roy [4] et [5]).

Une très grande variété d'algorithmes ont été donnés pour le problème de
recouvrement simple (cf. Glenn Martin [6], Salkin et Koncal [7], House,
Nelson et Rado [13], Bellmore et Ratliff [14], Gondran [8] et Delorme [9] pour
l'utilisation de coupes ; Lemke, Salkin et Koncal [10], Pierce et Lasky [11] pour
une énumération implicite utilisant la résolution d'un programme linéaire ;
Thiriez [12] pour l'utilisation de la théorie des groupes).

Par contre, peu d'algorithmes ont été donnés pour le problème de recouvre-
ment généralisé (cf. Roy [4]).

Nous présentons ici pour le (PR) simple et pour un grand nombre de (PR)
généralisé un nouvel algorithme du type P.S.E.P. (cf. Roy [15]) voisin de celui
que nous avions défini pour le (PP) [16].

Ses principales caractéristiques sont les suivantes :
(/) La fonction économique est réduite à partir d'une combinaison linéaire

des contraintes (cf. paragraphe 2). Cela permet de définir une évaluation par
défaut de la fonction économique et des coûts réduits pour chaque variable
(naturelle et d'écart) sans avoir à résoudre un programme linéaire continu.

Pour améliorer (en probabilité) cette réduction, nous serons amenés à
définir plusieurs fonctions économiques réduites.

L'évaluation ainsi obtenue est presque aussi bonne que celle donnée par la
programmation linéaire.

(ii) Une bonne solution réalisable est recherchée dès le début de l'algo-
rithme (cf. paragraphe 3). Pour cela, nous définissons plusieurs heuristiques
pour déterminer plusieurs solutions réalisables ; on obtient ainsi une bonne
solution réalisable (en probabilité). Cela est très important dans toutes les
méthodes P.S.E.P. En effet, il se peut qu'une heuristique soit mauvaise pour
un problème donné. Donc, si on applique plusieurs heuristiques, cela permet
d'obtenir des résultats beaucoup plus homogènes.

(iii) L'utilisation des coûts réduits permet la définition et l'utilisation de
pénalités (cf. paragraphe 4).

(iv) Les implications dues aux contraintes (1.2) sont utilisées systématique-
ment (cf. paragraphe 5). Pour cela, nous devons stocker la matrice A en lignes
et en colonnes.

(v) La méthode précédente s'adapte avec succès à la résolution d'un grand
nombre de problèmes.

Au paragraphe 6, on montrera qu'elle s'applique à certaines classes de
problèmes de recouvrement généralisé.
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UN ALGORITHME POUR LES PROBLEMES DE RECOUVREMENT 35

2. RÉDUCTION DE LA FONCTION ÉCONOMIQUE

La z-ième contrainte du problème de recouvrement (PR) s'énonce :

Z au Xj = 1 + st
ieJ

avec :

Pour un i donné, soit Jt = {j\aij— 1 }.

Alors, si

cf = min ct et c's = c7- - ÛU C? ( ; e 7) ,

la fonction économique peut s'écrire :

2 ~ L c j x j " c n i "yXJ) ^ L cjxj

ou bien :

En procédant à cette « réduction » des coûts, successivement, pour chacune
des contraintes, on obtient une fonction écéhomique de la forme :

fz = Zo + L cïsi +
iel

(2.1)

où z0 est la somme des quantités retranchées et où :

V i e / c ? ^ 0, MjeJ c) > 0 .

Une évaluation par défaut de (PR) sera donc :

z(PR) = z0

Pratiquement, on a le choix de Tordre dans lequel on considère les
contraintes. Comme dans le problème de partitionnement [16] cet ordre sera
déduit des quatre critères heuristiques suivants :

• Critère 1 :

min nt avec nt — \Jt\
iel

puis en cas d'égalité sur un sous-ensemble F de contraintes (/' c /) :
• Critère 2 :

iel

en cas d'égalité sur /" cr / ' :

n° juin 1975, V-2
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36 M. GONDRAN ET J.-L. LAURIERE

Critère 3 :

en cas d'égalité sur /"
• Critère 4 :

min I {jeJi \cj = cf }
iel"

I" :

max
jo
i e V"

kel
akJo

Comme dans le cas du problème de partitionnement, la réduction précé-
dente fournit une borne inférieure de z moins bonne que la programmation
linéaire en continu. En effet, la meilleure évaluation par défaut, obtenue par
combinaison linéaire des contraintes et réduction de la fonction objectif est la
valeur de y à l'optimum du programme :

max y = l^Ui
iel

Y u. au < c,
JLJ

 l lJ J

iel

u, ^ O

(car cj > 0)

(carcf^O)

qui est Ie dual du problème {PK) en continu.

EXEMPLE 1

Garfinkel et Nemhauser [17], p. 310.

y-Matrice A
1
1
0
1
0

2
0
1
0
0

3
1
0
0
1

4
1
1
0
0

5
0
0
1
1

12 6 |

9

6 8

3

° H
6 8 01 2O=10 Figure 1.

— Réductions successives :
n{ = 2 (critère 1) : L2, L3, L4 on prend d'abord L2 correspondant à

min min
i j

nt = 3 mène à considérer Lx. D'où :

Z = 10 + 3 s2 + 6 .s

= 3 ;

:

s± 4- 6 x3 + 8 x4 .

EXEMPLE 2

Lemke, Salkin, Spielberg [10], p. 1012.
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Figure 2.

Les réductions successives sont faites en considérant les contraintes dans
l'ordre des nt croissants :

nt = 4 Z,14

n{ = 5 L4, L10 ; choix Llo (critère 2), puis L4

nt = 6 L6, L7, L13, puisL6

fii = 7 L>i, ^ 3 , Z^5, Z^gj ƒ ,9 , Z/i5 s c h o i x <L>i$, JLç

n, = 8 L n

D'où :

z = 13 + 3 s1

17 *~ 20 ~* 21 "^ 22 *"" 24

5 x21 -f x2$ + 5 x29 + 2 x30 .

xls
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38 M. GONDRAN ET J.-L. LAURIERE

3. SOLUTIONS INITIALES

3.1. Heuristique H t

Contrairement au cas du problème de partitionnement (PP\ on est sûr,
à ce stade, qu'il existe une solution constituée par un sous-ensemble des
variables « naturelles » x de coûts réduits nuls, i.e. que le problème (PR') :

(PR')

admet une solution.
L'heuristique H± suivante permet de construire une telle solution :

Considérant les contraintes non satisfaites suivant l'ordre donné par :

min | {JljeJ0,^ = 1 } |,

H
1 pour chaque contrainte i0, on fixe à 1 la variable xjo, j0 e Jio, dont le coût

initial est le plus faible :
joeJ° n Jio et cjo = min c ^ xjo : = 1.

J° n Ji0

Soit z la valeur de la fonction économique associée à cette solution Xo, il
est clair que l'optimum Z* de (PR) satisfait aux inéquations :

zo<Z*^z. (3.1)

De plus, s'il existe une solution avec

Vjf st x cf = 0, V/, Xj x c'j = 0

cette solution est la solution optimale de (PR).
Par ailleurs des solutions initiales réalisables peuvent être construites

d'entrée de jeu sur le problème (PR), avant les réductions du paragraphe 2.
Deux heuristiques sont maintenant présentées dans ce but. Chacune d'elles,

comme Hi elle-même, peut être utilisée :
— soit en considérant à chaque pas, toutes les contraintes non saturées ;

l'ensemble de ces contraintes est noté 7° ;
— soit en ne retenant à chaque pas, parmi les contraintes de 1° que celles

pour lesquelles n£ = £ atj est minimal.
j

Dans les deux cas, on ne s'intéresse bien sûr qu'aux seules variables qui per-
mettent de saturer au moins une contrainte de 70.
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UN ALGORITHME POUR LES PROBLEMES DE RECOUVREMENT 39

3.2. Heuristique H2

Cette heuristique est basée sur la définition du coût moyen d'une contrainte,
soit :

Faire

et cela

XJo

1

tant

: =

X

qu'ü

1 pour l'indice

y *•?

j

h qui

avec

rend maximale

h = ( ' 1 au =

reste une contrainte non satisfaite.

la quantité :

3.3. Heuristique H3

Une autre idée est de prendre 1 comme coût moyen :
D y a m - | /1 contraintes à satisfaire, donc la somme de tous les 1 dans les

colonnes d'une solution réalisable quelconque doit valoir au moins m :

?(?*)• : m (3.2)
J \ * /

et l'on doit minimiser :

ICJXJ. (3.3)
j

On est donc conduit ainsi à un problème de sac à dos [11] dont on donne une
solution approchée (H3 est en fait une heuristique pour le problème (3.2) (3.3)).

c.
Faire xf : = 1 pour l'indice;^ qui rend la quant i té—^ minimale,

avec Cj maximal en cas d'égalité et cela tant qu'il reste une contrainte non
.satisfaite.

H3 permet de plus de calculer une nouvelle borne inférieure z'o de z :

* IY k \ c
z'o = Z cj + ( m ~ Z I h I j x TT11!

j+l \ \ j=l / I Jk+l\
où k est l'indice tel que :

fc fc+i

Z I / j I < « ï,\Ij\>m.

(1) Partie entière supérieure.

n° juin 1975, V-2
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Six heuristiques sont ainsi définies qui pourront être toutes mises en œuvre
au début d'un problème de dimensions importantes.

En outre, diverses compositions de ces heuristiques entre elles sont possibles.
Les efficacités respectives sur un problème donné dépendront alors de la

redondance de celui-ci.
L'évaluation par excès z de l'optimum de (PR) sera bien entendu la plus

faible des valeurs prises par z sur l'ensemble des solutions réalisables obtenues
par ces heuristiques et

z^z^z (3.4)
avec de même z = max (z0, z'o).

3.4. Premières implications

En utilisant (2.1), il est clair que les variables dont le coût réduit est supé-
rieur à la différence z — z0 ne sauraient appartenir à la solution optimale et
peuvent être définitivement éliminées :

Cj > z — z0 => Xj = 0 à l'optimum
c\ > I — z0 => st = 0 à l'optimum.

4. PRINCIPE DE SÉPARATION

Nous obtiendrons la solution optimale de (PR) par une procédure arbo-
rescente fixant progressivement les valeurs des s( et xy

Après un certain nombre de choix associés à un sommet 5 de l'arborescence
de résolution, définissons les ensembles :

Kl(S) = {j/xj = 1 }9 K(S) =

est l'ensemble des variables naturelles déjà fixées ;

J(S) = J - K(S)

est l'ensemble des variables libres.
Pour chaque contrainte i, posons :

XJ e t s't = s i ~

L'équation (2.1) s'écrit alors :

jeKHS) iel J jeJ(S) t e /

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UN ALGORITHME POUR LES PROBLEMES DE RECOUVREMENT 41

ce qui donne pour évaluation par défaut du sommet S :

z(S) = zo+- X C}xj+ £ c?ô,
jeKl(S) ieI-I(S)

où I(S) est l'ensemble des contraintes non saturées :

I(S) = { i/bt = 0 } .

La séparation du sommet S pourra ensuite se faire sur les variables naturelles
Xj(je J(S)) ou bien sur des variables d'écart s{(i e I(S)).

Pour cela, nous définissons une pénalité pour chaque Xj et une pour chaque
si ; S sera séparé suivant la variable de plus forte pénalité :

— Pour chaque Xj tel que j e J(S\ c] = 0, on considère les lignes i non
saturées telles que atj = 1 ; on définit alors :

Jt(S) = Jtn 7(5)
et

Pj(i) = min c'k
kJ(S){j}

La pénalité de Xj sera alors :

= max pfî) .
iI{S)

— Pour chaque variable s( la pénalité sera :

Pi = Cf .

• Alors, si la pénalité maximale correspond à une variable naturelle xjy

le sommet S donnera naissance :

au sommet {xj = 1) d'évaluation z(5)
et

au sommet (Xj = 0) d'évaluation z(S) + pi .

• Si elle correspond à une variable d'écart si9 S sera partagé en :

un sommet (st = b( — 1) d'évaluation z(S)
et en

un sommet (st ^ bt) d'évaluation z(S) + p{.

REMARQUE 1

Les choix st = b{f — 1 transforment progressivement le problème de recou-
vrement initial en tin problème de type partitionnement (b( non nécessairement
nuls comme dans le problème pur) plus contraint, donc plus facile à résoudre.

n°juin 1975, V-2



4 2 M. GONDRAN ET J.-L. LAURIERE

REMARQUE 2

En cas d'égalité pour les pénalités maximales et de choix entre une variable
d'écart et une variable naturelle on préférera la variable d'écart car elle entraîne
des implications plus fortes. Si le choix concerne des variables de même espèce,
on retiendra celle qui est liée à la contrainte i9 i € I(S) correspondant à :

min | Jt(S) | .

Si on a encore le choix entre deux variables naturelles, on prendra celle qui
est liée à :

max | {i, «y = 1 } | .

Avant de séparer à nouveau les sommets de l'arborescence, on prendra soin
de réduire (paragraphe 2) le problème de recouvrement obtenu dans les cas où :

3i, i 61(S) tel que min c]
jJdS)

est non nul, et de tenir compte des implications liées au choix effectué.

5. IMPLICATIONS

Elles concernent : soit la valeur de la fonction économique (5.1),
soit la satisfaction des contraintes (5.2).

5.1. Si F est la meilleure valeur connue pour une solution réalisable, la
recherche d'une solution associée à un sommet S telle que z(S) < F entraîne
l'élimination des variables telles que :

c'k>z- zo(S)

ce qui permet de réduire progressivement la dimension du problème.

5.2. Les implications seront déduites des contraintes i, î £ I(S). Les implica-
tions proviennent de deux situations différentes :

— Cas 1
La valeur de la variable d'écart st associée a été précédemment fixée :

st = bt — 1 avec bt ^ 1 connu. Si en outre :

alors :
xj = 0 .

Le cas bt — 1 redonne par exemple les implications du problème de parti-
tionnement.

Revue Française d*Automatique* Informatique et Recherche Opérationnelle
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— Cas!
st doit simplement obéir à s( > b(. Alors :

a) si
| Jt n (Kl(S) u J(S)) | < bi

le sous-problème correspondant au sommet S n'admet pas de solution (FIN
des implications) ;
b) si

| J{ n (K^S) u J(S)) | = bt

alors \fjj eJtn J(S) => xs = 1 .
Quand les implications et les réductions précédentes sont faites sur chaque

nouveau sommet S9 on sépare le sommet dont l'évaluation Z(S) est la plus
faible.

Il est possible de reconstruire périodiquement une solution approchée
X0(S) pour n'importe quel sommet pendant. On a choisi dans les calculs
manuels de ne faire ce travail que pour certains sommets.

Ces sommets sont tels que :

J(S) * o

et le dernier choix fait contredit, pour une variable au moins, la valeur retenue
dans la dernière solution réalisable X0(S) calculée.

EXEMPLE 1

L'ensemble des variables de coûts réduits nuls donne la solution Xo :

x2 = x5 = xt = 1 avec I = 16 ,

d'où l'implication par (3.4) : x4 = 0 à l'optimum puisque ci = 8 > 1 6 — 10
ce qui entraîne x2 = 1.

Figure 3.

D'où deux solutions optimales xt = x2 = x5 = 1 et x2 ==
avec Z = 16,

n° juin 1975, V-2
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EXEMPLE 2

Solution initiale Xo :

et z = 15.

L'implication (3.4) entraîne donc l'élimination définitive des variables
12, 17, 22, 27, 29 et 30.

De même, on doit avoir pour toute solution meilleure que Xo :

puisque ces variables ont une pénalité de 2.
Toutes les variables naturelles restantes ont alors une pénalité nulle.
On arbitrera donc en premier lieu s4, s6, s9i s1% de pénalités égales à 1.

Figure 4,

De plus, toute solution de coût au nlus 14 satisfait :

s4 + s6 + s9 + 5 t l < 1 .

On se placera alors au sommet (*) en considérant successivement lés lignes
par nt croissant (la première est JL7). L'arborescence finale est représentée par
la figure de la page suivante, où, sans ambiguïté, pour les variables naturelles,

j signifie Xj = 1 et ; signifie Xj-, — 0 ;

et où les sommets sont numérotés en chiffres romains dans Tordre dans lequel
ils sont étudiés.

Les croix correspondent aux sommets éliminés par 5. 2a).
Les flèches aux implications 5.1 ou 5.2.
On obtient donc ainsi une première solution optimale :

— XB ~ X6 ~ X5 — avec z* = 14.

Si Ton se contente d'une solution optimale, FIN.
Sinon, le sommet V, impliquant par £2, x23 = 1 d'où 14, 18, 9 puis,

x26 = 1 par £3 , procure la seule solution :

(Xy) X25 —

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Le sommet VI, à son tour, donne la solution heuristique :

45

(XVI) X7 — X^ — X6 —

avec z — 14 qui est donc solution optimale et c'est la seule que l'on génère à
partir de ce sommet ; c'était la solution obtenue dans [10].

Il reste pour épuiser toutes les possibilités à examiner les quatre sommets
de type (st = 1). L'ensemble des inconnues est alors réduit à J° puisque
z= 14.

Les sommets sont éliminés (5. 2a) à tour de rôle, d'où en fin de compte trois
solutions optimales pour ce problème.

REMARQUE 3

L'heuristique H3 permet ici d'obtenir directement les solutions (Xu)
et/ou (XVI) suivant que les contraintes sont ou non considérées dans l'ordre
des nt. On aurait pu enfin tout aussi bien définir un principe de séparation et
des pénalités basés sur cette heuristique et les quantités Cj/\ 1° n Ij\.

6. PROBLÈMES DE RECOUVREMENT GÉNÉRALISÉ

La généralisation peut se faire sur la fonction économique et sur les
contraintes.

Considérons d'abord le cas des contraintes.

n° juin 1975, V-2



4 6 M. GONDRAN ET J.-L. LAURIERE

L'adjonction des contraintes aura deux effets :
— accélération des implications,
— mais une moins bonne évaluation par défaut.
Un exemple classique est le problème du voyageur de commerce. Pour ce

problème, on peut définir deux ensembles de contraintes; les contraintes
d'affectation et les contraintes de connexité (cf. Dantzig, Fulkerson et
Johnson [18], Held et Karp [19]). La réduction de la fonction économique par
Little and ail. [20] revient à n'utiliser que les contraintes d'affectation. C'est
ce que nous proposons pour les problèmes de recouvrement généralisé.

Etudions maintenant plus en détail le cas d'une fonction économique
généralisée (cf. Roy [14]).

Cas 1

min z où z ~ max Cj Xj . (6.1)
jeJ

La réduction du paragraphe 2 se simplifie ; en effet, la fonction économique
s'écrit :

z = z0 + max c'j x} (6.2)
jeJ

avec :
z0 — max mine (6.3)

iel jeJi

c'j = max(0,C; - z0) . (6.4)

On a alors trivialement :

Proposition 1

Une solution optimale d'un (PR) avec (6.1) comme fonction économique
est obtenue en donnant la valeur 1 à l'ensemble des variables de coût réduit nul.

EXEMPLE 3

z = max (3 xu 7 x2, 5 x3, 8 x4, 10 xS9 4 JC6, 6 x7, 9 x8) sous les contraintes
(1, 2), (3, 4, 5), (5, 6, 7), (7, 8) et (2, 4, 6) où (2, 4, 6) par exemple correspond
à la contrainte x2 + x4 + x6 ^ 1.

La réduction donne :

z = 6 + max (x2, 2 x4, 4 x5, 3 x8)

d'où la solution optimale : xt = x3 = x6 = x7 = 1.

Dans le cas où il existe d'autres contraintes, les implications et les pénalités
se font de la même façon que pour le (PR) simple.
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EXEMPLE 4

Même problème que l'exemple 3 avec comme contraintes supplémentaires
Xx.x6 = 0 et JC2.JC8 = 0. Une solution réalisable sera Xo :

xt = x7 = JC4 = 1, F = 8 .

Alors par (3.4), on a les implications JC5 = xs = 0. Puis (5.26) entraîne xn = 1.
L'arborescence est alors la suivante :

6+2

•m
Figure 6.

d'où deux solutions optimales x2 — x$ = JC7 = 1 et x2 = xx = x3 = x7 = 1
avec 2 = 7.

Cas 2

z = min (6.5)

Le problème n'a alors que peu d'intérêt puisqu'il suffit de prendre Xj = 1
pour une des variables de coût réduit

= c , - m i n

nul et n'importe quoi pour les autres variables.

Cas 3

z = max Ci Xi — min c*.
jeJ jeJ

On transforme l'équation (6.6) de la façon suivante :
Soit C = max ch alors :

JJ

S l JCj = 1

donc si le vecteur x n'est pas identiquement nul, on a :

min Cj = min [C + {c} — C) x.] .
j e J jeJ

l

(6.6)
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Finalement pour un x non nul, et en posant dj = C — c^ (6.6) s'écrit :

z = max Cj Xj + max dj x} — C . (6.7)

Alors en utilisant deux fois la réduction du cas 1, on trouve :

z = z0 + max Cj Xj + max dj x} (6.8)
jeJ jeJ

avec' :
Z0 =

Zc =

Zd =

Zc +

max

max
iel

zd -

min

min
ieJi

c

dj

Cj = max (0, Cj ~ zc) ̂  0

rf/ = max (0, dj - zd) ̂  0 .

On obtient ainsi une première évaluation par défaut z0.
Posons Fj = Cj + dj pour tout y e / et considérons la contrainte L Puisque

cette contrainte doit être vérifiée, on doit choisir un Xj non nul dans cette
contrainte, donc z0 sera pénalisé d'au moins la quantité :

Pt = min Fj .
jeJi

Si on pose alors P = max Pi9 on a la proposition suivante :
iel

Proposition 2
zi = zo + P e s t u n e évaluation par défaut de z . (6.9)

Pour tout j s J, posons maintenant

Qj = max (c'j, dj) ,
puis Qt = min gv

JeJi

On a alors la proposition suivante :

Proposition 3

Pour tout couple (i^, i2) tel que :

J<>nJ*-*> n (6.10)

est une évaluation par défaut de z.
Pratiquement, on utilisera la proposition 3 en prenant pour ix la contrainte

qui maximise Qi9 soit

Qh = Q = max g^,
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et en prenant i2 tel que :

Qi2 = max Ôi •
JinJh =0

Posons

c] = max (0, c'j - g ) et «ƒƒ = max (0, dj - Q) ,

on a alors :

Proposition 4

On obtient une solution réalisable d'un PR avec (6.6) en faisant x} = 1
pour l'ensemble des variables tels que c'j = d'j = 0. La fonction économique
de cette solution est alors :

z = z 0 + 2Q. (6.11)

La séparation se fait d'une manière un peu différente à celle du paragraphe 4.
On choisit la ligne i0 que maximise Pt {Ph = P) et on sépare la variable xjo

telle que P^ = fJo.

EXEMPLE 5

Mêmes données que pour l'exemple 3 mais avec z de la forme (6.6).
La réduction (6.8) donne :

z = - 1 + max (x2, 2 x4, 4 x5, 3 x8) + max (4 xl9 2 x3, 3 x6i xn) .

La proposition 2 donne zx — — 1 + 2 = 1 et la proposition 3 donne

z2 = - 1 + 2 + 1 = 2.

La proposition 4 donne la solution réalisable :

x2 — x3 = x4 — x-j = 1 et z = 3 .

L'arborescence est alors la suivante :

-K+2) +K+2) +2{+2)

+K+3)

Figure 7.

Les termes entre parenthèses sont les évaluations par défaut z2.
La solution optimale est donc x2 — x4 = xn = 1 avec z = 2.
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Cas 4
Un très grand nombre d'autres fonctions économiques peuvent être choisies

(cf. Roy [4] et Auzet [5]) ; par exemple :

E CJXJ
z = J^ (6.12)

z = Z cjxj + E m i n Aij- (6-13)
jeJ iel j

t*ijXj=i

L'algorithme décrit aux paragraphes précédents ne s'applique plus dans ces
cas (la fonction économique (6.12) n'est même pas monotone par rapport aux
variables et la fonction (6.13) l'est très rarement : cas où c} ^ £ Ay).
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