
RAIRO. RECHERCHE OPÉRATIONNELLE

J.-P. INDJEHAGOPIAN
Estimation récursive des paramètres d’un modèle
de régression, variant au cours du temps
RAIRO. Recherche opérationnelle, tome 15, no 1 (1981), p. 39-49
<http://www.numdam.org/item?id=RO_1981__15_1_39_0>

© AFCET, 1981, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « RAIRO. Recherche opérationnelle »
implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.
numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression
de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=RO_1981__15_1_39_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


R.A.LR.O. Recherche opérationnelle/Opérations Research

(vol. 15, n° 1, février 1981, p. 39 à 49).

ESTIMATION RÉCURSIVE
DES PARAMÈTRES D'UN MODÈLE DE RÉGRESSION,

VARIANT AU COURS DU TEMPS (*) (**)

par J . -P. INDJEHAGOPIAN (*)

Résumé. — Dans cet article, on utilise le filtre récursifde Kalman pour estimer les paramètres d'un
modèle de régression quand ces paramètres varient au cours du temps suivant des processus
stochastiques linéaires non stationnaires. On démontre que tout processus vectoriel non stationnaire
ARIMA décrivant révolution du vecteur des paramètres d'un modèle de régression linéaire peut être
représenté sous forme de vecteur d'état d'un système linéaire {discret) dynamique stochastique. Enfin,
on applique le filtre de Kalman à des cas particuliers de processus d'évolution du vecteur des paramètres,
tel que processus markovien AR(l), promenade aléatoire, processus stationnaire ARMA(1.1) et on
discute brièvement du problème des réalisations markoviennes d'un processus gaussien stationnaire.

Mots clés : Filtre de Kalman, processus vectoriel ARIMA, régression.

Abstract. — Jn this paper we discuss the recursive estimation of parameters of linear régression
models in which the parameters are time varying according to a nonstationary multivariate
Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA) models. The procedure uses Kalman filtering
techniques. In thefirst part ofthis paper, we show how the parameter estimation problem can be brought
into the state variable représentation ofdynamic and stochastic Systems, and then we apply the Kalman
filtering methodology in the cases where parameters are constant or changing over time. We consider in
the second part of the paper particulars parameters models such as rondom walk, multivariate AR (1),
multivariate ARIMA (1.0.1) and we discuss briefly the problem ofmarkovian realization.

Keywords: Kalman filter, vector ARIMA model, régression.

1. INTRODUCTION

Depuis quelques années, les économistes ont observé que les modèles
économétriques habituels pour lesquels on postule l'hypothèse de stabilité des
coefficients au cours du temps, se révélaient inadéquats pour décrire et/ou
prévoir certains phénomènes économiques. Les raisons de ces instabilités
structurelles n'ont pas été, jusqu'à présent, bien explorées. Une première raison
d'instabilité des modèles économétriques tient sans doute au fait que ces modèles
sont souvent incorrectement spécifiés. Cependant, il n'est pas nécessaire
d'invoquer notre ignorance pour justifier la variation dans le temps de certaines

(*) Reçu novembre 1979,
(**) Cet article est une version révisée d'une communication faite au Tenth International

Symposium on Mathematical Programming, Montréal, August, 1979.
0) E.S.S.E.C, Cergy-Pontoise, France.
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40 J.-P. INDJEHAGOPIAN

structures économétriques. Par exemple, dans le domaine de l'économétrie des
données individuelles temporelles (appelées quelquefois « panels ») des
recherches montrent que l'hypothèse de stabilité des coefficients d'un modèle de
régression est souvent intenable {cf. Rosenberg[31, 32],Harvey [18]).De même,
on conçoit très bien que des théories économiques modélisées aujourd'hui soient
inaptes à faire des prévisions à long terme, précisément, parce que ces modèles
supposent une structure stable qui ne peut donc pas intégrer des événements
exogènes tels que des changements de technologies par exemple (cf. Cooley et
Prescott [8]).

Si des tests statistiques ont été proposés pour diagnostiquer une variation
structurelle significative des coefficients d'un modèle de régression linéaire
{cf. Chow [7], et plus récemment Brown, Durbin et Evans [6]), par contre, il
n'existe pas de recherches proposant une méthodologie pour capturer les
variations structurelles. Young [36, 37] DuncanetHorn [9],Rosenberg[31, 32],
Sarris [35], Cooley et Prescott [8], Garbade [13], Harvey [18] ont abordé le
problème de la variation des coefficients d'un modèle de régression. Dans ces
recherches, le vecteur des paramètres d'une régression était supposé suivre soit
une promenade aléatoire, soit un processus markovien d'ordre 1.

Dans cet article, nous allons aborder le problème de l'estimation récursive du
vecteur des paramètres d'un modèle de régression qui évolue au cours du temps
suivant un processus stochastique vectoriel non stationnaire ARIMA.

Cet article comporte trois parties. La première partie présente les principales
caractéristiques du filtre de Kalman. La partie suivante propose un théorème
permettant de représenter le modèle ARIMA d'évolution du vecteur des
paramètres d'une régression, sous la forme d'un système linéaire dynamique
stochastique. Cette représentation permet alors d'utiliser le filtre de Kalman
pour estimer le vecteur paramètre. Enfin la troisième partie étudie des cas
particuliers de processus d'évolution du vecteur des paramètres.

2. DESCRIPTION DU FILTRE DE KALMAN

On considère un système dont l'état, repéré par le vecteur d'état x(, évolue en
temps discret suivant un processus markovien X={x f , £ = 0, 1, . . . } à valeurs
dans Rm. Le modèle d'évolution du vecteur d'état x( est :

x t H = i ?
f + i | ( x t + G(wf+l5 (2.1)

où Ft+ ! [ t est une matrice m x m de transition, Gt une matrice mxpet W— { wt,
£=1,2, . . . } un processus bruit blanc gaussien à valeurs dans Rp tel que

[L'accent désigne la transposition et 8 le symbole de Kronecker.]
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Le vecteur d'état x t n'est mesurable qu'à travers le r-vecteur observation y t,
suivant la relation linéaire perturbée par un bruit aléatoire :

yt = H t x t + vt, (2.2)

où Ht est une rxm matrice et V={\t, t—1,2, ... } un processus bruit blanc
gaussien à valeurs dans Rr tel que E (\tv

f
s) = Rt8

s
t.

Dans la suite, on supposera que les processus gaussiens w, et vs sont
indépendants pour toutes valeurs de t et s et que les matrices de variances
covariances Qt et Rt sont définies positives.

Le problème du filtrage ou de la prédiction consiste à trouver un estimateur
« optimal » de l'état x t en utilisant la suite des observations disponibles
{yi> • • • J s H ^ où s^t. Cet estimateur optimal noté x, |s n'est autre que
l'espérance conditionnelle de x, par rapport à Ys (cf. Kalman [22], Bensoussan
[3, 4], Jazwinsky [21], Mac Gregor [25]).

Le filtre récursif de Kalman permet de calculer xt+l^t+là partir de xt{t et yt + x.
Le fonctionnement de cet algorithme nécessite la connaissance d'une part des
matrices F , G, H et des matrices de variances covariances g et .R et d'autre part
des conditions initiales x0|0 et P0lQ qui représentent respectivement l'espérance et
la matrice de variance du vecteur d'état x0.

3. ESTIMATION DES PARAMÈTRES D'UN MODÈLE DE RÉGRESSION VARIANT AU
COURS DU TEMPS ET PRÉVISION

3 . 1 . Estimation

Le filtre de Kalman peut être utilisé pour estimer le vecteur des paramètres
d'un modèle de régression variant suivant un processus vectoriel ARIMA
(P, d, q) :

Vp(B)(l-B)dpt+1=eq(B)at+u (3.1)

yt = x;p, + 8t, (3.2)

où :
x t désigne le k-vecteur des valeurs des k variables exogènes à l'époque t (l'une

de ces variables peut être la constante 1).

[et] est un processus gaussien bruit blanc non autocorrélé i. e.,

avec :

Gq(B)=I-®1B-...-eqB«,
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42 J.-P. INDJEHAGOPIAN

ou :
Best l'opérateur de décalage JBPt = Pï^1,BmP( = pf_m (m >0), cp^l SjSl

et ©j (1 ̂ l^q) sont des matrices k x k connues et / la matrice k x k identité.
{at} est un processus gaussien bruit blanc à valeur dans Rk.
La matrice de variance covariance E (2kta's) = bs

t Qa et la variance al sont
supposées connues et les processus {a(} et {ss} non corrélés pour tout t et s.

On suppose, en outre, que les racines de det *Fp (z) = 0 et les racines de det
0 g (z) = 0 sont extérieures au disque unité et que ces deux polynômes n'ont pas de.
racines en commun.

Les processus vectoriels ARIMA présentés ci-dessus sont une extension des
processus ARIMA univariés développés par Box et Jenkins [5], Ces processus
vectoriels sont décrits dans Granger et Newbolt [16], Hannan [17], Jenkins [20],
Indjehagopian [19]. Montfort [29], Nerlove [30], Wallis [36], Zellner et Palm [39].

L'utilisation du filtre de Kalman, pour estimer de façon récursive le vecteur des
paramètres p,, nécessite préalablement de représenter le système d'équations
(3.1) et (3.2) sous la forme d'un système linéaire dynamique stochastique du
type (2.1) et (2.2), d'où le théorème :

THÉORÈME : Le système d'équations (3.1) et (3.2) est équivalent au système

linéaire dynamique (3.3) et (3.4) ou (3.3') et (3.4') ci-dessous :

si p + d>q :

92 1 k(

Qk(p+d-l)

X

ap+d-i

+ - 0 ,

ok

a t+1, (3.3)

P,1'
p?

\P+d

(3.4)
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ou :
Ik( p+d-i) est la [k(p + d— l)xk(p + d — 1)] matrice identité.

Qk(p+d~i) (resp Qj est la [kxk(p + d-l)] (resp. kxk) matrice nulle.

O'k est le vecteur nul l x / c .

si

P,V

Ml

= i: '"
f

X

rp;

pf+d (3.3')

pr
P;

(3.4')

Preuve : Prenons le cas p + d>q (la démonstration serait identique pour
p + d^q). L'équation matricielle (3.3) est équivalente au système :

(3.5)

A partir de la seconde équation de (3.5) en décalant le temps nous obtenons

En reportant l'expression de P^ dans l'équation (1) de (3.5) on obtient
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44 J.-P. INDJEHAGOPIAN

De la même manière on peut calculer pf_ x à partir de la 3e équation de (3.5), etc.
et par (p + d — 1) substitutions, on a la relation :

qui représente l'équation (3.1) d'évolution du vecteur P des paramètres. •

Les matrices F, G, H sont ainsi parfaitement identifiées et il est possible
d'utiliser le filtre de Kalman pour estimer de façon récursive le vecteur d'état bt

défini par (P*, . . . , pf+d) 'ou(p t\ . . . , p9+ ̂ 'suivant que p + d est plus grand ou
plus petit que q.

3.2. Prévision avec le modèle de régression

Puisque l'estimateur optimal, au temps n, du futur état est donné par
l'espérance conditionnelle du futur état par rapport à F", il est facile de montrer
que le prédicteur de l'état bn + l pour l'horizon prévisionnel / est donné par :

K+i\n = F%ln (3.6)

[onaposébn = (P* . . . p£ + d)'ou(p* . . . p*+1)'suivant

De plus, on peut démontrer que le prédicteur de la matrice de covariance du
vecteur d'état à l'époque future n + / satisfait à la relation :

1QaF
l-l'+ ... +FQaF' + Qa. (3.7)

La relation (3 .A) ou (3.4') entre le vecteur observation et le vecteur d'état étant
linéaire, il s'ensuit que le prédicteur de yn+l et le prédicteur de la matrice de
covariance du vecteur observation à l'époque future n + /, s'obtiennent
respectivement par :

(3.8)

l l . (3.9)

Dans le cas de la régression linéaire (H = [x't, o'k, . . ., oJJ) les relations (3.8) et
(3.9) deviennent :

(3.11)

où Pn+/|B est la première composante du vecteur Flbn\ni xn + l le vecteur des
valeurs connues des k variables exogènes à l'époque n + l et P*+/[n le bloc des k
premières lignes et colonnes de la matrice de covariance Pn+Ï]n.
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4. ÉTUDE DE QUELQUES CAS PARTICULIERS DE PROCESSUS D'ÉVOLUTION DU
VECTEUR PARAMÈTRES

1° Le vecteur p, varie suivant un processus markovien AR(1) :

L'utilisation du filtre récursif de Kalman conduit aux relations :

^ - ! ) , (4.2)

QJ, (4.3)

avec les notations simplifiées :

Ce cas particulier a été analysé dans la littérature statistique par Duncan et
Horn [9], Rosenberg [31, 32], Cooley et Prescott [8] et dans la littérature du
contrôle et des systèmes dynamiques stochastiques par Young [36, 37],
MacGregor [25], Sarris [35].

2° Le vecteur Pt évolue suivant une promenade aléatoire :

En faisant cp = 7 dans les relations (4.2) et (4.3) on obtient :

et :

Ce cas particulier a été étudié plus précisément par Garbade [12]. Box et Jenkins
ont analysé ce modèle dans le cas scalaire (k — 1) avec x't = l pour tout t.

3° Le vecteur Pf est constant au cours du temps. En faisant (p^IetQö = O dans
les relations (4.2) et (4.3) on obtient :

- 1 ( j ' t -x;P l - 1 ) (4.7)

et :

P^P^-P^xJxiiV^ + c^px;^. (4.8)
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46 J.-P. INDJEHAGOPIAN

4° Le vecteur p, est supposé suivre un modèle ARIMA (1, 0, 1) :

(4.9)

A partir du théorème énoncé dans la partie 3, le système (4.9) est équivalent
à (4.10) et (4.11):

s,. (4.11)

Le système d'équation (4.10) et (4.11) s'écrit sous forme simplifiée :

b t + 1 =Fb t + Ga t + 1 , (4.10')

yt = Hbt + st. (4.11')

Lorsque l'on connaît les paramètres (p, 0 et les statistiques Qa et al le filtre
(optimal) de Kalman donne les relations :

t-iF' + GQaG>)H>

x[H(FPt.1F' + GQaG')Ht + <5lrHyt-HF^1\ (4.12)

et :

'). (4.13)

5. CONCLUSION

Dans cet article nous avons démontré qu'il était possible de représenter sous
forme d'un système linéaire (discret) dynamique stochastique un modèle de
régression linéaire dont le vecteur des coefficients varie au cours du temps
suivant un processus vectoriel non stationnaire ARIMA. Cette méthode de
représentation sous forme de variable d'état pourrait d'ailleurs s'appliquer à des
modèles plus généraux tels que les modèles autorégressifs et/ou à retards
échelonnés, les modèles économétriques à équations multiples, dans lesquels les
coefficients varient au cours du temps.

Nous avons ensuite utilisé le filtre de Kalman sur des cas particuliers de
modèles d'évolution du vecteur des paramètres tels qu'un processus markovien
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AR(1), une promenade aléatoire et un processus stationnaire autorégressif
moyenne mobile d'ordre (1,1 ). A partir de l'estimateur optimal de Kalman, nous
avons donné ensuite les formules des prédicteurs optimaux de l'observation
future et de sa matrice de covariance.

Toutefois pour faire fonctionner le filtre de Kalman, nous avons supposé la
connaissance des paramètres du système et des matrices de covariance des
perturbations. Dans la plupart des situations concrètes ces paramètres et ces
statistiques sont inconnus. Dans ce cas, il est nécessaire d'utiliser des techniques
d'estimation pour estimer les paramètres inconnus. A l'heure actuelle, peu de
travaux ont été consacrés à ce type de problème d'estimation, on peut citer plus
particulièrement ceux de Fargeon [12],Mehra[26, 27, 28], Sarris [35],Cooleyet
Prescott [8].

Dans cet article, nous avons imposé la forme du modèle d'évolution du vecteur
des paramètres de la régression. On pourrait, cependant, poser le problème à
l'envers i.e., étant donné un processus gaussien stationnaire [yti teZ} (ici la
variable endogène du modèle de régression), existe-t-il un processus markovien
{ Pr, teZ} à valeurs dans Rk, une matrice F et des bruits blancs { wt} et { st} tel
que p / + 1 =Fp , + w,+ 1 et yt = xj p, + e,. Ce problème rentre dans le cadre plus
général du problème de la représentation markovienne étudiée par Faurre [10],
Faurre, Clerget, Germain [11], Gevers [15],Akaike [1, 2],Ruckebusch [33, 34],
Lindquist et Picci [23, 24].
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