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NOTE SUR LES PROBLEMES D’'ORDONNANCEMENT
PERT ALEATOIRES (*)

par Claude Lerevre (') et Philippe LaLoyaux (?)

Résumé. — Le but de cette note est double. Nous présentons d’abord un bref résumé des
différentes approches développées dans la littérature pour étudier les problémes d ordonnancement
PERT aléatoires. Ceci nous permet, en particulier, de situer clairement la méthode approchée
récente de Melin parmi les autres méthodes proposées. Nous construisons ensuite des bornes pour
la durée moyenne d’exécution du projet. Ces bornes, faciles a calculer, dépendent uniquement des
moyennes et des variances des durées des tdches qui composent le projet.

Mots clés : Ordonnancement; Maximum de variables aléatoires; Bornes.

Abstract. — The purpose of this note is twofold. We first present a brief survey of the different
approaches developed in the literature to study the probabilistic PERT scheduling problems. This
allows us, in particular, to situate clearly the recent approximative method of Melin among the
other methods proposed. We then construct bounds for the expected total duration of the project.
These bounds can be easily computed and depend only on the means and the variances of the
durations of the activities composing the project.

Keywords: Scheduling; Maximum of random variables; Bounds.

1. LE PROBLEME POSE

Un projet d’ordonnancement a comme objet d’aider le décideur a planifier
et controler I'exécution d’un projet décomposable en un nombre fini n de
taches i, 1<i<n. Il est dit élémentaire lorsque les tiches i, de durées d’exécu-
tion d;, sont soumises uniquement a des contraintes de postériorité stricte et
que le critére retenu est la minimisation de la durée totale d’exécution du
projet.

La méthode PERT, développée initialement par Malcolm, Roseboom,
Clark et Fazar [8], est sans doute la méthode la plus connue qui permette
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28 CL. LEFEVRE ET PH. LALOYAUX

d’étudier un tel probléme. Elle repose sur la construction d’un graphe sans
circuit dont les arcs et leurs longueurs représentent les tiches et leurs durées.
La durée minimale de réalisation du projet correspond a la longueur du plus
long chemin joignant le sommet initial x, « début du travail » au sommet
terminal x, « fin du travail ».

Le cas généralement traité dans la littérature est celui ou les durées d; sont
des constantes. Le chemin le plus long peut alors étre aisément déterminé au
moyen d’un algorithme; voir, par exemple, Roy [13]. Il est clair cependant
que dans la réalité, ces durées sont, le plus souvent, non pas des constantes
mais bien des variables aléatoires. La durée minimale d’exécution du projet,
notée X, est alors une variable aléatoire qui peut se définir par :

X= max L;, (1)

1=j=J

ou les variables aléatoires L; représentent les longueurs des chemins, supposés
en nombre J, joignant les sommets x, et x, . Ces chemins peuvent étre
déterminés au moyen d’un algorithme classique; voir, par exemple, Roy [13].
Sous I’hypothése, fréquemment admise, que les durées d; sont des variables
aléatoires indépendantes, la distribution de la longueur L; du chemin j,
1<j<J, est la convoluée des distributions des durées des tiches qui le
composent. Les variables L; ne sont cependant indépendantes que dans le
cas trés particulier ou tous les chemins sont paralléles. L’étude de la durée
minimale d’exécution du projet revient donc a celle du maximum d’un ensem-
ble fini de variables aléatoires le plus souvent corrélées et non equidistribuées.
Il s’agit 1a d’un probléme trés difficile a traiter.

De nombreuses méthodes, exactes ou approchées, ont été développées pour
calculer la distribution de X et notamment sa moyenne E (X). Dans un article
récent paru dans ce Journal, Melin [10] a proposé une nouvelle solution
approchée pour ce calcul. On peut cependant regretter qu’aucune des autres
méthodes ne soit mentionnée dans cet article. Dans la section 2, nous présen-
tons un bref résumé des principaux travaux parus actuellement sur ce pro-
bléme. Ceci nous permet, en particulier, de situer clairement I’approche de
Melin parmi les autres approches envisagées.

L’application de ces méthodes suppose au préalable que les distributions
des durées des taches sont connues exactement. En pratique, il est parfois
trés difficile de disposer de cette information. Dans un tel cas, néanmoins, le_
décideur pourra généralement connaitre les durées minimale, maximale et
modale de chacune des tdches. Nous indiquons dans la section 3 comment
construire trés facilement, a partir de ces seules données, des bornes pour la
durée moyenne d’exécution du projet.
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ORDONNANCEMENT PERT ALEATOIRE 29

2. UN BREF SURVOL DES PRINCIPALES METHODES D’ANALYSE

Les différentes approches pour déterminer la distribution de la variable X
supposent le plus souvent que les durées d’exécution des taches d; sont des
variables aléatoires indépendantes. Elles peuvent étre classées essentiellement
en cinq types.

La premicre approche, développée initialement par Malcolm, Roseboom,
Clark et Fazar [8], consiste & résoudre d’abord le probléme PERT détermi-
niste obtenu en remplagant chacune des variables d; par sa moyenne E (d,)
calculée a partir d’'une distribution béta. Le chemin critique ainsi déterminé
est ensuite supposé contenir un nombre suffisamment important de taches
que pour pouvoir approcher la distribution de X par une distribution normale.

La seconde approche est la méthode analytique de calcul de la distri-
bution exacte de X. Son principe est présenté et illustré dans le livre
d’Elmaghraby [3]. Martin [9] a complété cette méthode en développant un
algorithme de calcul trés efficient dans le cas ou les d; ont une fonction de
densité polynomiale.

La troisiéme approche consiste a procéder comme si les longueurs L; des
différents chemins de x, a x, étaient des variables aléatoires indépendantes.
Cette méthode a été appliquée par Sculli [14] dans le cas ou les d; ont une
distribution normale et par Melin [10] dans le cas ot les d; ont une distribution
béta d’un type particulier.

La quatritme approche est la méthode de simulation Monte Carlo.
Van Slyke {16} a décrit comment simuler de maniére directe les problémes
PERT aléatoires et divers auteurs (Hartley et Wortham [5} et Garman [6],
par exemple) ont montré -comment améliorer les résultats en recourant en
plus a des méthodes analytiques.

La cinquiéme approche, plus récente, consiste 4 borner la fonction de
répartition de X. Robillard et Trahan [12] ont calculé une borne supérieure
pour cette fonction tandis que Shogan [15] a déterminé des fonctions de
répartition qui la bornent supérieurement et inférieurement.

Un grand nombre de travaux ont été également développés pour borner la
durée moyenne E(X). Beaucoup d’entre eux fournissent des bornes
inférieures; citons notamment celles construites par Fulkerson [4],
Elmaghraby [2] et Robillard et Trahan [11]. Sur base des bornes dérivées
pour la fonction de répartition de X, Robillard et Trahan {12] et Shogan [15]
ont pu calculer des bornes supérieure et inférieure pour E (X).
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30 CL. LEFEVRE ET PH. LALOYAUX

Ceci compléte un trés bref survol des principales approches. Elles font
toutes 'hypothése préalable que les distributions des d; sont connues avec
exactitude, et leur mise en application requiert souvent un traitement numeéri-
que assez important.

3. BORNES POUR LA DUREE MOYENNE D’EXECUTION DU PROJET

Les distributions des durées des tiches sont parfois difficiles a estimer. Par
contre, pour chacune des tiches i, le décideur peut généralement connaitre la
durée minimale, ou « optimiste », g, la durée maximale, ou « pessimiste »,
b;, et la durée « la plus probable », M,. Sur base de ces seules données, il est
impossible d’étudier le probléme PERT aléatoire par Pune des méthodes
rappelées a la section 2. Quelques renseignements utiles sur la durée du projet
peuvent cependant étre obtenus trés facilement en procédant comme suit.

Nous faisons ’hypothése habituelle que les durées d; sont des variables
aléatoires indépendantes.”De plus, nous supposons que pour chacune des
taches i, il est possible d’évaluer, a partir de q,, b; et M,, la durée moyenne
m;=E(d;) et la variance c?=Var(d,). 1l s’agit 1a de la seule hypothése de
travail supplémentaire. Pour calculer une valeur approchée de ces paramétres,
on peut suivre une des différentes méthodes proposées habituellement dans
la littérature. Ainsi par exemple, on peut utiliser les formules « classiques »
de Malcolm, Roseboom, Clark et Fazar [8], ou encore les formules plus
« réalistes » de MacCrimon et Ryavec [7] :

{ m;=(a;+ M;+b,)/3,

o2 =[(b— a)? + (My—a) (M,—~BY)18, @

obtenues dans le cas ou les d; admettent une distribution triangulaire.

Un premier renseignement qui peut étre obtenu aisément est le domaine de
variations de X. En effet, les durées « optimiste », a, et « pessimiste », b,
d’exécution du projet se calculent simplement en résolvant les problémes
PERT déterministes obtenus en remplagant chaque variable d; par ses durées
minimale g; et maximale b,, respectivement.

Dans la plupart des cas, cependant, ce que demandera avant tout le
décideur, c’est de connaitre, ne fut-ce qu’approximativement, la durée
moyenne E(X). Nous allons montrer ci-dessous comment obtenir des bornes
pour E(X). A partir de la définition (1) de X, nous déduisons directement
que :

E(X)Z E(X)= max E(L)). 3)

1=jsJ
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Pour calculer E (X), il suffit alors de calculer la longueur du plus long chemin

dans le modéle PERT déterministe obtenu en remplagant chaque variable d;
par sa moyenne E (d,). D’autre part, en utilisant une propriété sur les statisti-
ques d’ordre établie par Arnold et Groeneveld [1], on peut montrer que :

J

E(X) éE(X)ELH\/[(J— D] Z {Var(L)+[E(Ly)~n*}, C))

J

ou:

J
u=(1/0) Y E(L)).
i=1
Il est clair que pour chaque chemin j, E(L;) et Var(L;) sont respectivement
égales 4 la somme des moyennes et des variances des durées des tiches
qui composent ce chemin; ces paramétres peuvent donc &tre déterminés
immédiatement 4 partir des données m; et c?. Signalons que la borne infé-
rieure (3) est bien connue tandis que la borne supérieure (4) n’a jamais été
utilisée, 4 notre connaissance, dans 1’étude des problémes d’ordonnancement.

A titre d’illustration, considérons d’abord le graphe suivant :

[1,4:2] [2,5;3]

[1,3;52]
Figure 1.

ou les nombres associés a chacun des arcs i représentent respectivement
[a, b;; M;]. Les moyennes et variances m; et 67 sont estimées a partir des
formules (2). Nous obtenons alors :

[o, B]=[513]; E(X)=8,67; E(X)=9,12.

Reprenons maintenant le graphe suivant envisagé dans [12] :
voir la figure 2

ou pour chaque arc i, la durée d; correspondante admet une distribution
uniforme sur lintervalle [a;, b;] indiqué. Les m; et ¢? que nous utilisons ici
sont les vraies moyennes et variances des d;. Nous déduisons alors :

[a, b]=[1526]; E(X)=20,50; E(X)=2151.

C
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[1,5]
[2,4] = [%8
(1,2 [4,5] T X
X, [3,7) A AL1,2)
[1,3] — -
T12,31 [3,5)
Figure 2.

La borne inférieure est celle obtenue dans [12]. La borne supérieure est un
peu moins bonne (dans [12), E (X)=20,56), mais elle est beaucoup plus facile
a calculer, et plus générale et plus fiable puisqu’elle dépend uniquement des
moyennes et variances des distributions des d;.

10.

11.
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