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SUR QUELQUES FORMES QUADRATIQUES
ASSOCIEES A DES PARTITIONS D’‘ENTIERS (%)

par Roland Jecou (%)

Résumé. — Nous résolvons ici un probléme de minimisation et de maximisation d’une forme
quadratique en variables entiéres pour une partition de n en k sommants, puis sur I’ensemble P(n, k)
de ces partitions.

Nous étendons ensuite ces résultats a une forme quadratique voisine, montrons qu’ils per-
mettent d’obtenir le nombre maximal d’arcs d’un graphe de Hasse (graphe simple orienté sans
circuit et sans arc de transitivité) en fonction de son ordre n uniquement puis de n et du rang du
graphe.

Enfin, une interprétation en terme de joint de k stables suivant une chaine ou un cycle élémen-
taire conduit & une généralisation intéressante des problémes posés initialement.

Mots clés : Forme quadratique; Partition d’entier; Optimisation.

Abstract. — In this paper we study particular integer quadratic forms associated with parti-
tions of integers. We consider the problem to minimize and to maximize such functions, at first
with a partition of n with k integers, then over the set P(n, k) of these partitions.

We extend this results to another similar quadratic form.

We prove that the maximal number of arcs in a Hasse diagram (i. e. a directed acyclic graph
without loops and transitivity arc) with n vertices can be obtained by these methods we give two
upper bounds the first one depending on n and the second on n and the rank of the graph.

We end by noticing that these results can be used also for the case of the join of k stables in
elementary chain and cycle and propose an interesting generalization of the initial problems.

Keywords: Quadratic form; integer partition; optimization.

I. INTRODUCTION

Nous nous intéressons ici principalement a la forme quadratique en k
variables

k-1
2 XiXi+1
i=1

(*) Regu en mai 1983. ’
_ (") Ecole Nationale Supérieure des Mines de Saint-Etienne 158, Cours Fauriel, 42023 Saint-
Etienne, France.
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186 R. JEGOU

sur laquelle nous étudions les problémes de minimisation et de maximisation
en variables entiéres sous contraintes linéaires suivants :

r k—1 r k=1
min Z XiXi+1 max Z XiXitq
i=1 i=1

Nous montrons que les solutions de ces problémes peuvent s’obtenir
uniquement par des techniques simples de type analyse combinatoire.

Notre démarche sera la suivante.
Etant donnés deux entiers k, n vérifiant 2<k<n nous désignerons par

P(n, k) ensemble des partitions de n en k sommants que nous définirons
a la numérotation prés, comme L. Comtet dans [3], par :

k
g’(n, k)={(n1, Ny, .. .,nk)/lénlé e Sl’lk, Z ni=n}

i=1
et par Z; I’ensemble des permutations de [1, k].

Pour ceX, et pe.?(n. k) nous noterons
k—1

Ap, 0)=0QNe1ys - - - No)) = '21 Nyl +1)-
i=

Pour simplifier ’écriture, nous poserons

a;= nc(.') Vie [1, k]

de sorte que : 1

Ap,0)=0(ay, a3, ..., a4)= Z aid;+ .

i=1

Nous allons résoudre les problémes suivants :

(PB1) Etant donnée peZ(n, k) déterminer les permutations extrémales &,
et oy c’est-a-dire vérifiant
Q(p, om)< Qp, 0)<Q(p,0M) VOEL;.
(PB2) Déterminer les partitions extrémales p,, et py C’est-d-dire vérifiant
O(Pm> Om) < AP, )< Q(pM, Om) VpeP(n, k), Voel,.

A priori, o, €t o) dépendent de la partition p considérée.

D’autre part, a toute permutation ¢ correspond la permutation « miroir » G
définie par o(i)=o(k+1—1i) Vie[l, k], et qui vérifie trivialement.

R.A.ILR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



FORMES QUADRATIQUES ET PARTITIONS D’ENTIERS 187

LemMmE 1.1. — Q(p, o)=Q(p, o).

Nous déterminerons tout d’abord les permutations extrémales c,, et Oy
puis nous en déduirons les formes exactes des partitions minimales et maxi-
males p,, €t py.

Enfin, aprés avoir montré que les méthodes utilisées s’appliquent pour
une forme quadratique voisine ainsi que pour le calcul du nombre maximal
d’arcs d’'un graphe de Hasse, nous étendrons les problémes (PB1) et (PB2)
a des formes quadratiques plus générales en terme de joint de k stables suivant
un graphe donné, ainsi qu’a 'opération de substitution dans un hypergraphe.

II. RESOLUTION DE (PB1) ET (PB2)

A l'aide du Lemme II.1 nous déterminons les permutations extrémales o,,
et o), et montrons qu’elles sont uniques dans un sens que nous préciserons.
Nous en déduisons les partitions minimales et maximales, p,, €t p,, & partir
desquelles nous pouvons obtenir un encadrement précis de Q(p, o) en fonc-
tion de k et n.

Pour toute partition peP(n, k) et toute permutation ceX, nous avons :

LemMmE I1.1. — Si i je[l. k] vérifient i+ 1<
Si (a; Za;.,) el {a;=a;) (H
ou (ai-1<a;+y) et (a;<a)) 1)
alors '

Q(' c o 8i-15Qis it 1, - - 'Qaj—'l: a;, aj+la .- ')
= Q( @i Q4 i, Bisy, Qi Gy, ...)

- Si (a;p v Sajey) et (u;zu)) (TThH
ou (@i-12a;4+4) et (a;<a)) (1v)
alors
(..., 81,85 Gir1, ..., Qj—1, Qjy Bjrq, .. .)

SO(....4;-1, 05, Q;_ 1, ..., Qisq, iy Ajsr, .. .).
Preuve. — Le résultat est immédiat car :

Oy Bim1, Uiy Gi1s oo s 1, jy Qjy g, - - 2)
=00 . i1, 85,8515+, Big 1, Giy jrqs o v -)
=0;_1;+ QA5+ — G;—18;— Qi0j41
=(ai-1 —aj+1)a:—a;). n
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188 , R. JEGOU

Remarquons que le Lemme II.1 est valable dans les cas extrémes i=1,
dans les cas (II) et (III) par exemple, ou il suffit de prendre a;=0 et j=k, dans
les cas (I) et (IV) en particulier, ou il suffit de prendre g, =0.

Une partition p=(ny, n,, ..., m)eP(n, k) étant donnée, partant d’une
permutation quelconque ¢ de X, par minorations et majorations successives,
utilisant le Lemme II.1, les deux Théorémes suivants donnent les solutions
de (PB1).

D’aprés le Lemme 1.1, quitte & remplacer ¢ par G nous supposerons
Sm(1) > o,(k) et opy(l) <op(k), ainsi pour Q(ay,a,, ...,a) nous faisons les
hypothéses a, # n, et a; # n, dans les Théorémes II.1 et I1.2 respectivement.

THEOREME I1.1. — Q(p, Om)=0(m, Ny, Mi—2, N3, - - -5 Py M= 3, Ny My y).

Preuve. — Le Lemme II.1 appliqué avec a;=a; (donc a;-;=a,=0) et
a;=n, puis avec a;=n,_, et a;=a, (donc a;,; =a,+,=0) qui vérifient respec-
tivement les hypothéses (II) et (I) montrent que :

. Q(p’cm)zQ(niu Ay o ooy g1, nk—l)'

De la méme fagon, en utilisant ie Lemme II.1 avec a;=a, et a;=n,, puis

a;=n, et aj=a;_; ou (I) et (II) sont respectivement vérifiées, nous avons :
Q(p’ 6m)=Q(nlo Ry, a3, -« .y Qg—2, N2, My~ 1) .

De sorte quen appliquant le Lemme II.1 sous les formes (I) et (II) alter-
nativement avec :

a;=da; et aj=m_; (11
a;=m_3 €t a;=a_» I
a;=m,-3 €t a;=n; 1))
a;=ny et aj=a,. 3 (1D

nous obtenons finalement
Q(P, o-m)= Q(nka Ny, N—2, N3, ..., My, Ny—3, Ny, nk—l) . -
THEOREME I1.2. — Q(p, O'M)=Q(n1, n3, N5, ..., Ng, Ny, nz).
Preuve. — En appliquant le Lemme II.1 avec a;=a; (donc a;_;=a,=0)

et aj=n; qui vérifie (III) puis avec a;=n, et a;=qa, (donc a;,; =a;+,=0)
qui vérifie (IV) nous avons nécessairement

Q(p’ GM)=Q(n13 Ay oo vy Q1 n2) .
Supposons avoir montré

Q(p, O'M)='Q(n1,. - N1, aq+1,. ‘e ak_q, nzq,. ey nz).

oug=>let2g+1<k

R.AL.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



FORMES QUADRATIQUES ET PARTITIONS D’ENTIERS 189

Alors nous obtenons

0P, om)=Qn1, .. ., Nag—1,N2g+15 A4 25 - - +s Ax—g—15 N2g+25 N2gs - - -5 N2)
de la méme fagon c’est-a-dire en appliquant de nouveau le Lemme II.1 avec
G;=0g4+1 €t @;=Ny44y, cas (III), puis avec a;=n,,,, €t aj=a,_,, cas (IV).
Si bien que nécessairement

Q(p, opm)=0(n,, ny, ns, ..., Ng, Ny, Ny). |

Remarquons que d’aprés les Théorémes précédents, compte tenu de la
notation utilisée pour toute partition p=(ny, n,, ..., m)eP(n, k) a4 savoir
ny <Ny, < ... <my, et d’aprés le Lemme 1.1, il y a unicité des permutations
extrémales, a la permutation-miroir preés.

Résolvons maintenant (PB2).

LeMME 11.2. — Q(p,o)=n—1 VpeP(n, k), VoeZ,.
Preuve. — Pour tout couple x, y de N* nous avons xy > x-+ y — 1. Si bien que

k=1

k-1
Q(p, 0)= 'Zx a8;+1 2 '21 (ait+air—1).

k k-1

k-1
Z (@it+ais —1)= Z a;+ Z a,—k+1.
i=1 i i=2

=1
k k
Y a= m=n et a;=1 Vie[l, k], nous obtenons

i=1 i=1

O(p.o)y=zn+k—-2—k+1. cest-a-dire Q(p,c)=n—1. |

Donc, comme

THEOREME 11.3. — Toute partition minimale est de la forme
=, ... Long_ysn) ou m_,=1 st k=2,

Preuve.— Si k=2 alors p,,=(1,n—1)d’aprés le Lemme 11.2 car Q(p,,, o)=n—1
et Q(p,c)=nyn, =n, +n,=nsi p=(ny, ny) vérifie 2<n; <n,.

Supposons donc k> 3.

Comme ni+n,-,=n—k+2 nous avons :

Q(pm’ 0.m)'=Q(nk’ 1, R 19 nk—1)=nk+k—3+nk—l ‘:n_l .

Ainsi, d’aprés le Lemme 11.2, toute partition de la forme p,,=(1,..., L, ny_y,

n,) est minimale.

Montrons pour établir le Théoréme que toute partition minimale est
nécessairement de cette forme, c’est-a-dire vérifie n,=...=n,_,=1.

vol. 19, n°® 2, mai 1985



190 R. JEGOU

Soit p=(n,, ..., m)eP(n, k), il nous suffit de travailler avec la permutation
minimale, c’est-a-dire a partir de
O(p,om)=0(m, 1y, a3, -y Gy, Mi—y).
Nous avons n; =1 car en supposant n; =2, comme n,+a;3>2, alors :
Q(nka ny,as, ..., nk—l)> Q(nk+n1 _17 1’ asz, .. -, nk)
< mn;+naz>m+n—1+a;
< (n—=Dng+a3;—1)>0.
De méme a;=1Vie [3, k— 1] car en supposant a; > 2, comme a; _; + a; 4, = 2,
alors :
Q(nk, 17 a3’ .. "ai, MR nk_l)>Q(nk+ai_1’ 1’ a33 MRS 1, A "nk-l)
< mtafai-1+aiy)>mta—14+a;_1+a;4
< (a;—1)ai-1+a;+1—1)>0. n
Remarquons que dés que k>3, n,_, et n, peuvent prendre des valeurs
quelconques, sous réserve que n,_; +n=n—k+2.

Le Théoréme suivant donne la forme de toute partition maximale Pm
quand 4<k<n et le Corollaire II.1 les expressions de Q(py, o)) en fonc-
tion de k et n.

Nous examinerons ensuite les cas particuliers k=2 et k=3.

THEOREME I1.4. — Lorsque k et n vérifient 4 < k< n toute partition maxi-
male est de la forme

PM=(1> ) 19 Rg—2, Ng—1, nk)
avec ng-,=1 si k=4.
Preuve. — Nous établissons ce résultat par majorations successives a partir

d’'une partition quelconque p=(n, n,, ..., m)eP(n, k) en utilisant la per-

mutation maximale.

Si k=5, en notant { a,b}={n,_,, n_, }, nous avons :

Qny,n3, .., a, M, b, .. e, )< OL Rs, .., a,n+ny+n,—2,b, ..., 1, 1)
< nyn3+mla+b)+ngny <nz+(a+ b+ (a+b)(ny +n,—2)+ny
< (a+b—n3)n; —1)+(a+b—ny)n,—1)=0

car

a>n3
= a+b>ns=n;.
b>=n,

Ainsi p,, vérifie nécessairement n, =n,=1.

Supposons avoir montré n,;=...=n;_; =1 ou i est impair et vérifie

R.A.LLR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research



FORMES QUADRATIQUES ET PARTITIONS D’ENTIERS 191
3<i<k—5si k est pair et 3<i<k—4 si k est impair, alors n;=n;,;=1.
Nous avons en effet :

oL, .., Ln,...,a,m,b, ... niq,1,...,1)
<O, ..., LLns, . ,amtn+nge,—2,b, .., 045, 1,1, 00, 1)
< mi+nnis (@t b+ n g an g i
< 14nio+H(@+bm+(@+b)(ni+nie 1 —2)+n;3+1
< (a+b—njp,—Dni=D+(@+b—n; 33—y, —1)=20

car
{ azni ;21 a+b—ni,—120

=
b?n,'.;.:;?] a+b—n,~+3—]>0.

Nous obtenons ainsi pour k= 5:

(P> om)=0Q(1, .. ., L, m_p, Mg, me—q, 1, ..., 1) k impair
Q(pM5 GM)=Q(1, e l’nk—3’nk—1,nka g2, 19 R 1) sinon .

Si k est pair nous avons nécessairement n,_3=1 car :

Q(l, RS 1; A —3, Pg— 15 Mg, M- 2,5 19 LS 1)
<Q(L ey la la nk—lank+nk—3'—1’ g —2, 1’ tees 1)
< (m-3—1)(m-,—1)20.

Enfin, si k=4 alors n;=n,=1 car

Qny, ny, ny, n)<Q(Lnyg+n,— L ng+n—1,1).
En conclusion, comme

Apm. ouy=(m+1ng— 2+ )+k=5 Vk=4

il est clair que nous avons obtenu la forme définitive de py,. [ ]
CorOLLAIRE .1, — Pour k et n tels que 4<k<n

1
Z((n—k+2)2+4n—8) si k et n sont de méme parité

Opm> om)= 1 -
Z((”—k'f' 1)(n—k+3)+4n—8) sinon.

Preuve. — Nous avons démontré que
Py, o) =+ 1)y +m— ) +k=5.
Si nous posons x=m et y=n,_,+n,_; il s’agit alors de maximiser

Q(pm> om)=xy+y+k—35

vol. 19, n° 2, mai 1985



192 R. JEGOU

sous les contraintes

x+y+k—3=n
xz=1
y>2
Donc O(Pu, om)=—x*>+x(n—k+2)+n—2.

. 1
Le maximum étant obtenu dans R pour —(n— k+2)

1
— si n et k sont de méme parité, n—k est pair, donc x—~—(n k+2) et

=-m k+4)

‘ 1
— sinon n—k est impair donc x=y=5(n—k+3)‘

D’ou les expressions de Q(pus, Oum)- ]
La proposition suivante calcule Q(py, Oa) lorsque k=2 ou 3.
ProposiTioN II.1. — Sik=2o0u3
L, . .
2" si n est pair
Py, o) = 1
Z(nz— 1) sinon.

Preuve. — Si k=2 Q(p, 6)=nn, VpeP(n, 2), Voex,.
Si k=3 Q(p, om)=0(ny, nz, n3)=ns(ny +ny) VpeP(n, 3).
De sorte quen posant x=mn; nous avons dans les deux cas

Q(p, opm)=x(n—x)= —x*+nx.

1 1
Le maximum est donc obtenu pour x= 3 n si n est pair et pour x= —(n 1)

ou x=— (n+ 1) sinon, d’ou les résultats annoncés. [ ]

II. EXTENSIONS

1. A une forme quadratique voisine
Considérons, pour 4 < k<n, la forme quadratique
a(p, 6)=Q(ne1), N2> - - - Ry (1))
=0(p, 0)+nowhey=0as, as, . . ., a, ay)

R.A.IR.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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\

ou p=(ny, nyy ..., mEPM k) et oceX,.

Les méthodes développées précédemment vont nous permettre de résoudre
(PB1) et (PB2) sur Q.

Si nous notons respectivement G,,, Gy et P, Pa les permutations et par-
titions extrémales nous avons en effet

THEOREME 111.1. — Etant donné pe P(n, k), alors :

Q(p’ 8m)=g(nk’ Ny, Mg—1,N3, .. ., g, Ng—2, N3, nk)
Q(p7 &M)zQ(nl » N2y, Mg,y .. -, s, ns, nl) .

Preuve. — Comme pour tout i€ [1, k]

Q(ala e Bim1, A, Qi gy -0y A, al)zQ(ab Ait1y -0 050k, Ay - - ‘)ai—lﬁai)

nous pouvons supposer G,(1)=k et &)(1)=1, autrement dit :

Q(pv 8m)=g(nk’ a2v1 ey nk)
Q(p‘ 6-M)'—_"Q(nlva29 ceey nl) .

I suffit alors de reprendre les preuves des Théorémes II.1 et I1.2 sur ces
expressions. [ ]

THEOREME II1.2. — Toute partition minimale est de la forme

p (1 1 [k1+1
=={1,...,1,nl= R
p ) k

Preuve. — Nous avons é(p, o) =2n—k YpeP(n, k), YoeZ,.
k-1
Q(p, 0)=0(ay, a;, . .., a, a;)= '21 a;0;+1+a;a,
donc
- k-1
Qp,0)= 2, (aitais—)+a+a—1
i=1
d’ou
o k k k
0(p,0)=2 D a;—k=2n—k car Y, a= Y ni=n.
i=1 i=1 i=1
L’égalité
k k-1
Z ai;+1taa, = Z (@itaivi—)+a+a,—1
i=1 i=1

n’a lieu que si pour chaque produit a;a;4 1, @a; I'un des facteurs au moins
est unitaire. De sorte que, compte tenu de la remarque faite au début de preuve
du Théoréme III.1, il faut au moins nécessairement a; =a3;=...=a;_,=1
si k est pair et a, =a3=...=a,=1 sinon.
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194 R. JEGOU

. . . ~ |k o
Ainsi, toute partition minimale p, a au moins [5 ¢€léments unitaires,
autrement dit, vérifie :
ny=n,=...=nrgy =1
M

et dans ce cas Q(P,,, Om)=2n—k. ]
THEOREME I11.3. — Toute partition maximale est de la forme
< Pu=(, . Lme gy mey, m).
Preuve. — 11 suffit de reprendre la preuve du Théoréme 1.4 avec
@(P, EyM):Q(nl, Ny, N4, . .., N5, N3, 1y)
pour une partition quelconque p=(ny, n,, ..., m)e?P(n, k).
Ainsi, nous obtenons :

Q(ﬁMa &M)=é(1> LI ] 1, By—1, gy M2, 1’ R 1)
=(nk+1)(nk_1+nk_2)-ijk—4. -

Il nous est alors facile d’obtenir les valeurs exactes des entiers n;_,, n,_,
et ng, d’ou
CoROLLAIRE III.1. — Pour k et ntels que 4<k<n

1
—((n—k+2>+4n—4) sik et n sont de méme parité

OB Saa) =
Z((n—k-*- 1)Yn—k+3)+4n—4) sinon.

Il est cependant intéressant de remarquer que lorsque k=3, les résultats
précédents ne s’appliquent plus pour les partitions maximales.

Nous avons en effet, d’une part :
0(p,0)=0(p,0) Vo,0'eEs, Vpe?(n,3)
et d’autre part :
ProposITION III.1. — Les partitions maximisant é(p, o) sur P(n, 3) sont :

fn non
-, =, = si ne3N*
3°3°3

n—1 n—1 n+2
i N*41
< 3 3 3 ) st ne3N*4

(n—?, n+1 n+1

3 3 3> si ﬁe3N*+2.

R.A.I.R.O. Recherche opérationnelle/Operations Research
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Preuve. — Soit (x, y, z)eP(n, 3) alors
VoeZ; Q(p,0)=0(x,y,2, x)=xy+yz-+—zx=%(n2 —(x2+y*+2%)

car xt+y+z=n.

Ainsi, maximiser Q(p, o) revient 3 minimiser x2+ y? +z2.

En remarquant que si a, b sont deux entiers non nuls

a—b=22 = a*+b*>(@—-1)2+(b+1)?
toute partition maximale IT’M:(n,, n,.n3)e#(n, 3) doit nécessairement vérifier
|m—n;|<1 Vi jell, 3]

D’ou les 3 formes possibles des partitions maximales. |

2. Au calcul du nombre maximal d’arcs d’un graphe de Hasse

Lorsque 'on veut faire Panalyse en complexité d’algorithmes sur des graphes,
il est naturel de chercher a calculer la taille des données, en I'occurence le
nombre d’arétes des graphes considérés. La littérature concernant le dénom-
brement d’arétes de graphes particuliers (i. e. vérifiant certaines propriétés)
est importante. Pour notre propos, il convient de citer un théoréme de
P. Turan [8] donnant le nombre maximal d’arétes d'un graphe d’ordre n
ne contenant pas de sous-graphe complet d’ordre C.

Dans le domaine des ordres partiels finis on connait des encadrements des
nombres maximaux d’arcs de couverture d’un treillis quelconque, B. Bollo-
bas, I. Rival [1], et distributifs, V. Koubek, R. Rodl [5].

Les problémes abordés précédemment permettent de répondre a une
question posée par M. Chein [2], motivée par des considérations algorith-
miques, concernant le nombre maximal d’arcs d’'un graphe de Hasse (i.e.
graphe de couverture d'un ordre partiel) d’ordre n.

Comme le remarquent B. Bollobas et I. Rival dans [1], le théoréme de
P. Turan fournit la borne [g] l;J puisqu’un tel graphe ne contient pas de
triangle.

Nous calculons ici une borne dépendant de plus de la longueur, p, d’'un
plus long chemin (rang ou hauteur d’un graphe) d’ou découle la majoration

niln . .
par [5“ [EJ, et montrons que ces résultats sont les meilleurs possibles.

A tout ordre partiel fini P=(X, <) est associ€¢ un unique graphe simple
orienté, sans boucle ni circuit et sans arc de transitivité G=(X, U) le graphe
de Hasse (ou de couverture) de P. On peut partitionner X en p-+1 stables
X0, X1, ..., X, pe[0,n—1], o0 X, et X,, ie[l, p], contiennent respecti-
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vement les éléments minimaux de Pet P—(X,u...UX;_,); p,le rang de G,
est aussi la longueur en nombre d’arcs, d’un plus long chemin (B. Roy [7]).

Nous noterons Gy, =(X, Uy), Gir=(X", Uy) des graphes simples orientés
sans circuit multipartis (non nécessairement complets) tels que tout arc xy
vérifie

die [0, p—1}/xeX;, yeXiy,

dans la décomposition X, X, ..., X, associée & ces graphes. Dans ce cas,
le nombre d’arcs est majoré par

p—1

21Xl X |

i=0
Enfin, A, Ay ... représenterons les degrés maximaux des graphes consi-
dérés.

ProprosITION I11.2. — Avec les notations précédentes, pour tout graphe
de Hasse G=(X, U), il existe un multiparti Gyy=(X, U,,) de méme rang véri-
fiant :

| { |Un |2 U|
A=A

Preuve. — Raisonnons par induction sur n=| X |, p étant fixé. Le résultat
est immédiat si n=p+1. Supposons n> p+2 et la proposition vraie pour
p+1,...,n—1. Notons C les éléments xo, Xy, . .., x, d’'un plus long chemin
de G.

S’il existe dans X — C un élément x tel que G'=(X—{ x }, U’), obtenu par
suppression de x dans G, vérifie A’=A, alors I'hypothése d’induction montre
existence de Gy =(X —{ x }, Uy) de rang p tel que :

| Um|Z| U’ [=|U|—d(x), AyZA"=A
Alors Gjr=(X, U,,) est construit a partir de G, en considérant un sommet y
de degré maximal Aj, et en ajoutant x a X} (ou ye X7;) ainsi que tous les arcs
joignant x & X}_; et X{.,. Il est clair que G, est de rang p et Ay, = A, de plus :
[ Um =1 Upm |+ Xi—1 [+ X1 [Z|U|—dx)+AZ| U |
Supposons maintenant que pour tout xe X—C, A’=A—1, autrement dit
tout sommet de X — C est adjacent 4 tout sommet de degré maximal dans G.

Alors X — C a au plus un sommet de degré maximal, A,. En effet,silyen a
au moins trois ils doivent former une clique et s’il y en a deux alors | X —C |=2
et 2<A <3, il est alors facile d’exhiber une contradiction.

Donc X — C est une €toile de centre A, et en utilisant le fait que tout élé-
ment de X —C est reli¢ au plus deux fois & C nous obtenons directement :
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X-=C C

Si X —C n’a pas de sommet de degré maximal c’est un stable et C en posséde
au plus 2, A; et A,. Alors :

Cette proposition montre qu’il existe p=(ng, ny, ...,n,)eP(n, p+1) et
ceX, tels que :

P
RUAES Z xXi+1=Q(p, 0)
i=0

L’application du corollaire II.1 avec k= p+1 quand p >3 donne la majo-
ration annoncée de | U | en fonction de n et p.

THEOREME 111.4. — Le nombre maximal d’arcs d’un graphe de Hasse
d’ordre n et de rang p tels que 3< p<nest égal a

1

y (n—p+1)*+4n—28) si n et p sont de parité distincte
1 ,

Z((n— p+2)(n—p)+4n—8) sinon.
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Ces bornes sont les meilleures en fonction de n et p. En effet, d’'une part,
nous connaissons les valeurs exactes des permutations et partitions maximales,
O €t py, et d’autre part, & peP(n, p+1) et 6€X;, nous pouvons associer
Gu(p, 0)=(X, Up(p, 0)) ou X est partitionné en X,, X4, ..., X, tel que
| X;|=nq; Vie[0, p] et : 1

o
i

Uu(p, o) = Uo Xix Xivy
D’ou la forme des graphes de Hasse optimaux.

o 1

(les n; correspondant aux éléments de p,,, donnent les nombres de sommets
pour chaque niveau).

THEOREME II1.5. — Tout graphe de Hasse G=(X, U) tel que | X |=n

vérifie
242

Preuve.— La proposition I1. 1 nous donne la majoration dans les cas p=1, 2.
11 est alors facile de vérifier que si p =3, les bornes données dans le Théo-

. e .
réme III.4 pour n fixé, sont toujours strictement inférieures a Z(nz—l).

Nous retrouvons ainsi la borne résultant du Théoréme de P. Turan [8].
Signalons d’autre part qu’elle peut étre obtenue a partir de |U |<Q(p, 0)
car, d’aprés [6], toute suite de nombres réels positifs x,, ..., x;, tels que

k
Y. x;=s vérifie :
i=1

SZ

N

k-1
Y XiXie1 <
i=1
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Remarquons pour terminer que ces majorations sont les meilleures possibles
en fonction de n uniquement et qu’elles sont atteintes par les graphes bipartis
et tripartis complets suivants :

nn n . n . .
K ) et Kxo, 2 X, OU Xo+Xx,= 3 si n est pair
n;l’n+1 et Kxo,n—_l,xz ol Xxg+x,= ntl
2 2 2 2
. n+1 . - n—=1 . .
ou bien Kx,, 5 X, Ol Xg+X,=-—— si nestimpair.

3. Au calcul des nombres extrémaux d’arétes d’un joint de k stables suivant
un graphe donné et a la substitution des sommets d’un hypergraphe par & stables

Les résultats précédents s’inscrivent dans un cadre beaucoup plus général
car ils permettent les calculs des nombres extrémaux d’arcs, pour une par-
tition donnée de n en k sommants puis sur I'ensemble P(n, k) de ces par-
titions, du joint de k stables, dont la somme des ordres est n, suivant un cycle
ou une chaine élémentaire d’ordre k.

En effet, G et G’ étant deux graphes simples quelconques, le joint de G’
par rapport & x suivant G, notée G¢ consiste a remplacer le sommet x
de G par G’ et 4 relier tout sommet de G’ a tout voisin de x dans G.

Ainsi, étant donnés k, n deux entiers tels que 1 <k<n, & toute partition
p=[ny, ...,m)eP(n, k) nous pouvons associer une partition (Sy, ..., S;)
de [1,n]ou|S;|=n; Vie[l, k].

De sorte que pour ceX,

k—1 k=1
iZI Ne@iyloi+1) ©t ,-21 Ny Mo+ 1) T Nok)No(1)

représentent respectivement les nombres d’arétes du joint des k stables
G;=(S;, ), i€[1, k], suivant une chaine et un cycle élémentaire d’ordre k
par rapport a c. A

Cette définition peut alors se généraliser a un graphe simple G=([1, k], E)
en considérant le graphe :

G(p, o)=Gfenfer-bowr Ype pn k), VoeX,

de sommets [1, n] ou, pour tout i€ [1, k], on fait le joint du graphe G, d’ordre
he par rapport au sommet i.
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Le nombre d’arétes du graphe simple ainsi obtenu est

me(p, 6)= 2. Mowlag @
{i,j}eE
i<j

L’extension aux hypergraphes est basée sur 'opération classique de substi-
tution.

Pour deux hypergraphes H=(X, &) et K=(Y, %) finis, ne possédant pas
d’aréte vide et tels que tout sommet est contenu dans au moins une aréte
et XNnY =0, la substitution dans H de xeX par K donne I’hypergraphe

Hi=(X-{x})uYe&)
oo &'={(E—{x})UF|xeEeé, FEF}U{E|x¢Eeé}.
Notons H,, ..., H, les k hypergraphes stables H;=(S;, &;) ou
Ei={{x}|xeS:}, |8i|=|8:|=n Vie[l, k]
définis & partir de p=(ny, ..., m)eP(n, k).
Si H=([1, k], &) est un hypergraphe quelconque ou
&={(Er,.. .E)|E;|>1 Vje[l,m])
pour ceX; considérons ’hypergraphe
H(p, o)=Hijet--flow

obtenu par substitution des sommets 1, ...,k par Hyyy, ..., Hsg respecti-
vement.

Nous avons donc H(p, o)=([1, n], &(p, o)) ou
E(p,o)=((E;—{i})u{x}|xeSeu, i€E;, je[1, m))

de sorte que chaque aréte Ec H donne || e arétes distinctes dans H(p, o).
. ieE

Si bien qu’en notant my(p, o) le nombre d’arétes de H(p, o)

mH(pa 0')— Z H L) (II)

Eeé ieE

Les problémes (PB1) et (PB2) se généralisent naturellement aux expres-
sions (I) et (II). Dans cette optique nous avons obtenu quelques résultats
que nous développons dans [4].
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