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CALCUL DES IDÉAUX D'UN ORDONNÉ FINI (*)

par J.-P. BORDÂT «(*)

Résumé. — Les idéaux d'un ordonné fini P et leur structure de treillis sont utilisés dans plusieurs
problèmes d'ordonnancement, de flots dans les réseaux et d'ensembles ordonnés. Nous présentons
un algorithme engendrant ces idéaux dans une complexité O(w(P)) pour chaque idéal, w(P) étant
la largeur de P. Le treillis distributifpeut être engendré dans la même complexité.

Mots clés : Idéal; ordonnancement; treillis distributif; réseaux; extension linéaire.

Abstract. - The ideals of a finite poset P and their lattice structure provide a useful tool for
several problems in scheduling, network flows, and other poset problems. We present an algorithm
which generales these ideals in O (w (P)) time per idéal, where w (P) is the width of P. The
distributive lattice may be generaled in the same complexity.

Keywords : Order idéal; scheduling; distributive lattice; networks; linear extension.

I. INTRODUCTION

Soit JP = ({ 1,2, . . .,w}^) un ensemble ordonné fini. Il existe une bijection
entre l'ensemble des idéaux et l'ensemble des antichaînes de P. Le calcul de
ces deux ensembles, dont on notera par N(P) le cardinal, a des applications
dans deux domaines particuliers :

— Optimisation Combinatoire et Recherche Opérationnelle :
Sont concernés essentiellement des problèmes d'emploi du temps avec

contraintes et de recherche de coupes minimales dans les réseaux : en effet,
la génération de toutes les coupes minimales d'un réseau peut s'effectuer par
énumération des idéaux d'un ensemble ordonné auxiliaire [11] et s'applique
au problème du stable maximal (vertex packing problem) dans un graphe
non orienté muni de poids sur l'ensemble des sommets [10]. En outre, la

(*) Reçu janvier 1990.
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266 J.-P. BORDAT

génération de tous les idéaux de P (par des algorithmes de type programma-
tion dynamique) est utilisée dans des problèmes d'ordonnancement avec
contraintes de précédence : l'ensemble des tâches ou activités est partiellement
ordonné par ces contraintes, et doit être ordonné totalement de façon à
minimiser une fonction de coût donnée, différentes mesures de performance
pouvant être définies (voir [7] pour une classification). La génération des
antichaînes de P s'applique également à des problèmes d'ordonnancement
avec contraintes de ressources [8]. Le lecteur trouvera dans [16] un excellent
exposé sur ces sujets, ainsi qu'une bibliographie exhaustive.

— Algorithme des ordonnés finis :
N(P) est relativement grand par rapport à n et son calcul est un problème

#P-complet [13]. Néanmoins la structure du treillis distributif &* (P) des
idéaux de P présente de l'intérêt. Elle jette une lumière particulière sur des
problèmes TVP-complets de calcul d'invariants dans les ordonnés finis [2]. Les
rapports entre les deux domaines (problèmes d'ordonnancement et ordonnés
finis) sont bien décrits dans deux ouvrages de synthèse [9 et 12].

La plupart des algorithmes de calcul des idéaux de P s'inspirent de techni-
ques ensemblistes et ne prennent pas en compte la structure privilégiée de
l'ensemble des idéaux qui est celle de treillis distributif. Plusieurs publications
présentent ainsi des algorithmes de complexité O(N(P).n2) [6,14], ou
O(N(P).ri) [16]. L'algorithme proposé ici a pour complexité O(N(P).w(P)),
où w(P) est la largeur de P, encore égale, d'après le théorème de Dilworth,
au cardinal minimal d'une décomposition en chaînes de cet ordre [4].

Cet algorithme s'inspire directement d'une étude des propriétés des arbores-
cences recouvrantes d'un treillis distributif [1]. Nous proposons après son
exposé un autre algorithme générant 2T(P). Le calcul d'invariants sera évoqué
en précisant les résultats obtenus et en établissant le lien avec les travaux
existant sur ce sujet.

H. RAPPELS ET NOTATIONS

Nous supposons connues les notions fondamentales de théorie des graphes,
et de théorie des ordonnés finis.

— I £ P— ({ 1,2, . . . , « } , S) est un idéal de P si et seulement si

Vie/, V/eP, j£i => jel.

— AC £ P est une antichaîne de P si deux éléments quelconques de AC
sont incomparables dans P. Si / est un idéal, l'application max telle que
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) — {iel\$jeli<j} est une bijection entre l'ensemble des idéaux et
l'ensemble des antichaînes de P.

— L'ensemble des idéaux de P ordonné par inclusion a une structure de
treillis distributif [5], noté ST (P). P et ïf (P) seront représentés par leurs
graphes de couverture (ou graphes de Hasse) respectifs G(P) et H(P), ayant
pour fonctions successeur respectives y+ et T +.

— H(P) possède une source unique notée Xo et un puits unique noté XP.
Si l'on note 9 (X) la partie de {1,2, . . ^ n } associée au sommet X, & (Xo) = 0

- max{\T+(X)\\X sommefde H(P)} = w(F)9 largeur de P (c'est-à-dire
cardinal maximal d'une antichaîne de P) et w(P)f^\ogN(P).

— Chaque arc XY de H(P) peut être étiqueté par e(XY) — ÎGP, OÙ
i=0>(Y) — 0>{X). âP(X) n'est autre que l'union des étiquettes d'un chemin
quelconque d'origine Xo et d'extrémité X. Par conséquent, l'ensemble des
chemins de longueur maximale (n) dans H(P) correspond bijectivement à
l'ensemble des ordres totaux compatibles avec P.

Ces propriétés apparaissent clairement sur l'exemple de la figure 1.

III. GÉNÉRATION DES IDÉAUX DE P

Dans [1] sont étudiées les propriétés d'un parcours (en profondeur ou en
largeur) dans le graphe de Hasse d'un treillis distributif quelconque. Un tel
parcours induit une bipartition sur l'ensemble des arcs :

— arcs de Y arborescence recouvrante associée au parcours [en traits épais
ifig- o].

— arc$*traversiers (en traits fins).

Cette bipartition possède des propriétés remarquables relativement aux
étiquettes des arcs : soient :

— v la numérotation donnant l'ordre dans lequel les sommets sont atteints.

— Pr(X) le prédécesseur du sommet X dans l'arborescence recouvrante.

— E{X) l'ensemble des étiquettes des arcs issus de X, union disjointe de
ET(X) (arcs traversiers) et EA (X) (arcs de l'arborescence), v induit un ordre
total strict V sur ET{X), EA(X), E(X).
Alors on établit le résultat suivant [1]: ET(X)={e(?i(X)Z)\v(Z)<v(X)}>
ces deux ensembles étant ordonnés par V (voir fig. 1).
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H(P)

G(P)

Figure 1.

En d'autres termes, l'ensemble d'étiquettes des arcs traversiers issus d'un
sommet X peut être obtenu facilement à partir de l'ensemble d'étiquettes des
arcs issus de son prédécesseur Pr (X) dans l'arborescence.

Conséquence

Le problème abordé ici est celui de la génération des idéaux de P. On
obtiendra facilement ces idéaux, non pas en engendrant le graphe H{P) en
entier, mais en simulant un parcours constructif de ce graphe, c'est-à-dire
en engendrant uniquement une arborescence recouvrante étiquetée, et ceci en
profondeur d'abord pour des raisons de complexité. A chaque étape élémen-
taire de l'algorithme, E{X) est constitué des éléments minimaux de l'ensemble
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CALCUL DES IDÉAUX D'UN ORDONNÉ FINI 269

P — 0* (X) ordonné par l'ordre induit et donc aisément calculables à partir du
graphe de Hasse de P.

Pour engendrer l'arborescence, on retiendra uniquement les étiquettes de
l'ensemble E A (X).

La figure 1 précise, pour chaque sommet Xde H(P), les ensembles EA(X)
et ET(X), ordonnés par V. Afin de ne pas surcharger le dessin, les flèches
sont omises, et les arcs considérés comme orientés de bas en haut, convention
communément admise pour les graphes de Hasse.

L'algorithme se décrit agréablement de manière récursive :
{ Initialisation des appels récursifs }

{Donnée: y+ (resp. y") fonction successeur (resp. prédécesseur) de G(P)}

Pour ie{1,2, ...,*} faire d~ (i)<^\y- (i)\;r 0> (Xo) <- ET(X0) <- 0 ; E(X0) 4- EA (Xo) <- {i\ d~ (i) = 0 };

PROFIDEAL (Xo);

{ V est initialisé sur E(X0), et se construit lors des appels récursifs}

Procédure PROFIDEAL (X);
Pour ieEA{X) faire

{création de l'idéal Y tel que 9 (Y)= 9 (X) U {i}}
{}

{ ET (Y) et E A (Y) sont ainsi ordonnés par A }
Pour jey+ (i) faire

Si d~ (j) = 0 alors EA (Y) <r- EA{Y)\J {j };
{ A est complété sur E A (Y) puis défini sur E (Y) : ET suivi de E A }
E(Y)^ET(Y)\JEA(Y)\
PROFIDEAL (Y);

{Restauration du tableau d)
Pourjey* (i) faire d~ (j) *- d~ (ƒ)+!;

Complexité'. Deux listes chaînées totalement ordonnées représenteront
EA(X) et ET(X). E(X) s'obtient par balayage de ces listes dans l'ordre ET
puis EA. La complexité de la procédure est alors donnée par les deux
boucles Pour jey+ (i). Chacune demande O(w(P)) opérations dans G(P).
PROFIDEAL a donc une complexité en O(N(P).w(P)). Notons qu'une
place mémoire en O (ri) est affectée à chaque appel récursif. Le nombre
maximal d'appels emboîtés à un instant donné étant majoré par n, la place-
mémoire utilisée est O(n2).

vol. 25, n° 3, 1991
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IV. GÉNÉRATION DE H(P)

Dans la suite, si i est l'étiquette d'un arc AT, on notera sans ambiguïté Y
par X A.

Si l'on veut maintenant engendrer le graphe H{P) entier, il est nécessaire
de considérer les arcs traversiers issus d'un sommet X. Soit XZ un arc
traversier tel que e (XZ) = i. Si e (Pr (X) X) =j, on remarque (fig. 2) que
Z=(pr(X)A).j.

On obtient la procédure HASSEIDEAL:

Procédure HASSEIDEAL (X);

Pour ieEA(X)faire
feX; SOMMET (Y); ARC(XY);

Pour ie ET(X) faire
[Z^e(¥r(X)A).j

La mémorisation de Pr(J^) et eÇPr(X)X) ne pose aucune difficulté. Les
procédures SOMMET et ARC consistent à créer un nouveau sommet et un
arc dans G(P) et ont une complexité O{\) si on utilise des listes d'adjacence.
Par contre, pour tout sommet X on doit connaître la table des X. i, ieE(X)
et les complexités en temps et en mémoire sont O(N(P)w(P)).

Il est possible de réduire cette occupation mémoire en remarquant que la
table des X. i doit être connue seulement pour deux niveaux consécutifs de
G(P). Une solution consiste à :

— générer en une première étape l'arborescence recouvrante;

— greffer les arcs traversiers par un parcours de l'arborescence en largeur
en ne mémorisant les X. i que sur deux niveaux consécutifs.
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V. CALCUL D'INVARIANTS

DÉFINITION : Soit t = xx x2. . ,xn un ordre total des éléments de P. t est
une extension linéaire de P si x^ y implique x précède y dans t (x^ty). Deux
éléments consécutifs xt et xi + 1 sont séparés par un saut si xt et xi+1 sont
non comparables dans P. Soit s (t, P) le nombre de sauts de t.

Nous désignerons par L(P) le nombre d'extensions linéaires de P, et soit
s(P) le min des s(t,P) sur l'ensemble des extensions linéaires de P. Enfin,
dim(P), dimension de P, est le nombre minimal d'extensions linéaires de P
dont l'intersection restitue P.

s(P), L(P) et dim(P) sont des invariants de comparabilité de P, c'est-à-dire
qu'ils ont la même valeur pour tous les ordres ayant des graphes de compara-
bilité isomorphes [CG (P), graphe de comparabilité de P a pour ensemble de
sommets {1,2, . . ., n} et pour ensemble d'arêtes {(ij) | i<Pj}].

[12] est une excellente introduction au rapport entre la Théorie des Ordon-
nés finis et les problèmes d'ordonnancement. Toutes ces notions y sont
développées en vue des applications.

Le calcul de s(P), L(P) et dim(P) a donné lieu à de nombreux travaux
(voir [2] pour un survey). s(P) et L(P) s'obtiennent facilement à partir de
H(P). En effet, définissons sur les sommets de H(P) la fonction/:

- f(X0)=l-

Il est clair que f(X) est le nombre d'extensions linéaires de (X, ^ ) . En
conséquence, L(P) est donné par la valeur de ƒ au sommet XP et est calculable
à partir de H(P) en une complexité O(N(P)w(P)).

De même, définissons algorithmiquement sur H{P) la fonction g\
Pour tout sommet X faire

^ " I e { l o } u r + (Xo) alors g (X) +- 0 sinon g(X)*~ oo;
Pour tout sommet X^X0 (pris par rang non décroissant) faire
Pour tout couple (7,Z), YeT~ (X), ZeT+ (X) faire

Si e(YX) = i et e(XZ)=j\ ot(zj) = O siy"ey+ (z), ot(ïj)= 1 sinon.
g(Z) n'est autre que le nombre minimal de sauts d'une extension linéaire

de (^(Z), 50. Cette propriété s'établit aisément par récurrence sur le rang
(longueur d'un chemin joignant Xo à Z) de Z dans H(P). En effet, toutes les
extensions linéaires de (^*(Z), ^ ) s'obtiennent en considérant les extensions
linéaires de (^(X), ^ ) , XeT~ (Z), et le nombre minimal de sauts s'en déduit
en utilisant la fonction a ci-dessus.

vol. 25, n° 3, 1991



272 J.-P. BORDAT

s (P) est donc donné par la valeur de g au sommet XP et est calculable en
une complexité O(N(P)w(P)2) en utilisant un parcours en largeur de H{P).
Sur la figure 1, g{Z) apparaît en encadré pour chaque sommet Z de H {F),

Conséquence

La complexité de ces algorithmes est fortement reliée à la valeur de w(P).
En effet, s'il existe une constante k telle que w(P)^k, comme d'après le
théorème de Dilworth, P se décompose en k ordres totaux Cu C2, . . . , Q ,
Ct | ̂ n , le nombre d'antichaînes de P est majoré par (n+ 1)*. On obtient des

algorithmes en O(nk). Si w(P)eO(\ogn), N(P)eO (nïoën) et on obtient des
algorithmes sous-exponentiels. Ces constatations nous conduisent à remarquer
deux types d'ordre particuliers :

Ordres de largeur bornée (Wk)

k est une constante fixée, k^2, Pe Wk si
Les résultats précédents produisent des algorithmes, vus sous l'angle du

calcul d'une fonction en chaque sommet du graphe de Hasse d'un treillis
distributif, de complexité O(nk) pour le calcul de L(P) et s(P). D'autres
algorithmes, de style programmation dynamique, donnent une complexité
O(nk+1) pour le calcul de L(P) [17] et O(nk) pour le calcul de s(P), [3].

Ces résultats sont exploitables sur une classe plus générale :

Ordres décomposables en ordres de largeur bornée (SWk)

Ces ordres sont très bien décrits dans l'ouvrage de G. Steiner [17], comme
une classe contenant les ordres série-parallèles, ainsi que des ordres de largeur
arbitraire.

Soient Q, Pl9 P2, . . .,Pk des ordonnés disjoints, et au . . .,akeQ. On note
par

S=Q[a1, . . .,ak; Px, . . . ,Pk], 1 <|P1-|<| S | pour au moins un i

l'ensemble ordonné résultant de la substitution de chaque at par Pt. Plus
formellement

a^sb <=> 3 z avec a,bePt et a^P.b

ou

3 avec aePu bePj et at<Qajt
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Exemple. — La figure 3 [9] montre un ensemble S généré par substitution
à partir de quatre ensembles g, Pl9 P2, P3.

10 11

1 2 5 6
-1" 4 • • • •

« P1 p
2
 8 H

s ^ <* ; P, , P2 ,

Figure 3.

Un ordre P est décomposable s'il peut être obtenu par une telle substitution.
Si P est décomposable, un des trois cas suivants (mutuellement exclusifs)
s'applique :

- Q est une antichaîne, et L(P)= Yl L(Pt) (décomposition en Paral-

lèle);

- Q est une chaîne et L(P)= J l L(Pi)- ———-—^— (décomposition
1 < i < k

en Série);

— Q est indécomposable et

= L(Q[al9...9ak;tl9...9tJ). f\ L(P()

où ti est une extension linéaire arbitraire de Pi

On associe alors à ? un arbre canonique de décomposition dont la racine
représente P et les feuilles les éléments de P. Les fils d'un nœud intérieur
correspondent aux ensembles Pt dans l'un des trois cas précédents.

La figure suivante [9] montre l'arbre de décomposition de l'ordre donné
dans la figure 3. Les lettres P (parallèle), S (série), et AT (non décomposable)
sont associées aux trois types de décomposition. L'ordre n'est pas série-
parallèle dans la mesure où apparaissent des nœuds de type N.
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5 6 7 8 9 10 11 12

PsSWk si P peut ère construit par une succession de substitutions telles
que chaque ensemble Q appartient à Wk.

En appliquant récursivement les formules donnant L(P) dans l'arbre de
décomposition de P, G. Steiner produit un algorithme de complexité O (nk+2\
utilisant le fait que chaque ensemble Q[au . . ,,ak;tu . . >,tk] appartient à
Wk. Les méthodes exposées ci-dessus permettent d'améliorer cette complexité
en O{nh+1\

Par analogie, on montre que s{P) peut être calculé en O(n2k+1) sur la
classe SWk [3], II est à noter que dim(P) est polynomialement calculable sur
Wk si et seulement si la même propriété est vraie sur SWk. Cette question
reste ouverte.
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