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MÉTHODE DU SOUS-GRADIENT RÉDUIT GÉNÉRALISÉ
COMME EXTENSION DU GRG D'ABADIE AU CAS NON

DIFFÉRENTIABLE (*)

par A. EL GHALI (1)

Communiqué par Y. SMEERS

Résumé. - Depuis l'apparition de la méthode du gradient réduit introduite par Wolf e, beaucoup
d'auteurs ont étudié la convergence de cette méthode ou des méthodes modifiées. Comme le cas de
Luenberger, elle a pour objet de résoudre les programmes non linéaires avec contraintes d'égalité
linéaires et des contraintes de non-négativité des variables, et utilise le principe de décomposition
des variables en variables de base et hors base et le calcul de pivot comme extension naturelle de
la méthode simpliciale.

Cette méthode a connu une généralisation au cas des contraintes d'égalité non linéaires en
appliquant le théorème des fonctions implicites qu'on appellera méthode du gradient réduit
généralisé : GRG. Cette généralisation est due à Abadie et Carpentier.

L'objet de notre article est d'étudier l'adaptation du GRG au cas non différentiable en utilisant
les techniques des faisceaux introduites par Lemaréchal et utilisées dans le cas de contraintes
linéaires par Bihain, Nguyen et Strodiot.

Mots clés : Programmation non différentiable; problème à contraintes non linéaires; algorithme
de sous-gradient réduit généralisé; techniques des faisceaux.

Abstract. - Since the appearing of the reduced gradient method given by Wolfe, many authors
have tried to obtain the convergence ofthis method or o f a modifïedform ifit (see e.g. Luenberger).

This method is designed to solve a non-linear problem subject to linear equality and bound
constraintSy use the principle of the variables décomposition into basic and non-basic variables and
the computation of the pivot as an extension of the simplex method.

It has been generalized to non-linear equality constraints by application of the implicit function
theorem^ this generalization is called the generalized reduced gradient method: GRG due to Abadie
and Carpentier.

In this paper\ we study the adaptation of the GRG to the non-differentiable case by using bundle
techniques introduced by Lemaréchal and applied to linear contraints by Bihain, Nguyen and
Strodiot.

Keywords : Non-difTerentiable programming; non-linearly constrained minimization; generali-
zed reduced subgradient algorithm; bundle techniques.

(•) Reçu en mars 1991.
ll) Département de Mathématiques, Facultés Universitaires de Namur, Namur, Belgique, et

Département de Mathématique, Faculté des Sciences, Université My Ismail, Meknes, Maroc.

Recherche opérationnelle/Opérations Research, 0399-0559/92/03 237 30/$ 5.00
© AFCET-Gauthier-Villars



238 A. EL GHALI

1. INTRODUCTION

L'objet de cet article est de résoudre les programmes non linéaires à
fonction objectif non différentiable avec des contraintes d'égalité différentia-
bles non linéaires et des contraintes de non négativité des variables.

Toutes les méthodes de sous-gradient utilisent le principe de perturbation
des sous-différentiels et des dérivées directionnelles pour garantir la conver-
gence à des solutions e-optimales comme le cas de Lemaréchal [12], Wolf e
[26] et Bihain, Nguyen et Strodiot[2].

Aussi les techniques des faisceaux qui sont des approximations de l'e-sous-
différentiel s'imposent afin que ces méthodes deviennent implémentables.

Dans le cas de contraintes linéaires et à fonction objectif de classe C1,
Wolfe [23] a introduit la méthode du gradient réduit. Comme cette méthode
ne converge pas [24], beaucoup d'auteurs ont proposé des modifications
algorithmiques de celle-ci. On cite par exemple Huard [9], Zangwill [27],
Luenberger [15] et Mokhtar-Kharroubi[20].

Dans le cas où la fonction économique n'est plus différentiable, on peut
citer l'algorithme de sous-gradient réduit de Bihain, Nguyen et Strodiot[2],

La méthode de Wolfe a été généralisée au cas de contraintes d'égalité non
linéaires par Abadie et Carpentier [1] dans la méthode appelée gradient réduit
généralisé: GRG, tout en appliquant la décomposition des variables en
variables de base et des variables hors base, en résolvant le système d'équa-
tions non linéaires par l'application du théorème des fonctions implicites et
en éliminant par conséquent l'ensemble des variables de base.

Une fois que la direction réalisable réduite pour les variables hors base est
obtenue, on la complète par linéarisation du système non linéaire.

Cette généralisation dans le cas différentiable connaît le problème de
convergence. Ainsi, Smeers [21] et Mokhtar [19] ont étudié sa convergence
en la modifiant sous l'hypothèse de non dégénérescence et sous la propriété
de base introduite par Smeers dans la procédure de calcul de nouvelles bases
non dégénérées.

Dans ce papier on utilise la variante de Luenberger [15] du gradient réduit
adaptée au cas non différentiable mais aussi à contraintes non linéaires par
généralisation du GRG d'Abadie. On applique le théorème des fonctions
implicites pour éliminer les variables de base et on obtient localement un
programme équivalent réduit en variables et en contraintes.

Pour la recherche d'une direction réalisable réduite en variables hors base,
tout d'abord l'e-sous-différentiel est approché par le faisceau ne contenant
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GRG NON DÏFFERENTÏABLE 239

qu'un nombre fini de sous-gradients. Chaque vecteur de ce faisceau est réduit
de la même manière que dans le GRG puis modifié par la transformation
proposée par Luenberger et à la fin, on résout un sous-problème quadratique
approprié.

La recherche linéaire économique s'effectue le long de la direction réduite
pour les variables hors base.

Une fois que l'itéré suivant est obtenu, on utilise la procédure algorithmique
de Smeers [21] pour calculer la nouvelle base.

Notre étude se base sur la caractérisation des solutions e-optimales pour
des problèmes convexes non différentiables démontrée par Strodiot, Nguyen
et Heukemes[22].

Dans la Section 2, on étudie la résolution du système non linéaire par
l'application du théorème des fonctions implicites et on obtient un problème
réduit.

Dans la Section 3, c'est la recherche de la direction réalisable qui est
entamée en résolvant un sous-problème approprié. La Section 4 sera consacrée
à la recherche linéaire de type économique, le calcul de la fonction implicite
avec précision des contraintes de tolérance de ce calcul et on rappelle la
propriété fondamentale dans la procédure de calcul de la nouvelle base.

Dans la Section 5, c'est l'algorithme qui est énoncé, sa convergence est
étudiée en Section 6.

Notations générales

Un désigne l'espace euclidien usuel muni du produit scalaire
(x,y) = Y,xiyi et la norme associée |jx||2 = <x,x>.

df désigne le sous-différentiel de ƒ : IRn -* M où ƒ est une fonction convexe.

Soient g = {l, . . .,«} et L <= Q.
Soit g un sous-gradient appartenant à df(x)9 gL désigne le vecteur ayant

pour composantes celles de g indicées dans L.

On note aussi Fe-sous-différentiel de ƒ en x par d£f(x). C'est un ensemble
convexe compact de M". De plus, pour tout ensemble borné S de IRn, d£f(S)
reste borné

Dans le cas £ = 0, on retrouve le sous-différentiel ordinaire df(x).
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240 A. EL GHALI

Rappelons la définition de Fe-dérivée directionnelle donnée par

t>o t

liée à Fs-sous-différentiel par la formule suivante ;

f't(x,d)= max (d,g).
gedBf(x)

Notons qu'une généralisation de la notion de sous-différentiel a été donnée
par Clarke dans le cas localement lipschitzien appelée gradient généralisé et
définie par

df(x) = Co{g:g=]im Vf (y), Vf (y) existe}
y -* x

où Co désigne l'enveloppe convexe. C'est un ensemble convexe compact de
W. *
Aussi, la dérivée directionnelle généralisée de ƒ dans la direction d est définie
par

= max {d.g}.
9 e e f (x)

f ° (x,. ) est une fonction convexe positivement homogène.

Dans le cas ƒ convexe, le gradient généralisé de ƒ et le sous-différentiel
coïncident.

Remarquons aussi, lorsque ƒ est localement lipschitzienne et que la dérivée
directionnelle existe, on a

Le programme mathématique considéré dans ce travail est de la forme :

1=1, . . . , /» , (P)
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GRG NON DIFFERENTIABLE 241

où ƒ est une fonction convexe définie sur Mn, non nécessairement différentiable,
hi9 pour tout i sont des fonctions numériques continûment différentiables sur
!Rn.

On note D l'ensemble des solutions réalisables de (P).

2. RECHERCHE DE LA DIRECTION

2.1. Le problème réduit

Soient xeD et Wh(x) la matrice jacobienne de la fonction h en x, ainsi

On fera l'hypothèse de non-dégénérescence (H) suivante:

VxeZ), siM(x)={j |x ;>0}ona:
rangV/î(x)M(x) = m; J

par suite, il est possible de représenter le système h(x) = 0 autrement. En
effet, le théorème des fonctions implicites nous permet d'exprimer au voisinage
de xy m variables en fonction des n — m restantes et d'extraire de la matrice
Vh(x) une sous-matrice inversible d'ordre (m*m) que l'on appellera la
matrice de base.

Par suite, il existe une base I:Ia Q et | / | = m telle que:

* = [*r,*d (2-1)

où 7 = 0 - 7 ,

'VA(x) = [V/A(x),'VrA(jc)] (2.2)

où V jh(x) est une matrice carrée d'ordre m non singulière, et

xT>0. (2.3)

On note la matrice de base V jh(x) par B(x) et son complémentaire dans

Xj représente le m-vecteur dont les indices sont exactement les indices des
vecteurs colonnes de la matrice jacobienne formant B(x), il est appelé vecteur
de base.

Xf est le (n — m) vecteur correspondant à la sous-matrice N(x) appelé
vecteur hors base.
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2 4 2 A. EL GHALI

Pour simplifier, on écrit comme variables de base les m premières variables,
mais ceci n'est pas chaque fois le cas.

B (y) signifie aussi que la matrice de base est calculée en (y, /), c'est-à-dire
que

Pour le système h (x) = 0, le théorème des fonctions implicites implique l'exis-
tence de deux voisinages V(xf, r) et V(xu c) et une fonction cp continûment
différentiable telle que :

cp: V(xr,r) - . , „„_„ ( 2 4 )

L'existence et la construction de la fonction <p seront analysées dans la section
suivante.

Au voisinage de x, on définit aussi la nouvelle fonction ƒ par:

/(«) = ƒ [<P («),«], V«eK(xr,r)

et le problème (P) peut alors s'écrire localement comme :

min/(w),

sous les contraintes (P)

Comme cp(xj) = Xj>0 et que cp est une fonction continue, alors cp sera non
négative au voisinage de Xf et la contrainte cp (w) ̂  0 sera vérifiée dans le
voisinage.

Localement donc, le problème (P) sera équivalent au problème réduit en
variables et en contraintes (PR) :
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GRG NON DIFFERENTIABLE 243

2.2. Calcul d'une direction réalisable en Xf

Soit un sous-gradient gedf (x)9 on définit le sous-gradient réduit g en Xf
par

g=gr-Nt(B-1)'gl (2.6)

où B et N sont les matrices de base et hors-base respectivement calculées au
point x.

Il s'agit d'une adaptation de la définition du gradient réduit généralisé
(GRG) d'Abadie [1] au cas non différentiable et trouve sa justification,
d'après le théorème de composition de sous gradients, dans le fait que

ôf(xj) c Co{[-N'(B-1y,U}g:gedf(x)} (2.7)

où Id est la matrice identité et Co est l'enveloppe convexe. Par suite, pour
tout sous-gradient, on définit tout d'abord à partir de la définition de
Luenberger donnée dans le cas différentiable [15] la transformation suivante,
notée L(xf, g):

Vye7, LA*>. Sl * - ° ' (2.8)
[Xg sinon.

THÉORÈME 1 D'OPTIMALITÉ: S'il existe, en x réalisable, un sous-gradient
geôf(x) tel que:

alors x est un point stationnaire de (P).

Preuve : On démontre que x vérifie les conditions nécessaires de type Kuhn-
Tucker [22], ce qui revient à prouver l'existence des constantes \ii9 i = 1, . . ,, m
et w^O, ueUn telles que

I l | A l ( x ) - M = 0 et

si et seulement si

t^O, (2.9)

K7=0, (2.10)

et <Mf,xr> = 0; (2.11)
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244 A. EL GHALI

En choisissant w/=0, (2.9) devient

et (2.10) devient

Par hypothèse, on a L(xf,g) — 0 d'où

De plus, pour tout indice y e T tel que g,->0, on a Xj-=0, c'est-à-dire

ce qui démontre que x est un point stationnaire de (P). •

2 .3 . Sélection d'une direction réalisable et de descente

2 . 3 . 1 . Cas du problème de type réduit

Notre problème de type réduit (PR) est de type

où k est une fonction supposée convexe ou même localement lipschitzienne.
En x réalisable pour (Q), on se donne un sous-gradient §edk(x) appelé

gradient généralisé au sens de Clarke si k est localement lipschitzienne et
nous définissons la direction réalisable S comme suit :

S=-L(x,$)

telle que

f S.- si ô<0,
Lj=\ } J~

l Xj Oj sinon.

De même que dans le théorème 1 d'optimalité, s'il existe un sous-gradient 5
tel que

Recherche opérationnelle/Opérations Research
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alors x est une solution optimale de (Q) si k est convexe ou stationnaire si k est
localement lipschitzienne. Dans le cas contraire, on résout le sous-problème
quadratique associé àx:

mini || L(x, 5) ||2,j

La fonction économique de ce sous-problème que Ton note par

|

admet des dérivées partielles continues sur le sous-différentiel dk (x) :

s " 8 ' S 0 > (2.12)
Oj sinon.

Soit 8* une solution optimale de (Dx), alors 5* vérifie l'inégalité variationnelle
suivante :

ou encore

<V9(8*),8>^<V9(S*),S*),

De (2.8) et (2.12), on remarque que

Par conséquent,

Si on prend la direction réalisable d= — V 9 (8*), on aura alors

0, V8edÀ;(;c).

Dès lors, la dérivée directionnelle, quand elle existe, vérifie pour le cas
Hpschitzien :

vol. 26, n° 3, 1992



2 4 6 A. EL GHALI

ce qui veut dire que d est une direction réalisable et de descente pour le
problème (Q) en x,

2.3.2. Cas du problème (P)

La recherche d'une direction de descente nécessite la résolution d'un sous-
problème de type (Dx) avec le sous-différentiel tout entier, alors que, analyti-
quement et numériquement, il est difficile de définir une expression de cet
ensemble. Pour cette raison, on préfère utiliser les techniques des faisceaux
introduites par Lemaréchal [11], ce qui, en d'autres termes, veut dire le calcul
d'une approximation du sous-différentiel.

Pour cela, si on dispose de sous-gradients g1, . . . ,g* de ƒ en JC1, . . ,,JC*
respectivement, on définit a* par :

(2.13)

a* représente l'erreur faite lorsque la fonction convexe est linéarisée en xl

avec le sous-gradient g\

Alors, pour E ^ O , une approximation de dj'(xk) est l'ensemble (?e(x*) défini
par

k * * 1
I **S*: X ̂  = 1> X''-°' i=1' ' ' "*et S ^°* = e M2-1 4)
- 1 i = l *=1 J

Ceci est justifié par le fait que

(?.(**) £$.ƒ(**). (2.15)

Pour la recherche d'une direction réalisable réduite en xp, on résout un
sous-problème similaire à (Dx) en remplaçant le sous-différentiel par une
approximation de type (2.14) et les sous-gradients par les sous-gradients
réduits g1 définis dans (2.6). Ceci nous amène à résoudre le sous-problème
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GRG NON DIFFERENTIABLE 247

quadratique suivant :

sous les contraintes

(DK)

(=1

Soit uk le multiplicateur de Lagrange correspondant à la contrainte addition-
k

nelle £ ^ia? = £ dans (Dk), alors le sous-problème (Dk) est équivalent au

sous-problème suivant :
112 * \

(Dk)
sous les contraintes

Ainsi, pour A,*, une solution optimale de (Dk), on pose

k

p= I Vf

et on définit tout d'abord le gradient de la fonction 9 (g) —1/2 ||Z-(jCjr,g) ||2 en
ppar:

si
sinon.

La direction réduite en xj- sera donc

(2.16)

(2.17)
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2 4 8 A. EL GHALI

Cette direction vérifie les propriétés suivantes :

THÉORÈME 2 : Soit <fT définie par (2.16) et (2.17).
Alors :
(i) df est une direction réalisable en xf,

(ii) On a {d^iy-uk^-\\L{x^p)\\2-ukz, i= l , . . .,*.

Preuve : (i) Évident à partir de la définition de dp
(ii) Si GO et ©£ (1 ̂ i^k) sont les multiplicateurs de Lagrange correspondant

aux contraintes ^ X ^ l et A.,.̂ 0, Ï = 1 , .-..,& respectivement dans (Dk), alors
les conditions d'optimalité pour (Dk) peuvent s'écrire comme

Par conséquent,

Or, de la définition de rff, on a

< -<£,£*?£
et de la dernière condition d'optimalité, on a

d'où on peut déduire

3. RECHERCHE LINÉAIRE

ƒ étant la base choisie en x, le système
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GRG NON DIFFERENTIABLE 249

implique l'existence de la fonction implicite (p du voisinage V(xf, r) de Xj-dans
V(xj,c), voisinage de xîy telle que

Rappelons aussi que le problème (P) est localement équivalent au problème
(P) si la contrainte q> (u) ̂  0 reste vérifiée pour u appartenant à un certain
voisinage de xj, ce qui veut dire <jue le successeur x+ sera de la forme :

et doit appartenir au domaine réalisable en vérifiant :

(i) xr + tóf^O, (3.1)

(ii) <p(xr+tdd>Q. (3.2)

La première condition (i) est réalisable pour

tSr^ min { - £gî :(</£,<ol. (3.3)
F I »-»l (dm y

La seconde est vérifiée en choisissant la base / telle que xI = q>(xj)>0 et

min (xj)^ (3.4)
i - l , . . . , m

Notons la fonction \|/ (t) telle que

Cette fonction est différentiable sur [0, r] et

V • (0=[ - iV (• (0) *-4 (• (oy *; *î. (3.5)

Remarquons aussi que

2r^y^-^]. (3.6)

Vv|/(0) est la direction en x obtenue par Abadie [1] en linéarisant h(x). Mais
dans notre recherche linéaire économique de type Lemaréchal [14], on prendra
plutôt V \|z (t) à la place de la direction d.
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250 A. EL GHALI

Cette recherche consiste à trouver un scalaire te]0,r] et un sous-gradient
g(f)edf($(t)) tels que au moins une des conditions suivantes soit vérifiée:

1. * = re t

=f(x)-mitS;

2. te]0,r[et

fl*(t)]£f(x)-mitS, ( 3 g )

<Vx|/(0,g(0>è-m2S;

3. îe]0,r[et

<VvK0^(0>è-w2S

|| (3.10)

où 0<m 1 <m 2 <l , 0 < E 1 , 0<s2 .
Et du Théorème 2, on définit S:

S=||L(x,-/)| |2 + «e>0. (3.11)

La condition (3.10) signifie que la distance entre le point courant x et le
point \|/ (0 n'est pas très grande.

Les conditions (3.7) et f=r caractérisent l'itération maximale.
Les conditions (3.7) et (3.8) caractérisent l'itération sérieuse.
Les conditions (3.8), (3.9) et (3.10) caractérisent l'itération nulle.
Remarquons que [iV* (^(t^B"10K*)y>IdM_m] g(t) n'est pas forcément dans

l'ensemble df(xf+tdf) où Idn_ro est la matrice identité. Lorsque la fonction
implicite peut être calculée, on peut avoir la recherche linéaire en un nombre
fini d'itérations par bissection de l'intervalle [0, r] et en appliquant l'algorithme
rappelé ci-dessous :

3 . 1 . Algorithme de recherche linéaire

Soient S>0, 0 < m 1 < m 2 < l , e ^ O , £2>0, r et c vérifiant (3.3) et (3.4)
respectivement.

1. Poser t° = r, t°L = r, n=0 et calculer g (t°) e df(^ (t°)).
Si t° vérifie (3.7), aller en 7;
2. Poser t°L=O,to

R = r;
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3. Calculer g (f) e dfW(tn)).
Si f vérifie (3.7), poser ff1 - fRj t

n
L

+1 = f et aller en 4.

Sinon, poser r^+ * = i", /£+ * = f£ et aller en 5;

4. Si f satisfait (3.8), aller en 7;

5. S i r^ + 1 ^O, aller en 6.

Sinon, si f vérifie (3.8), (3.9) et (3.10), aller en 7.

6. Poser t"+1 = (tn
L

+ x + ff *)/2, « = n + 1 et aller en 3;

7. Poser g + = #(/"), >+ = *», x + =v|/(/+);

on a : l'itération maximale si ̂  = r,

l'itération nulle si tn
L

+1 =0 ,

l'itération sérieuse si tn
L

+ * s ]0, r[.

THÉORÈME 3 : 5/ /a fonction f est convexe ou localement lips-
chitzienne semi-régulière {« semi-smooth » au sens de Mifflin), c'est-à-
dire si la dérivée directionnelle existe, alors l'algorithme se termine en
un nombre fini d'itérations.

Preuve: Similaire à Lemaréchal [14] ou Bihain [3].

Remarque : La recherche linéaire suppose la résolution du système h (x) = 0
à chaque itération; ceci exige une procédure algorithmique infinie, ce qui fait
que cette recherche linéaire reste théorique. Cependant, elle est complètement
implémentable dans le cas où les contraintes sont linéaires et où on a une
forme explicite simple de la fonction implicite.

Numériquement, on se contente d'une forme approchée de cette fonction
dans le cas non linéaire donné par la méthode rappelée ci-dessous. •

3.2. Calcul de la fonction implicite

Le calcul de la fonction implicite q> est évidemment équivalent à la résolu-
tion du système /*( . ,y) -0 où y appartient à un voisinage de xp Différentes
méthodes sont proposées pour résoudre ce problème. Parmi celles-ci, on peut
citer la méthode pseudo-Newton, développée et analysée par Blum [4] et
reprise par Bihain [3].

Cette méthode se présente de la manière suivante :

Comme h est une fonction de classe C1, il existe en x des constantes 6 > 0 ,
L Q > 0 et L e > 0 telles que, pour tout y, z e F(x,9),

\\B(y)-B(z)\\£Ii\\y-z\\,

\\h(y)-h(z)\\<L9\\y-z\\.
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En supposant que h (x) = 0, on pose b = || B~1 (x) || et y = xT + v. On considère
la méthode pseudo-Newton telle que

kn(v) = kn_1 (v) + B~1(xI,xr + v)h(xI-hkn_1(v),Xf^-v) (3.12)

sous les conditions que les rayons r et c des voisinages Xf et Xj vérifient
respectivement

/ i \

(3.13)

Alors, pour tout ve F(0,r), on a
1. La suite kn (v) bien définie et || kn (v) \\ ̂  c, V n e N;
2. La suite &n(V) converge vers le point k*(v) pour tout point initial

ko(v)e V(0, c) et le point z tel que z — Xj + A;*(t)) est Tunique point dans
F (xj5 c) solution du système h (z, Xf +1>) = h (z, j>) = 0;

3. La fonction implicite <p est définie par

<min(e, Y

et est continûment différentiable sur le voisinage V{xj, r) telle que

Commentaire: Les constantes 0, Le et L© dépendent dex. Seulement pour
assurer la convergence, il faut que les constantes 8 soient bornées inférieure-
ment et que LQ et Ld

% soient bornées supérieurement. Afin d'éviter cette
difficulté, on supposera qu'on a l'hypothèse que h est uniforme localement
lipschitzienne, c'est-à-dire que ces constantes ne dépendent pas des points
courants.

Cependant, cette hypothèse est vraie pour une suite convergente et, à partir
d'un certain rang assez grand si on prend ces constantes au point limite. •

3 .3 . Renouvellement de la procédure

Par la recherche linéaire, on obtient /+ et le nouvel itéré x+ = \|/ (t+). Mais
rien n'assure que JC/ > 0 et que la matrice de base associée reste non singulière.
D'où le calcul d'une nouvelle base 1+ en x+.
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Remarquons aussi que suivant un exemple dû à Smeers [21], on peut avoir
un phénomène de blocage sur les contraintes, ce qui se traduit par le fait
que pour toute sous-suite convergente, la base à la limite risque de ne pas
être non dégénérée. Ainsi, Smeers a proposé une procédure algorithmique
pour le choix de la base assurant la propriété de base (PB) suivante:

Sous l'hypothèse de non dégénérescence (H),

si {xk,keK} -»x,

= Bk^B, ou

et si x n'est pas stationnaire,
Alors

(i) S est non singulière,

(ii) xJ>0,
c'est-à-dire que B est non dégénérée en x.

Remarque: D'un point de vue strictement numérique, la procédure coûte
cher du fait qu'elle exige le calcul de la matrice inverse avec un pivot
sophistiqué, mais, d'un autre côté, elle assure la convergence.

Par ailleurs, dans le cas de contraintes linéaires, l'algorithme ne nécessite
pas la propriété (PB); le choix de la base selon le critère de Wolfe est suffisant
pour assurer la convergence.

Dans ce qui suit, on énonce l'algorithme SGRG dont nous établirons la
convergence en supposant la base choisie par le procédé de Smeers.

4. ALGORITHME DE SOUS-GRADIENT RÉDUIT GÉNÉRALISÉ

On suppose que l'hypothèse de non dégénérescence (H) est satisfaite. On
se donne les paramètres mt et m2 tels que 0<m1 <m2< 1 et &t une constante
strictement positive. Les constantes 0, LQ et LQ sont fixées par l'hypothèse
d'uniforme localement lipschitzienne de h.

4.1. Étape d'initialisation

Soit x1 un point réalisable de (P), calculer gledf(x1). Poser >;1 = x1,
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4.2. Choix de base

Par la procédure de Smeers, calculer la base Ik9 la matrice associée
Bk~B(;c*), et son inverse Bk

1 en ;c*.

4.3. Calcul de la direction réduite

3. a. Calculer les sous-gradients réduits généralisés

3.b. Résoudre le sous-problème suivant:

i n - L

sous les contraintes

(Dk)

^=•0, i = l , . . . , f c ,
k

Soit Xk une solution optimale de (Dk) et uk le multiplicateur de Lagrange

associé à la contrainte additionnelle £ A,faf^£fe.

Poser pk= Y ^lê1 e t dk
k la direction réalisable réduite en xk

k telle que

si pk<0,
3 1-(*J)V* sinon.

4.4. Test de convergence

Si rfjrk^O, aller en 5.

Sinon, poser sfc = efc/2 et aller en 3.
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4.5. Recherche linéaire

Calculer

ck— min

rk= min i ^
i = l , . . . , n - m

et ielX

et poser les valeurs de tolérance de la fonction implicite :

rk = min < — - — , / — cl, rk9 0

Appliquer la recherche linéaire en x* avec les valeurs :

on obtient le pas t+, le point x+ et g

4.6. Itération suivante

Dans le cas de l'itération sérieuse ou maximale, poser

xk+1 = x+,

Calculer
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Poser k = k+ 1 et aller en 2.

Dans le cas de l'itération nulle, poser

yk+l=x\

Calculer {î} ( , y , g )

Poser k+ 1 =fc et aller en 3.

Remarque: Numériquement, on s'arrête lorsque ek et \\dk
IT\\ sont suffisam-

ment petits, mais, dans le cas non convexe ou si les contraintes sont non
linéaires, on ne peut caractériser le point final, ce qui nous amène à considérer
l'algorithme infini avec la propriété d'optimalité asymptotique, •

5. ÉTUDE DE LA CONVERGENCE

On fait les hypothèses suivantes :

(HJ le domaine réalisable de (P) est borné;

(H) l'hypothèse de non dégénérescence est vérifiée;

(H2) l'hypothèse d'uniforme localement lipschitzienne pour h et son gra-
dient;

(H3) ƒ est convexe.

Dans notre étude, l'objectif sera de prouver que, si on n'a pas le cas où
dkfk restera toujours nulle à partir d'une itération k, ce qui marque le point
d'arrêt de l'algorithme, alors on obtient une suite infinie dont tout point
d'accumulation est stationnaire.

THÉORÈME 4 : Sous l'hypothèse (HJ , les suites (\\Bk~
1\\)keN, (gk)ke^

 et

^ sont bornées.

Preuve : La suite (jc*)fc e w étant bornée, soit M une constante telle que
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et soit x un point d'accumulation de cette suite :

keK

où Â" infini c N.

(i) Puisque le nombre de bases est fini, on peut supposer que, sur K, on a
la même base Ik = I,VkeK.

Dès lors, par le choix des bases par Smeers, on a

et donc la suite ( H ^ 1 \\)keK est bornée.
(ii) Par la définition de g* dans la recherche linéaire, nous avons

La suite (xk)k étant bornée, la suite (yk)ke^ appartient à un compact de Un

et, par conséquent, la suite (#*% e ̂  est bornée.
(iii) h étant une fonction de classe C1, sous l'hypothèse (H^, on peut

affirmer que la suite (Nk)keK est bornée de même que ( f̂c~
1)kex-

D'où le vecteur g11=glfk~N[(Bk~'*)*g\k est borné par une constante qui ne
dépend pas de i ni de k.

Par suite et par définition de dfk, on peut conclure que la suite {df])keK est
bornée. •

Dans la suite de cette étude, en se basant sur quatre lemmes, on démontre
le théorème suivant :

THÉORÈME 5 : La suite de directions réduites (dfk)keK admet 0 comme point
d'accumulation.

Preuve : Tout d'abord, on suppose par l'absurde qu'on a le contraire, c'est-
à-dire qu'il existe une constante strictement positive 5 telle que

(5.1) Il4ll^8>

ce qui revient aussi à supposer l'existence d'une constante r| > 0 telle que

\\Lrt\\ = \\L(x%,rt\\Zi\ (5.2)

par le fait que, si l'une tend vers 0, l'autre aussi,
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Comme dans toutes les méthodes des faisceaux, on a le résultat suivant :

LEMME 6 : Pour toute sous-suite convergente de (xk\ e w, on a
1. Pour tout beU +

 y il existe un rang n0 tel que :
V£, isK avec k^i^.n0, on a

2. La suite {uk\ e w des multiplicateurs de Lagrange est bornée.

Preuve: En remarquant que la suite (Lfk)keM est bornée de la même façon
que la suite des directions réduites, la preuve est similaire à [13]. •

LEMME 7 : Les suites (cn)nef^ et (/*„)„ eW sont bornées inférieurement par des
constantes c>0 et r>0.

Preuve :

(i) Rappelons que

Cfr —

ou

c~h~ min

Tout d'abord, on a vu que les ftfc = || Bk
 x\\ sont bornés supérieurement.

Il reste donc à démontrer que les ck sont bornés inférieurement.

Sinon, il existe une sous-unité K c= K vérifiant

x" et /* = /»

\imck = 0.

Par définition des ck, on peut écrire

0 = lim ck = lim min (xjfc)f

i

ce qui contredit le fait que Xj > 0.
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(ii) De même pour la suite (rk)keM, on rappelle que

k = min < — - — , / — c?, rt, 0 >

ou

7k = min < J - - ^ : U ^ < 0 et ieTk l.
( rf£ J

On suppose que sur une sous-suite infinie K <= K, on a

et, dans ce cas -(rfffc)i = (^)2pt avec/>J>0, d'où

par la simple raison que les suites (JC*) et (/?*) sont bornées. •
Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer la propriété fondamentale

que doit avoir l'algorithme pour converger.

LEMME 8 : Si l'hypothèse (5.1) est vérifiée, le nombre d'itérations maximales
est fini.

Preuve: Par contradiction, supposons qu'il existe une sous-suite infinie K
telle que f* = rh et que

Mais, d'après la condition (5.2), on a

et

d'où finalement,

ce qui contredit le fait que ƒ est bornée inférieurement.

vol. 26, n° 3, 1992



2 6 0 A. EL GHALI

Enfin, comme dans toutes les méthodes utilisant les techniques des fais-
ceaux, une fois que le nombre d'itérations maximales est fini, on se ramène
au cas similaire de situation de problème d'optimisation sans contraintes [13].
Les contradictions s'obtiennent par conséquent facilement.

LEMME 9 : Soit la suite des x* engendrée par l'Algorithme 4 et x un point
d'accumulation de cette suite tel que

k€K

Alors la suite (dfk)keK des directions réalisables réduites converge nécessaire-
ment vers 0, c'est-à-dire que l'hypothèse (5.1) ne peut avoir lieu.

Preuve: Par l'absurde, on suppose que l'hypothèse (5.1) est vérifiée.
je étant un point d'accumulation de la suite (xk)k e N,

keK

Comme le nombre de bases possibles est fini, on peut supposer que, sur une
sous-suite infinie de K, on a

et

On peut prendre cette sous-suite égale à K.
D'après le théorème 4, on peut écrire que

lim dfk = dr et

lim Lf^Lf avec

De même, soient limefc = e, 0^s^el, limwk = M et w^O.
k

Comme Sk = || LTk ||
2 + uk £k, alors la suite (Sk)k 6K converge vers

| | I l l a | |Lr | |2èîi2>0. (5.3)
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D'après le Lemme 8, on peut supposer que /Vrfc pour tout keK. Aussi, de
la recherche linéaire à l'itération k, on a

(5.4)

De la condition (ii) du Théorème 2, pour tout k, peK, avec p>k, on a

(dp
rp,?^y-upcL>k+a-sp. (5.5)

Mais, par définition du sous-gradient réduit g*"1"1 à l'itération p, on peut
écrire

Soustrayons maintenant (5.4) de (5.5):

<Vr(0)-V4r*(/*),g* + 1 >- i i | > aE + 1 g-S p + iii25k. (5.6)

Rappelons que

et

avec \|/* ( 0 = [<pfc (x* + frfj-), xrk+xkrk],

et

Comme c?/-t et rfft convergent vers dj,h de classe C1 et g*+1 borné, alors

Vf(0) - [-^(^fi^W'Jd^J^r- (5-7)
p -* oo

00

De même, en démontrant que \|/* {f) —*- je, on obtient

(5.8)

En effet, tout d'abord on remarque que les fonctions implicites q>feî à partir
d'un certain rang, deviennent égales à une même fonction (p. Ensuite on a
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deux situations à considérer :

Ve situation :
Sur une sous-suite infinie, on a des itérations sérieuses telles que

vérifiant

d'où

puisque la suite (/(xk))fc est décroissante bornée, alors /* -* 0 et par consé-

quent \|/*(/fc) —* £

k —• GO

2e situation :
Sur une sous-suite infinie, on a des itérations nulles telles que

/ + i ? jcft + 1 = x* et | | / + 1 - x / c + 1 | | ^ - .

C o m m e x* —»- x, alors nécessairement \J/fc(rA)=yfc+1 —>- £

keK k -* oo

Maintenant de (5.7) et (5.8), il en découle
(Vf(Ö)-Vfrt^ + 1 ) ^ 0. (5.9)

fc, p -* oo

Par ailleurs, du Lemme 6, on a

et de la recherche linéaire, nous avons

Jfc+l <? £fc.

Donc, de (5.6), on peut écrire
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Par passage à la limite pour k, peK et p>k, en utilisant (5.9), on obtient

-ub£(m2-l)S. (5.10)

Dans le Lemme 6, on choisit b tel que

1 si w=0,

s u ^

lu

A ce niveau, on peut distinguer deux cas :

1er cas: Si M=0.

Alors l'inégalité (5.10) devient

(m2-1)5^0 avec m2~-\<0 et S>0,

ce qui est impossible.

2ecas: Si u#0.

Par le choix de b dans ce cas, on obtient de (5.10) :

Pour les mêmes raisons que dans le premier cas, là aussi, on a l'impossibi-
lité, d'où la contradiction. •

Remarque: Comme la suite {df^k^K converge nécessairement vers 0, alors,
d'après le choix des eJk = min{||rfjj~I

1H»ek-i} dans l'algorithme, cette suite
des ek converge aussi vers 0. •

Ceci nous permet de caractériser le point final dans le cas où la fonction ƒ
est convexe.

THÉORÈME 10 : Soit la suite (xk)keN engendrée par l'algorithme.

Si on suppose que f est convexe, alors tout point d'accumulation de la suite

est un point stationnaire de(P).

Preuve: Soit x un tel point d'accumulation.

D'après le Lemme 9, on a

x* - * x et d\ -+ 0
keK keK

où K est une sous-suite infinie de N.
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Rappelons qu'à l'itération k, en résolvant le sous-problème (Dk), on obte-
nait une solution optimale Xk.

Notons

où g1 est le sous-gradient réduit de g1 :

avec Bk = B(^) la matrice de base en x\
pk s'écrit alors

Du fait que X^?a? = efc e t que ƒ est convexe, on a:

Par conséquent, pk est le sous-gradient réduit de g*k.

Comme &k -> 0 et la suite (g*k)keK
 e s t bornée, on peut déduire que sur une

sous-suite K a K on a

g*k-+g*edf(x).

Par ailleurs, comme dans le Lemme 9, on peut supposer qu'on a la même
base /* = /, pour tout fce^. Ainsi, on a la suite (pk)keK- qui converge vers /?:

Enfin, par définition des directions réduites dfk :

si pkè0,
J) sinon,

et le fait que djk -* 0,
on a nécessairement p^O et <Xf./7> = 0, ce qui constitue, comme dans le
théorème 1, les conditions de stationnanité de x, •

Remarque : Dans le cas où la fonction est localement lipschitzienne, Mifflin
[18] a proposé une modification des fonctions linéarisantes de / :

oc(*\/,gO = max {ƒ(**)-ƒ( / ) - {g\^-yl X

où g1 G ô/(ƒ') et g' est appelé gradient généralisé au sens de Clarke.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



GRG NON DIFFERENTIABLE 265

Si ƒ est convexe, on prend r=0.

Ces fonctions a : RB x Un x R" -• M vérifient les propriétés suivantes : elles
sont continues et

(i) VxeR", VgeR", a(x,x,g) = 0;

(ii)

<x(x,y,g) = 0 => gsôf(x).

On définit maintenant Gt (x) :

OAiàO et ^ a ^ g ' ) ^ } . (5-H)

Si ƒ est convexe, on a Ge (x) £ dtf{x)\ par contre, dans le cas localement
lipschitzien, on dipose de la propriété suivante :

Soient (x*)fc6X une suite convergente, ( / ) i 6 j c une suite bornée, (gk)keK une
suite telle que gksdf(ylt) et (£k)keK une suite de scalaires positifs convergente
versO.

Si on considère Gefc(jc*) définie dans (5.11), alors

ou

Ainsi, dans la preuve du théorème 10, il suffit de remarquer que

et qu'à la limite g*k -+g*e df(x).

Pour le reste, on arrive aux mêmes conditions:

et ()

où p est le gradient généralisé réduit au sens de Clarke de g*, ce qui constitue
les conditions de type Kuhn-Tucker [22] pour que x soit un point stationnaire
de(P). •

vol 26, n* 3, 1992



266 A. EL GHALI

REMERCIEMENTS

L'auteur tient à remercier vivement M. Nguyen Van Hien pour ses précieux conseils, ainsi
que M. J.-J. Strodiot pour ses encouragements tout au long de son travail.

BIBLIOGRAPHIE

1. J. ABADIE et J. CARPENTIER, Generalization of the Wolfe Reduced Gradient Method
to the Case of Nonlinear Constraints, In Optimization, R. FLETCHER éd., London
Academie, 1969.

2. A. BIHAIN, V. H. NGUYEN et J. J. STRODIOT, A Reduced Subgradient Algorithm,
Math. Programming Study, 1987, 50, pp. 127-149.

3. A. BIHAIN, Numerical and Algorithmic Contributions to the Constrained Optimi-
zation of Some Classes of Non-Differentiable Functions, Ph. D. Thesis,
F.U.N.D.P., Namur, Belgium, 1984.

4. E. K. BLUM, Numerical Analysis and Computation, Theory and Practice, Addison-
Wesley, New York, 1972.

5. J. A. CHATELON, D. W. HEARN et J. J. LOWE, A Subgradient Algorithm for Certain
Minimax and Minisum Problems, S.I.A.M., J. Control Optim., 1982, 20, pp. 455-
469.

6. M. GAUDIOSO et M. F. MONACO, A Bundle Type Approach to the Unconstrained
Minimization of Convex Nonsmooth Functions, Math. Programming, 1982, 23,
pp. 216-226.

7. W. GOCHET et Y. SMEERS, A Modified Reduced Gradient Method for a Class of
Nondifferentiable Problems, Math. Programming, 1980, 19, pp. 137-154.

8. P. HUARD, Convergence of the Reduced Gradient Method, In Nonlinear Program-
ming, O. L. MANGASARIAN, R. R. MEYER et S. M. ROBINSON, éd., Academie Press,
New York, 1975, 2, pp. 29-54.

9. P. HUARD, Un algorithme général de gradient réduit, Bulletin de la Direction des
Études et Recherches, E.D.F., 1980, Série C, 2, pp. 91-109.

10. C. LEMARÉCHAL et R. MIFFLIN, Nonsmooth optimization, Pergamon Press, New
York, 1977.

11. C. LEMARÉCHAL, Extensions diverses des méthodes de gradients et applications,
Thèse d'État, Paris-IX Dauphine, Paris, 1980.

12. C. LEMARÉCHAL, An Extension of Davidon Methods to Non-Differentiable Pro-
blems, Math. Programming Study, 1975, 3, pp. 95-109.

13. C. LEMARÉCHAL, J. J. STRODIOT et A. BIHAIN, On a Bundle Algorithm for
Nonsmooth Optimization, In Nonlinear Programming, O. L. MANGASARIAN, R. R.
MEYER et S. M. ROBINSON éd., Academie Press, New York, 1981, 4, pp. 245-282.

14. C. LEMARÉCHAL A View of Line Search, In Lecture Notes in Control and Informa-
tion Science A. AUSLENDER, W. OETTLLI et J. STOER, éd., Springer, Berlin, 1981.

15. D. G. LUENBERGER, Introduction to Linear and Nonlinear Programming, Academie
Press, New York, 1973.

16. R. MIFFLIN, A Stable Method for Solving Certain Constrained Least Squares
Problems, Math. Programming, 1979, 16, pp. 141-158.

17. R. MIFFLIN, An Algorithm for Constrained Optimization with Semi Smooth
Functions, Math. Oper. Res., 1977, 2, pp. 191-207.

Recherche opérationnelle/Opérations Research



GRG NON DIFFERENTIABLE 2 6 7

18. R. MiFFLiN, Convergence of a Modification of Lemaréchal's Algorithm for non
Smooth Optimization, In Progress in non differentiable Optimization, E. A.
Nurminski éd., LI.A.S.A., Laxenburg, Austria, 1982.

19. H. MOKHTAR-KHARROUBI, Sur la convergence théorique de la méthode du gradient
réduit généralisé, Numer. Math., 1980, 34, pp. 73-85.

20. H. MOKHTAR-KHARROUBI, Sur quelques méthodes de gradient réduit sous contrain-
tes linéaires, R.A.I.R.O., Anal. Numér., 1979, 13, n° 2, pp. 167-180.

21. Y. SMEERS, Generalized Reduced Gradient Method as an Extension of Feasible
Directions Methods, J. Optim. Theory Appl, 1977, 22, n°2, pp. 209-226.

22. J. J. STRODIOT, V. H. NGUYEN et N. HEUKEMES, e-Optimal Solutions in non
Differentiable Convex Programming and some Related Questions, Math. Pro-
gramming, 1983, 25, pp. 307-328.

23. P. WOLFE, Reduced Gradient Method, Rand Document, June 1962.
24. P. WOLFE, On the Convergence of Gradient Methods under Constraints, I.B.M.

Journal, 1972, pp. 407-411.
25. P. WOLFE, Convergence Conditions for Ascent Methods, S.I.A.M. Review, 1969,

11, pp. 226-234.
26. P. WOLFE, A Method for Conjugate Subgradients for Minimizing non Differentia-

ble Functions, Math. Programming Study, 1975, 3, pp. 145-173.
27. W. ZANGWILL, The Convex-Simplex Methods, Management ScL, 1967, 14, pp. 221-

238.

vol. 26, n° 3, 1992


