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SUR QUELQUES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITE
APPLICABLES AUX PROBLEMES DE SECURITE ROUTIERE

David SROUR
SEMA-Prévision

INTRODUCTION

Nous commencerons par dire quelques mots des problémes de Sécurité
Routiére tels qu'ils se posent réguliérement en pratique et de la fagon dont
ces problémes sont actuellement résolus. Nous proposerons ensuite certaines
formalisations probabilistes des phénomeénes qui peuvent aider i fournir des
moyens d'études plus élaborés.

EFFICACITE D'UNE MESURE DE PREVENTION

Une mesure de prévention étant décidée en un certain lieu L et pendant
une certaine période T, il faut pour mesurer son effet étudier non seulement
la réduction du nombre d'accidents, mais aussi la diminution éventuelle de
la gravité des accidents (par exemple : nombres moyens de tués et de bles-
sés graves par accident).

L'étude du nombre d'accidents ne pose pas de problémes. On sait que
ce nombre suit une loi de Poisson de moyenne A(L ,T) que l'on peut esti-
mer 2 l'aide des observations d'accidents pendant des périodes successives
de longueur T, choisies avant l'entrée en vigueur de la réglementation. On
effectue, alors, un test classique pour voir si la moyenne d'accidents a signi-
ficativement diminué [Réf, 1, 2].

En fixant une condition sur la puissance du test, on peut aussi abou-
tir & un seuil de réduction significative, indispensable pour une étude coats-
bénéfices de la mesure en vigueur [Réf. 2].

Dans cette derniére étude, on tient, par contre, rarement compte de
1'évolution éventuelle de la gravité de 1'accident, cela parce qu'on ne posséde
pas explicitement la distribution du nombre de tués ou de blessés par acci-
dent. On se contente, en général, de vérifier grace i un test d'homogénéité
que la répartition des impliqués en tués, blessés et indemnes 'n'a pas trop
varié" ; on en déduit alors :

- d'abord que l'on peut se contenter du bilan "accidents' pour
1'étude ''coats-bénéfices",

- ensuite que l'efficacité de la mesure se traduit par une réduc-
tion des victimes certes, mais une réduction seulement conséquente a la di-
minution d'accidents [Réf. 3].
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On comprend sans peine les insuffisances d'une telle position :

- si le test d'homogénéité conduit i la conclusion ''répartition in-
changée', il n'y a pas forcément incomptabilité avec la conclusion '"décrois-
sance significative du nombre de tués ou de blessés par accident", ce der-
nier résultat éventuel étant obtenu de fagon directe a 1'aide d'un test expli-
cite sur le nombre de tués ou de blessés par accident,

- si le test d'homogénéité conduit i la conclusion '"changement
dans la répartition des impliqués en tués, blessés et indemnes', il faut alors
tenir explicitement compte de ce changement dans 1'étude 'coats-bénéfices' .

Or, le test effectué ne permet que des conclusions qualitatives, c'est-
d-dire que 1'on ne possédera que rarement les nouveaux pourcentages de ré-
partition statistiquement valables.

Afin de lever cette indétermination les paragraphes 1, 2, 3 propose-
ront certaines distributions de probabilité, en particulier pour les nombres
d'impliqués, de tués et de blessés par accident.

EFFICACITE D'UN AMENAGEMENT ROUTIER LOCALISE

Si une mesure globale de prévention (telle une limitation de la vitesse
par exemple) est, en général, soumise & 1'appréciation du public & qui il faut
fournir explicitement des réductions des nombres de tués et de blessés par
accident, un aménagement routier, qui est une mesure de prévention locali-
sée, conserve un caractére plus technique. La notion de codt moyen d'un ac-
cident (codt direct auquel on adjoint éventuellement un coat social) se substitue
alors a celle du couple '"mombres moyens de tués ou de blessés''.

Fondamentalement, le probléme n'a cependant pas changé et les études
de sécurité routiére se contentent souvent, i tort ou i raison, de baser le
bilan économique sur la décroissance 'avant-aprés' du nombre d'accidents
seulement [Réf. 4].

Le paragraphe 4 propose des distributions de probabilité permettant de
faire intervenir explicitement les codts des accidents.

Afin de faciliter la lecture du texte, on donne ci-dessous la liste des
problémes qui seront successivement étudiés dans les quatre paragraphes
de cet article.

Problémes étudiés Paramétres dont dépendent

les lois
1 - Loi du nombre d'impliqués 1 par L = paramétre spécifique
accident I =1, 2, ...) p = proportion d'accidents impli-
quant un seul véhicule
2 - Loi du nombre de blessés B (ou
de tués) par accident, ou pour
n accidents (n connu)
=01, 2, ...)
2.a - Cas d'un accident W, p = comme ci-dessus

T = probabilité d'étre blessé (tué)
dans un accident, supposée in-
dépendante du nombre d'im-
pliqués




2.b - Cas de n (connu) acci-
dents

3 - Loi du nombre de blessés B (ou
de tués) en fonction de la dan-
gérosité (nombre d'accidents
aléatoire)

B=0,1, 2, ...)

3.a - Lieu de dangérosité
connue

3.b - Lieu de dangérosité
quelconque = A aléa-
toire, de loiY(m, c)

3.c - Lieu de dangérosité
quelconque = A aléa-
toire, de loi N’ (m,0)
total

4 - Loi du codf total S des acci-
dents en fonction de la dangé-
rosité (nombre d'accidents aléatoire)
O <S<

4.a - Lieu de dangérosité
connue

4.b - Lieu de dangérosité
quelconque = A aléatoire,
de loi Yy (m, c)

4.c - Lieu de dangérosité
quelconque = A aléaoite,
deloi N*(m, o)

U, p, T = comme ci-dessus
n = nombre d'accidents

b, p, T = comme ci-dessus
A = parameétre de dangérosité

U, p, T = comme ci-dessus
m, c = paramétre de la loi de A

U, p, T =comme ci-dessus
m, 0 = paramétres de la loi de A

M = parameétre de la loi du coat
A = paramétre de dangérosité

U = comme ci-dessus
m, ¢ = parameétre de la loi de A

U = comme ci-dessus
m,C =parameétre de la loi de \

1 - NOMBRE D'IMPLIQUES PAR ACCIDENT

On peut admettre que le nombre d'impliqués par accident, soit I, suit
une loi de Poisson de moyenne |, tronquée de la valeur O ou des valeurs
O ou 1 selon que l'accident implique un véhicule unique ou 2 véhicules au
moins en mouvement.

Si 1l'on appelle p la probabilité qu'un accident implique un véhicule seu-
lement, les probabilités attachées a4 I sont les suivantes :

[ PA@=0)=0

S PQ=1) = I“Be:p = efffl

( P =x) = x!p(‘;'t“;u) + x!(:l—_p;_jfut:‘) X =23, ...
€e*-—1-pu)

soit aprés calcul et en posant K = K(p,p) = @ -1 @ 1-m
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0 six =0

1.1 = =S i ix =

1.1) PQ = x) e six =1
(—iﬁ, six =2, 3, ...

On note de plus les caractéristiques de la distribution (1. 1)

1]

w2 E@ o[ o+ ke - )]

1
1.3) ElIq@ - 1)] = Kp? e

(1.4) E@?) = u[eup_ —+ KeH -1+ ue"‘)]
L5 VO  =u{®+K) 1 -p@ +K) + Kue )
__ Pl _
avec P S-1 K' = K(eM - 1)

2 - NOMBRE DE BLESSES PAR ACCIDENT (S)

La méthode utilisée ci-aprés serait exactement la mé&me pour le nom-
bre de tués par exemple.

a) Cas d'un seul accident

Si le nombre d'impliqués est connu, soit x par exemple, la variable
B représentant le nombre de blessés par accident suit une loi binomiale
@B (x,T) ol T, probabilité d'étre blessé dans un accident, est supposée &tre
indépendante du nombre d'impliqués

2.1) PB =y/1 =x) =C} n°1 - )™’

On peut 3 1'aide de cela, déduire les probabilités P (B =y).

Pour y 2> 2, ces probabilités sont données par :

[ J
PB=y) = > PB =y/l =x) PQ = x) avec Pl = x) = Ku¥/x!
x=y
puisqu'il faut qu'il y ait au moins deux impliqués par accident. D'ol :

(-]
PB=y)=KY C} n7@ - "7 u*/x! et aprés calcul :

x=y

1]
I

2.2) P@®B =y = Ke") e un'/y! pour y =2, 3, .

Pour les valeurs 0 et 1 de y, il faut aussi tenir compte du cas ol le
nombre d'impliqués est égal 4 1. Pour y = 0 par exemple,
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P(B=0/I=1)P(I=1)+SEP(B=0/I=x)P(I=x)
x=2

_ bp@ -m S p@A-m*

TR *K ;?—;2 x!

P(B = 0)

La méme procédure permet de calculer P(B =1). D'ol finalement :

“%%%Q+K@WM—1—uu-m>pwry=0
2.3) PB=y) = upm + Kﬂu(e““'“) - 1) "oy =1
et -1
Keu(l-'ll') (un)Y/y: " y = 2, 3,

résultat qui constitue en quelque sorte une généralisation de 1'étude de la
somme 3 nombre de termes poissonien, de variables binomiales parentes
de @ (1, n) [Réf 5, p. 71, 76].

©

On peut facilement vérifier la relation S PB=y = 1.
y=o0

En remarquant aprés quelques calculs que P (B = 1) s'écrit aussi
q PN
wiemw — — 2 =1 -
LHI(Ke P ) avec q = 1 - p, on trouve pour la distribution

(2.3) les caractéristiques suivantes :

2.4) E(B)

1

m (ke - 5=t—p)

(2.5 E[B®B-1)] = K(tp)le¥

- qTu
(2.6) E (B? = KnpeH (1 + W) - Y )
2.7 V(B) = TR [K" - Q) (1-TH K" - Q)+ TLK"]
" o [ = q
ol K Ke" ; Q pYTa——"]

Application : Test sur la réduction du nombre de blessés par accident

La détermination explicite des probabilités (2.3) attachées & B permet
d'effectuer un test sur la réduction éventuelle du nombre de blessés par ac-
cident, consécutive & une certaine mesure de prévention. On supposera i
cet effet que les paramétres p et p égaux respectivement a p et U  dans
la situation "avant" n'ont pas varié "aprés' (ce qui est souvent le cas en
pratique) et on effectuera le test H, : T = 7, contre H : T < T,

Soit donc n accidents et y,, y,, ... y, les nombres correspondants de
blessés. On peut classer les y, de la fagon suivante :
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Vi =¥, =... 9, =0 c'est-a-dire qu'il y a n, accidents sans aucun
° blessé

. ynom c'est-a-dire qu'il y a n, accidents &

ynoﬂ = yno+2 = 1
nombre de blessés par accident égal a l'unité

yno*nlﬂ >2 Vi=1,2,...,n,avec n,=n - (ny+n;) = nombre d'ac-
cidents pour lesquels le nombre de blessés
est > 2,

En notant y >2Vi=1, 2, ... n, le rapport de vraisem-

l‘loﬂl + =
blance s'écrit

e G G e

avec (cf. 2.3)

(1

PO = Po(Do, “os ‘HI) e

D4 Ky, by (00T = 7 g1 - 7))

et POO = PO(po: “'o, no)

Py = P1(Py Hg» m) = popon + K(Py» po)“oﬂ;(euo(l-w) -1

(2.9)
et Pyg = Pi(Dys Hos To)

Py@;) = Pydys Mo T 2,) = Kpg, Hoe" %™ (ugn)™/z,!

et PZO(zl) = P2(po’ “0’ no: zl)

On peut alors aisément montrer que la région critique W est donnée
par Z z, < k ol k est une constante 2 déterminer, une fois l'erreur de
premiéx;le2 espeéce ¢ fixée. Bien entendu, il faut préalablement déterminer la

loi de Zl z;, somme de n, variables indépendantes, de fonction génératrice :
i=

@.10) g, = 2 Ke™ (unt)™/z,! = Ke*'"™ (eumt - 1 - umy)
24 "2

L'expression (2.11) de gllz t) :

I

(2.11) 8, ® = [Ke"‘“"”]nz[emn -1 - mtt;]n2 ou encore
_ 2t2e|-l(1 ]ﬂz (lulnt) na

@.11) 6., 0 - & (5 )

n2
permet de déduire les probabilités attachées 2 2. z, dans 1'hypothése H, et
par conséquent le seuil critique k.

Bien entendu, le test sur la réduction du nombre de tués par accident
serait essentiellement le m&me, le paramétre T de blessure devant simple-
ment 8tre remplacé par un paramétre ¢ de décés.
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b) Cas de n accidents (n > 2)

En appelant B;, By, ..., B, les nombres de blessés relatifs aux n ac-
cidents et en admettant 1'hypothése d'indépendance des By, on a :

@.12) g, ® =I[gnl"
12-15‘
ol g,(t) désigne la fonction génératrice de la variable aléatoire X.
00

D'od g5y () =[po + tP; + %Pz(t) r'] ol Py, P, et P,(y) ont des si-
gnifications evidentes obtenues en se reportant a (2. 3).

On trouve finalement

(2~13) ngt (t) = [Qo + th + Qzewt] "
avec Qo =P, - Ke*'™ ; Q, =P, - muKe*'™ = 5‘;-&%——(1—&1_; Q; = Ket'"™

On peut aussi écrire (2.13) sous la forme

@.14) gz, ® =[,Zo Ry t‘]“

avec Ro = Qo+Qz =Py ;R; =Q;+TQ, =P, ;R; = Q,u'ul/j! j=2,3,...
La relation (2.13) ou (2.14) permet de déterminer plus explicitement
n
les probabilités attachées a ;1 Bi.

3 - NOMBRE DE BLESSES QUAND LE NOMBRE N D'ACCIDENTS EST ALE-
ATOIRE

a) Lieu de dangérosité connue A

Si l'on s'intéresse & un certain lieu (section de route par exemple)
dont la "dangérosité" (ou indice caractérisant le danger) est A, la fonction
n

générative de S = ?’-“1 B; dans 1'hypothése ot N est un aléa poissonien, est

donnée par :
7\[(2 Rjt,j)n-l]
3.1 gst) = e L0
On sait en effet que si S = By + By + ... + By ol les B, sont des va-

riables indépendantes de méme loi et N aléatoire, on a alors :

3.2) gst) = gn(gst) [Réf. 6]

On sait de plus que la propriété bien connue des fonctions génératri-
ces :
3.3) g = Ex)

(ot g{M (1) représente la valeur de la dérivée d'ordre h au point 1) permet
d'aboutir aux relations classiques :
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(3.4) ES) = EN) . EB)
3.5) V@) = EN) . V(B) + V@) . E*®B) [Réf. 6]

Dans le cas particulier od EQN) = VN) = A (loi de Poisson), (3.5)
s'écrit d'ailleurs encore :

(3.5)" V@) = EN) . EBY)
On trouve alors facilement : (cf. 2.4 et 2.6)

3.6) E@®) = ?\W[Ke" - eu__ql___d

6.7 V@) =Anp [Ke"(l + TY) - o —-2[ — p,]

Il arrive aussi souvent que l'on s'intéresse au nombre total de blessés
survenu en une section de route quelconque (c'est-d-dire dont la dangérosité
A est inconnue).

b) Cas ot A suit la loi y(m, c)

Il est courant d'admettre que sur l'ensemble des sections de route ,
qui est maintenant aléatoire, est distribué selon la loi Y(@m,c): Réf. 7, 8

_ e-cucllull-l
3.8) W =
Le résultat est la loi binomiale négative pour N :

m+n-1)! c
m-1)!'nt (1+c)™"

3.9) PN =n) = n=0,1, 2, ... [Ré. 6, 7]

loi dont la fonction génératrice est :
1 -~m
3.10) gt = [1 + -E(l - t)]
et dont les caractéristiques sont :
- m _m 1
(3.11) EN) = o (3.12) V@) o (1 + c) [Réf. 6]

Les relations (3.1), (3.6) et (3.7) deviennent alors :

@.13) gs(t) = [1 +%(1 _(,io Rjt’)")]"

_ mry W q
(3.14) E@) = Tt (Ke* - i

—__mn_p’ " ﬂ)'_ " "
(3.15) vE) =—; [(K Q)(l K Q)) + TPK ]

ol K" et Q sont les mémes que dans (2.7).
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¢) Cas o A suit la loi N'(m,o0)

Enfin, dans le cas courant en pratique od A est distribué selon une loi
normale, N’(m , 0), restreinte a l'intervalle [0, =], on peut démontrer (cf.
plus loin la relation (4.28)) :

F(%+ ot - 1)
(3.16) gt =
" (%)

3.17) Fv) = V%ﬁ f: e * /2 gx

2
exp f(t—l) [m+(t—1) %—]g ol

est 1a fonction de répartition de la variable N(0 , 1), variabie normale centrée
réduite.

De méme, on donne plus loin EN) et VIN), ce qui permet de déduire,
dans le cadre de cette hypothése, les formules homologues de (3.13), (3.14)
et (3.15). Ces formules, trés complexes, ne sont pas explicitement fournies
ici.

4 - ETUDE DU COUT TOTAL DES ACCIDENTS

a) Lieu de dangérosité connue A

11 est courant que le codt d'un accident suive une distribution exponen-
tielle [Réf. 9.10]. On considére alors la variable aléatoire 'coat global"
Sy=C; + C3 + ... + Cy ot N, nombre d'accidents, suit une loi P(A\) et C;,

cofit d'un accident, une loi Y (1, LH) de densité —1“— exM ¥ i=1,2 ..., N
On admet S =0 si N = 0.

Les probabilités attachées a Sy s'écrivent alors :

PSSy = X) = i P, =x) PN =n) pour x > 0.
n=1

-x/U yn-1
En tenant compte du fait que S, a pour densité fsn(x) = (xf——l—)xﬁlﬁ on trouve
la densité de Sy
e? pour x =0
4.1) fsN x) = © n _n-1
A-xm B (}\/“) X
( e .;'.‘1—_n!(n—1)! pour x > 0
Cette densité s'écrit encore :
$ e pour X =0
“.2) fgx) = - —
SN A A & _Ox/m)t A A 11(2 /M) ol
b S kik+n!  Vax p
g /2%

I

@ LE =S rreen:
est la fonction de Bessel modifiée d'ordre 1.
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Il est évidemment facile de vérifier que l'on a :
@
4. 4) f; foy®) dx = 1 - e

L'application des formules (3.4) et (3.5) permet d'obtenir les caracté-
ristiques de cette loi

“.5) E(sy) = A
4.6) ES) = A2 @+))
4.7 VSy = 2ap?

Dans le cadre de ce modéle, on trouve pour le coefficient de varia-
tion du coat global C.V. (Sy) la valeur

“.8) C.V. Gy =\/%

La relation C. V. (S§y) = V2 C.V. (N) montre que le coefficient de varia-
tion du coat global est plus élevé que celui du nombre d'accidents, ce qui
est tout 3 fait normal [Réf. 11]. Mais est-ce une raison suffisante, comme
plusieurs auteurs le pensent, pour se dispenser d'une étude de la variation
des codts d'accidents aprés un aménagement de sécurité et de se restreindre
simplement 3 une étude du nombre d'accidents ? Certainement pas : on sait
en effet combien le coQt d'une mauvaise décision, basée seulement sur une
étude des fréquences d'accidents, est élevé pour la collectivité.

Application : Test sur la réduction du coat global des accidents

La distribution donnée en 4.2 permet, dans la mesure ol elle cadre avec
la réalité, de poser clairement le probléme du test de sécurité : i l'aide
des observations colts d'accidents en nombre aléatoire, c'est-a-dire d'une
observation '"'codt global d'accidents' tester la situation

{ A=
( po= o

{ Aet
H; | tels que Al < Agllo

"avant" Ho contre la situation favorable "aprés' la plus générale

Formulé ainsi, ce test apparaft bien plus précis que celui qui ne tiendrait
pas compte de 1'évolution du colt des accidents (A = Ag contre A < Ag avec
bruit constant U, dans les deux hypothéses). Il est en outre moins sévére
que le test qui n'admettrait comme situation favorable qu'une situation pour
laquelle on aurait A < Ag et U < Uo simultanément, dans 1'hypothése H,. Ce
dernier test serait d'ailleurs effectué d'abord sur A i 1'aide de la distribu-
tion poissonienne du nombre d'accidents, et serait suivi dans le cas ol l'on
rejette A = Ay d'un test sur U 3 l'aide de la loi du codt d'un accident. A
titre d'illustration on donne ci-joint les deux domaines définissant 1'hypothése
alternative : le domaine hachuré H; que nous proposons, limité par les deux
axes et 1'hyperbole AU = Agliget le rectangle doublement hachuré Hj, sou-
vent choisi en pratique. L'hypothése H, est représentée par le point (Aq, L)
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Le modeéle du paragraphe 4. a) peut étre étendu au cas ol le parameétre
A de Poisson est aléatoire. Conformément A ce qui précéde, 1'étude en a é&té
faite dans le cadre des lois Y(m,c) (cf. 3.8) et N*(m,o) pour A.

b) Lieu de dangérosité A quelconque : A suivant la loi Y(m, c)

La démarche du calcul est pareille & 4a) sauf que N suit la loi bino-
miale négative rappelée en (3.9).

On trouve alors facilement :

(lfc). pour x =0

4.9) fgx) = x K
e-x/u c® m‘ ( p(l + C)) (m + k)!

n+1

pm - 1)! 1 +c) k=0 k! k+1)!

pour x > 0

Compte tenu de la relation
4.10) E%Cy) = V(Cy) = u? Vi=1, 2, ...

et des relations (3.11), (3.12), 1'application des formules (3.4), (3.5) conduit
ici a :

4.11) ) = "o
u?
(4.12) VS = mc_z (2c +1)

¢) Lieu de dangérosité A quelconque : A\ suivant la loi N'(m, o)

De méme qu'en 4b), commengons par trouver la loi marginale de N
quand A est distribué selon N'm, o). La densité de cette derniére distri-
bution s'écrit :

k 1
B = Syoo exp [- 27 ® - m)z]
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o
oll la constante k est donnée par ‘ﬁ fao(x) dx = 1. On trouve aprés calcul
(4.13) k = - - - i
o (2 o
1+ (oV? F(S )

ol O(t) est la fonction-erreur tabulée, souvent notée erf(t) :

2 [t o2
“4.14) o (t) =7n_—j; e? dy

et F(t), fonction de répartition de N(0 , 1) est donnée par (3.17) [Réf. 12].

Si le paramétre A de Poisson suit la loi ainsi déterminée, la proba-
bilité d'observer n accidents pendant une certaine période, en un lieu quel-
conque est donnée par :

PN =n) =‘/;mP(N =n/A =u) fy@) du, soit

(u-||)2
= = dp 1 ® n -(“ 20!)
(4.15) PN =n) 2! OVER F(m/o) en notant J, 1'intégrale /(; ue du

En remarquant la relation de récurrence obtenue aprés intégration par
parties de J,_,

4.16) Jo = m- 0y, + ’m-1)J,,[Réf. 13],

on peut de proche en proche, calculer J, grice aux valeurs initiales obtenues
aprés un calcul qui ne présente guére de difficultés majeures

2
@4.17) Jo = oV2Tm e ”F( % - c)
2 2
@.18) J, = OVER e™*9Y2(m - o? F(%— c) + ote™ /2 (REf. 7 ,13)

Cela n'est d'ailleurs pas nécessaire si 1l'on s'intéresse au coat global
des accidents, car les sommations peuvent s'effectuer sans nécessiter le cal-
cul explicite de Jp.

On a en effet :
e-mt0/2p I\E_
o
P(Sy=0) =P(N=0)= (m) d'aprés (4.15) et (4.17)
K

P(Sy = %) = glmsn =x PN =n)

En remplacant dans cette derniére expression de P(Sy = x), PN = n)

e-x/uxn-l dx
par (4.15) et P(S, = X) par (—-———n’ on trouve aprés calcul

m-1)!
et e
(4.19) fo, ) —G‘——* 7 (B (4 v .
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pour x >0 ou I,{ 2 xu est donnée par une relation analogue a (4. 3).
NV

En développant 11(2‘/—3), on peut aussi écrire (4.19) sous la forme

e~/ L&) Jen
o 1 ]
6,,'__215]5‘(%) K!' &+ 1) !

4.19) f5,) =

Vu la complexité des calculs, il est plus que jamais utile de vérifier
que la somme des probabilités est bien unitaire, c'est-a-dire que l'on a

e"’”"z/zF(m/c - o)
F(3)

Dans la suite, on montre donc que l'on a :

u-m)2
(4.20)0 V27 [F (?) - e-"°2/2p(% -c )] = j;”fo‘”e-xm,/x_ﬂ-ull( 2‘/’_‘—:‘ )e'é"(?ﬂ)_)du dx

L7 o ax = 1-

Pour cela, on commence par intégrer le second membre par rapport
a x : l'intégration se fait par parties en tenant compte de la relation

4.21) %—i“(z\/%) = \/“—1)(11 (2\%) [Réf. 14, 15]
ol »
2 (3)

4.22) I =Y

=k’

Cela donne

Kw = f e Vs 1 2f) ax = [e“/"lo(z‘/%l-)]: + fo‘”e—'u‘f‘-‘lo(z\/%‘-‘-)dx

soit puisque I,(0) =1 :

K@ =- 1+ &/: e:/HIO(z\/x—:‘) dx

En remplagant Io(z\/%‘i) par sa valeur, on a :

1 ‘“-'l uk ® /) x\K
= - +— ) — -X/QB [ . .
K() 1 Lo k)2 /; € (H) dx , et enfin :

4.23) Ku) =e" -1
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Le deuxiéme membre s'écrit alors

® -!uf‘u-l)z\ -!u-;!z
©
/;K(u)e 03 du=‘/;’e2‘7 du - Jo
u-
En calculant la premiére intégrale (poser

s - t) et en remplacant
Jo par sa valeur donnée par (4.17), on trouve finalement

"(l-l’(“'-) )
@. 20) f K@) e

207 du=ch[F( 2) - "'*"2”1«*(——0)]

Pour trouver les caractéristiques de Sy, on peut commencer par trou-
ver celles de N.

La relation (4.15) fournit :

fm & _(M(;;nz) g
= u
E® GVIR F ( )" n"-l<n—1)' ve
-n)2
= ﬁmu e guz_c;!—du
ovan F(—)
L'intégrale

se calcule aisément en posant t = L

et 1'on trouve :

a2/202
@.24) EN) =m +2-%

m
Van F(_d)
Exactement de la mé&me fagon, on peut écrire

n-lz
NN - 1)) = d
EIN® - 1)) ppp ( ) u

soit en modifiant convenablement 1'intégrande

E[N(N" 1)] —V:Y—yf esg_;;)_[u_ol_n ll u_n;] du
2n P2

(o

Cela fait apparaftre une somme d'intégrales dont la premiére s'intégre
facilement par parties et dont la seconde vient d'étre calculée. On trouve
finalement :

-n2/2g2
@. 25) EINN-1)] =m? + o2+ 28

— o e qui fournit :
VerF(3)
-n2/202
@.26) EN) = 0%+ (m+1) |m+>28
V_nF(G)
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p e /2? o en?/202

m -

- 2 —
@.27) V@) G+m+V§RF(—G"-‘) 1 VZTEF(—IE)

On peut d'ailleurs retrouver les formules (4.24) et (4.27) i 1'aide de
la fonction génératrice de N, dont on peut démontrer qu'elle a l'expression
suivante :

F(% + ot - 1))

r(3)

Les relations (3.4) et (3.5) permettent maintenant d'écrire :

4.28)  gyt) = exp {¢t - 1) [m + ¢ - 1) ¢*/2]}

o e"?/2?
(4.29) ESy = 4| m + —
var r (2)
-n%/202 -2/202
4.30) Ve b2 |o? v 2m + T (p oo O :)

Dans certains cas enfin [Réf. 10],.il s'est avéré que le codt d'un acci-
dent était relativement bien représenté par un "mélange de distributions ex-
ponentielles" [Réf. 16] de densité

-91x Box

4.31) uX) = o 0 e + (1-a)be pour x >0 (8; et 6, > 0)
et il faudrait alors revoir les formalisations précédentes, compte tenu de

cette distribution.

Nous donnons pour notre part en annexe la densité de la somme de va-
riables parentes suivant la distribution (4.31) (codt total quand le nombre
d'accidents est connu).

CONCLUSION

Bien entendu, l'ensemble des formalisations présentées ci-dessus ne
sont que des propositions. Certaines des distributions de probabilité dont il
a été question ont été testées sur des observations pratiques relatives aux
accidents de la route, mais il reste que l'on peut encore améliorer les cho-
ses :

- en prenant pour le nombre d'impliqués des lois de Poisson
tronquées aussi supérieurement, puisqu'il est rare que ce nombre dépasse
un certain seuil considéré comme une limite pratique,

- en séparant éventuellement les accidents en trois types comme
il est commun de le faire en pratique : accidents 4 un véhicule, i deux véhi-
cules et a plus de deux véhicules impliqués.
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On notera cependant que les expressions deviennent rapidement comple-
xes et il ne faut évidemment pas perdre de vue l'aspect utilisation pratique
des formalisations proposées.

Un dernier probléme enfin mérite d'étre noté : celui de la comparaison
dans le temps ou dans l'espace des 'taux d'accidents'. Etant censés mesu-
rer le risque proprement dit, ces derniers sont représentés par le rapport
du nombre d'accidents au nombre de kilométres parcourus et constituent des
indicateurs importants permettant de mesurer l'efficacité de mesures de pré-
vention. Ils n'ont malheureusement subi jusqu'a présent qu'un traitement pour
le moins empirique [Réf. 17 et 18] mais il semble que l'on puisse assez
rapidement formaliser les problémes de taux d'accidents de fagon relative-
ment opérationnelle.

ANNEXE

DISTRIBUTION DE LA SOMME DE VARIABLES PARENTES AYANT
POUR DENSITE UN '"MELANGE EXPONENTIEL"

On notera d'abord que si X est une variable aléatoire de densité

-O1x

1) ux) =a 6 e+ (1 - a) 62 e O

sa fonction génératrice est donnée par :

-1

@) gx(t)z./;me“u(x)dx=a(1—eLl)

-1

+(1- o) (l—et—z)

, t -1 t -17n

D'od g t) [a(l - eﬁx) + (1-a) (1 —6;) ] , c'est-d-dire en
2x;

1

développant

B n 5 3 t -3 _ n-g ._L -ntj
3) g, ®=% Cuo (1-5) a-o(1-3)

$x

1
t \! t ™
Or le terme courant de cette somme soit (1 iy (l -y re-

présente la fonction génératrice de la somme de deux variables indépendantes
suivant respectivement les lois Y( , ®1) et Y(n-j, ©2) (cf. 3.8).
. . . ¢ _ L -3 t \-n#
La variable de génératrice (1 91) (1 —Ez-) , a donc pour den-
sité :

2 ei e O yi-1gn-d e @ - y)oi-1
Gg-n! m-j-1)!

@) viz , 9y, 83) = /; dy
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n
et la densité de f_. X4 est donc donnée par :
1

(1 - o) 63 e
m-1)!

n-1
6) [wax , 61, 0y = + ¥ cdadda-a)?vi,or,6s
i=1

" an e{. e-ellxn-l
m-1)!
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