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L’INCERTITUDE SUR LES COEFFICIENTS DE SYMÉTRIE
ET D’APLATISSEMENT

EXTENSION DES TABLES DE RHIND (1)

J. BRIL et M. VEDOVATI

Centre de Recherches de l’Aluminium Pechiney

L’application de la théorie de Pearson à la détermination des formes ana-
lytiques de distributions empiriques requiert la connaissance des incertitudes

dont sont affectés les coefficients Pl et 02 utilisés dans le calcul. Les seules

tables existantes sont celles dressées par Rhind en 1910 ; mais elles ne consi-
dèrent que de faibles variations de 03B21 et de P2 et le champ de leur application
s’en trouve de ce fait limité

Les tables présentées ici, beaucoup plus importantes, pallient cet incon-
vénient.

La détermination de la fonction de fréquence d’un caractère x à partir
des coefficients de symétrie et d’aplatissement s’effectue aisément dans le cadre
de la théorie développée par K. Pearson. Cependant, la connaissance de l’incer-
titude sur ces coefficients repose sur la construction d’une ellipse dont le tracé,
directement à partir de son équation, réclame du temps. Rhind avait construit
des tables dont l’emploi simplifie considérablement ce travail ; malheureusement
le domaine de variation des deux coefficients est assez restreint, ce qui limite
leur emploi et du même coup l’application de la théorie de Pearson.

C’est la complexité des calculs dans le cas d’analyse statistique industrielle
brièvement décrit ci-dessous qui nous a amenés à étendre notablement les tables
de Rhind : l’aluminium, élaboré industriellement, comme l’on sait, par un pro-
cédé électrolytique continu, est récupéré par petites fractions discrètes. Une
installation industrielle comporte un certain nombre de cellules d’électrolyse
("cuves") dont la production est soutirée périodiquement. L’ensemble de cer-
taines caractéristiques de ces productions élémentaires (par exemple le titre

du métal) constitue des populations statistiques qui font l’objet d’une surveil-
lance constante. La description de ces populations au moyen de la moyenne
et de l’écart type de la grandeur analysée peut être notablement améliorée par
considération des coefficients (31 1 et (32. Ces coefficients permettent, comme
il est rappelé ci-dessous, de déterminer la "structure" de la population étudiée.
Or, les valeurs expérimentales sont beaucoup plus élevées que celles géné-
ralement observées dans des travaux de même nature (ceux par exemple,
empruntés par Karl Pearson au domaine de la génétique ou de la biologie [ 1 ])
et les tables donnant les incertitudes sur ces coefficients sont insuffisantes.

(1) Article remis le 3/7/72, révisé le 1 5/2/73.
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Nous présentons une extension de ces tables qui devrait permettre d’em-
brasser la très grande majorité des cas.

Soit une population de N résultats de mesures à partir desquels on a
estimé :

- la moyenne m 

} du caractère, la variance o 
du 

- la 1 variance s2
mesure.

- les coefficients de symétrie et d’aplatissement b1, b2
A l’aide de ces données, on peut déterminer [1] la fonction de fréquence

du caractère y = f(x) et son "degré de représentativité", c’est-à-dire la probabi-
lité qu’a le point (bl , b2 ) à partir duquel se conduit le calcul, de contenir le
véritable point (03B21, 132) dont il est une estimation.

Autour d’un point (131, 03B22), les lignes d’équiprobabilité sont obtenues en
égalant à une constante la valeur de la probabilité élémentaire de la distribution

de 131 , 03B22, qui est de la forme :

Pour cela, on posera :

et la probabilité que le point observé soit situé entre deux ellipses infiniment
voisines sera Xdx.

La probabilité totale de ce point vérifiera la relation :

Etant donné un tirage d’une population d’effectif N, qui aurait conduit,
pour estimation de ce point ({31 ’ (32) précisément aux valeurs b1 = {31 , b2 - 03B22,
la probabilité P (~1) d’obtenir une valeur XI  ~0 est nulle, c’est-à-dire la

probabilité d’obtenir une valeur XI &#x3E; Xo est égale à 1.

D’une façon générale, cette dernière probabilité est égale à

Ce calcul classique a été indiqué en particulier par K. Pearson et par

A. Rhind. Il conduit à affecter chaque point expérimental (b1, b2 ) d’un
domaine d’incertitude qui, du fait que les grandeurs considérées ne sont pas
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indépendantes, est une ellipse, précisément celle que représente l’équation (1) ;
l’incertitude affectant la position du point (b1, b2 ) est donnée par la valeur
conférée arbitrairement à ~2.

Les demi-axes de celle de ces ellipses qui divise le plan en deux régions
d’égale probabilité, c’est-à-dire qui a une probabilité 1/2 de contenir ou de ne
pas contenir le point (03B21, 03B22) dont (b1, b2) est une estimation, ont pour
expression :

Le grand axe forme avec l’axe des 03B22 un angle 8 donné par :

avec tg ~ = sb1/sb2.
De la sorte on pourra évaluer les risques pris, lors de la détermination de

la fonction de fréquence du caractère y = f(x), quand on affecte à y telle

ou telle forme analytique en se fondant sur la détermination empirique de bl
et b2 selon la procédure à laquelle il est fait allusion plus haut.

Il reste à calculer sb1, sb2 et 03C1b1b2. Le calcul a été donné par K. Pearson [2].
Il utilise les 6 premiers coefficients j3 qui se définissent de façon générale à
partir des moments selon :

On obtient ainsi :

Pour la commodité de l’emploi de ces formules, Rhind [3] a établi des
tables donnant en fonction de 03B21 1 et de 03B22 , les valeurs suivantes :

qui permettent de construire l’ellipse exprimant l’incertitude sur la position
du point expérimental {31 {32.

(1) Le coefficient 1,177 s’obtient en égalant l’équation (2) à 1/2.
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Ces tables embrassent le domaine suivant :

01 : 0 à 1,50 avec un pas de 0,05

{32 : 2,0 à 7,0 avec un pas de 0,1

dans la région où le diagramme de Pearson conduit à des fonctions bien définies,
c’est-à-dire entre les axes {31 , {32 et les droites :

Malheureusement, ces tables déjà anciennes et qui n’ont pas été rééditées
depuis sont trop restreintes pour que leur intérêt évident ait entraîné la diffusion
de leur emploi.

C’est pourquoi nous avons entrepris de tabuler ces données dans le domaine
suivant :

avec évidemment les mêmes contraintes que ci-dessus (fig. 1).

Ceci permet en particulier une bien meilleure utilisation des lois forte-
ment dissymétriques et non plus seulement de celles qui se rapprochent le

plus de la loi normale.

A titre d’exemple nous indiquerons dans le tableau ci-après le traitement
numérique de deux cas distincts.

Le premier (cas A) est relatif à l’un des exemples donnés par K. Pearson
dans son mémoire de 1895 [4] et se rapporte à l’analyse d’une population de
résultats d’ordre physiologique : "Neuf mélanges de noir et de blanc étaient
préparés de façon à constituer une série de teintes en progression arithmétique :
1 - 2 - 3 - 4 - ... 9. Ces teintes étaient disposées dans un ordre quelconque
et 231 personnes furent priées d’estimer la composition de l’une d’elles en
lui assignant les valeurs 1 à 9". C’est la fréquence de la mention des 9 indicatifs
qui est analysée dans cet exemple.

L’exemple B est extrait du travail non encore publié, mentionné p. 1

et est relatif à des résultats analytiques.

La figure 2 représente les résultats obtenus.

Remarque : 
Dans les deux cas, le taux de 50 % a été retenu de façon arbitraire

comme l’a fait Rhind dans l’article cité mais il est bien évident que l’on

peut choisir un autre seuil de probabilité en égalant l’équation (2) p. 3 à

une valeur différente. Néanmoins, les tables présentées sont calculées pour

l’hypothèse P (~1  ~0) = 1/2.
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Figure 1 - Domaine du plan (03B2103B22) concerné,
- par la table de Rhind (-----)
- par le présent travail (-) )

Figure 2 - Ellipses correspondant à P (~1  XO) = 1 2 pour les exemples A et B considérés.
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*

* *

Remarque :
Dans les deux cas, le taux de 50 % a été retenu de façon arbitraire comme

l’a fait RHIND dans l’article cité mais il est bien évident que l’on peut choisir un
autre seuil de probabilité en égalant l’équation (2) p. 3 à une valeur différente.
Nénamoins, les tables présentées sont calculées pour l’hypothèse

Les calculs ont été faits à l’aide d’un ordinateur IBM 360-40 fonctionnant
en temps partagé.

Le programme permettant le calcul des valeurs des 3 tables mentionnées
ci-dessus a été écrit en Fortran.

On trouvera en annexe l’ordinogramme et le listing du programme.
Ce programme donne dans l’ordre :

Table 1 : n s03B21 qui apparaît dans le programme sous le nom rsigl.
Table 2 : n s02 Il " " " " " " " rsig2.
Table 3 03C103B2103B22 " " " " " " " " r.

(1) Le domaine couvert par l’ellipse de l’exemple A dans laquelle le "vrai" point 010
a une probabilité 1/2 de se trouver, coupe les domaines correspondant aux types IL, IJ, IX
et même au type III de Karl Pearson. On sera donc amené à considérer la possibilité d’ajuster
les observations avec une fonction de fréquence du type IX par exemple qui se prête à des
calculs plus simples que ceux du type IL auquel correspond le point b,b2.

(2) Dans l’exemple B par contre, le domaine couvert par l’allipse dans laquelle le "vrai"
point 03B2103B22 a une probabilité 1/2 de se trouver, est situé tout entier dans le domaine correspon-
dant au type IJ et ce serait prendre des risques trop élevés que s’efforcer de se simplifier
la tâche en conduisant le calcul à l’aide d’un type voisin.
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ORDINOGRAMME
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LISTING DU PROGRAMME
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Table 1
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Table 1 (suite)
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TABLE 1 (suite)
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TABLE 2
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TABLE 2 (suite)
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TABLE 2 (suite)
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TABLE 3
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TABLE 3 (suite)
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TABLE 3 (suite)
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